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3 Equacoes de conservacao

As leis de conservagao desempenham um papel absolutamente critico na Fisica.
Todas as equacoes da Oceanografia envolvem a conservacao de uma propriedade. Mas o que
significa "Equacao de conservacao“?
—> Rigorosamente, significa que a taxa total de variacao total de uma propriedade P é nula.
Se existirem forcas que alterem P:
DP
T = Iy = fontes ou sorvedouros de P (3.1)
~—
taxa de variagao total de P

= Portanto, a taxa de variagao total de P é diferente de zero:

DP

Isto significa que P é constante?

e Do ponto de vista lagrangiano = sim.
e Do ponto de vista euleriano = significa que as variagoes locais sao compensadas pelas
variagoes advectivas.

massa e ou volume

S
~—

b) momento linear = (quantidade de movimento)
Exemplos de P = ¢ ¢) momento angular

d) energia

e) calor
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4 Conservacao de massa

— Aqui se utiliza do principio da conservacao de massa para derivar a equagao da continuidade
de volume.

Duas sao as formas mais comuns de derivar a equacao da continuidade na sua forma diferencial.

A primeira, mais tradicional consiste em analisar fluxos de massa entrando e saindo por um
volume AV = AzAyAz fixo no espago.

FACE B FACEA CONTINUIDADE DE VOLUME
COMPONENTES DO ESCOA-
| MENTO NA DIRECAO X
! Az
| —- !_ r—- 1L+ AL
P Fa __;y p+Ap

AX
Continuidade de volume

Componentes do escoamento
na dire¢dio x

[
L

Considere nesse exemplo, que tenhamos um transporte de massa somente na direcao x.
Através da face B a velocidade é u e a densidade do fluido é p.

Através da face A a velocidade do fluido é u + Au e a densidade do fluido é p + Ap.
Mas o que é fluxo e transporte?

Fluxo = ¢ a quantidade de uma propriedade que atravessa uma area em um determinado

tempo.
Transporte => FLUXO e AREA DA SECAO TRANSVERSAL.

A segunda é mais simples e é chamada ”Derivagao lagrangiana“ (Kundu - 1990). Esta faz uso
da conotacgao lagrangiana.

=—> Ao invés de assumirmos um volume AV fixo no espacgo, consideremos um volume movendo-
se como um fluido. Este volume tem massa Am.

O principio de conservacao de massa nos diz que:

DAm

o =0 (4.1)
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A massa do elemento de volume é conservado = Am = cte , mas:

Com (5.2) em (5.1):
L oavy = (AV) Lavke_y (4.3)
Dt "Dt D ‘
C 2( AV) =0 — (AV)+AV =0=
oMo PPy = Pt Dt
variagao fracional do volume
——~
L Dp + LP2an = iacSes fracionai (4.4)
= — s varil racional (] 1 nsaln .
Dt AV Dt essas variacoes fracionais se compensa,
——

variagao fracional da densidade

Escrevendo o termo de variacao fracional do volume da seguinte forma:

1 D
AV AyAz—(AI)+AJ:Az—(Ay)+A$Ay (Az) (%)
AV AV AV
Mas AyAz = — ArAz = — AxAy = —
as AyAz =, Azlz Ay ThAy =<~
B(Aa:) = Au E(A ) = Av E(A ) = Aw , entdo (*) no limite infinitesimal:
Dt =TS o D YT A e ae m A - '
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B ou Ov Ow

e T 4.5
(+) ox + oy + 0z (4.5)
Reescrevendo (5.4)
1Dp 0Ou 0Ov Ow
i T Ty 4.6
p Dt Ox Oy * 0z (46)
——
I I
II = V-V (divergente do vetor velocidade).
Fazendo uma anélise de escala:
A L L
I:>—p-g;U:—:>t:— H:>g
Lo L t U L
A razao entre os termos I e II implica:
1Dp  ApU
p Dt po L _Ap 0(1) -3
= = = — = 0(10
v.v U Po 0(103) (107)
L
Assim posso desprezar o primeiro termo:
= O segundo termo é 10 vezes maior que o primeiro.
— Isto implica que o fluido é incompressivel (densidade nao varia, se conserva).
Dp N - .
No Oceano n =0 = Equacao de conservacao de densidade (4.7)
E V-V = == Equacao da continuidade.

Exercicio: Usando a equagao da continuidade, estime uma escala para a velocidade vertical (w).
Suponha movimento de grande, meso e pequena escala.
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Temos V-

Considerando isotropia:

Anélise:

5 =

ow ou Ov U
O<aay> ‘O<L

%-i-

) el

o, o
oy 0z

|
o

w—()(gH) — w—O(ZU) w = O(5T)

= razao de aspecto

larga escala | meso-escala | pequena escala
H=10° H = 10° H =10
L = 10° L =10° L=10
W=103U|W=10"2U W=U

Interpretar os resultados.
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5 Equacao de Conservacao de Momento Linear

=—> Momento de linear ou quantidade de movimento ¢ definido como:

Momento linear = mV (5.1)

Aplicando-se o principio de conservagao de momento linear tem-se:

gt(mV) _F (5.2)

A Equagado mostra que a variagdo de momentum nao é nula na presenca de uma resultante das
forcas atuantes no elemento de fluido.

. . m
Como no oceano ha conservagdo de massa i~ 0, tem-se:

DV

D i @ (5:3)

Conclui-se que o principio de conservacao de momento linear é a segunda lei fundamental da
Mecénica = ma = F' , em Oceanografia é conveniente escrever:

i=F/m (5.4)

e interpretar a lei como as aceleragdes observadas sao devido a resultante das forcas atuantes por
unidade de massa.

Antes de descrever quais sao e como agem as forcas que compde F no segundo membro da
equacao (5.4), deve-se lembrar que as leis de Newton sao védlidas apenas para um referencial inercial,
tal como um fixo em estrelas distantes.

—> Lembrando que os movimentos oceanicos sao estudados em um sistema referencial rigida-
mente ligado a Terra, que gira com velocidade angular 0.

=—> Deve-se entao alterar a equacao de momentum para que esta se adeque ao referencial em
rotacao, isto é acelerado.

Objetivo: Encontrar uma forma prépria mas alterada da conservagao de momento, quando
escrita inteiramente observada em um sistema em rotacao.
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DV . L. F
—— =20xV - OQxQx71r +—
Dt N——— m

forcas centrifugas

F=P+G+V+T

P = forca de gradiente de pressao.
V = forgas viscosas (friccionais).
G = forga de gravidade.

T = forgas geradoras de marés.

P,V — Forgas de superficie (externas)
G, T = Forgas de corpo (internas)

6 As forcas atuantes no oceano

As forgas atuantes no oceano podem ser classificadas em diversas formas.

6.1 Forcgas proporcionais a superficie, ou de superficies ou externas

o Tais forcas atuam na superficie do elemento de volume, sendo proporcionais a area dessa
superficie.

o Muitas vezes siao referidas como "tensao*.

« Dimensionalmente:

tensdao = forga/unidade de drea do elemento que atua.
dimensao = unidade no SI ¢ o Pascal (1 Pa = 1 Nm™2).

o Tensoes que atuam perpendiculares a superficie de elemento de volume sao tensdes normais.
Ex: pressao.

o Tensoes que atuam paralelas a superficie do elemento sao ditas tangenciais. Ex: forcas de
atrito por unidade de area.
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6.1.1 Forca de gradiente de pressao
8 0 8
by 9Pz, IPE (6.1)

(6.2)

PV
T __YP —> Forca de gradiente de pressao por unidade de massa.
m

superficie
livre do mar

Ap — da
» X menor para a
maior pressado

i
Ly da maior para
a menor pressdo

A forca de gradiente de pressao pode ser gerada por:

(7) Pela inclinagdo da superficie livre do mar (7).
= dita forca barotrépica de gradiente de pressao.
Barotrépico: significa na mesma dire¢ao da pressao ou das isdbaras.
(1) Pela variagao espacial de densidade p = p(S, T, p).
—> dita forga baroclinica do gradiente de pressao.
Baroclinico: significa inclinado relativamente a pressao ou as isébaras.

No oceano real, o balanco hidrostatico ¢ uma boa aproximacao.

op
5, = P9 (6.3)

Apods uma série de consideracoes e manipulacoes algébricas, tem-se a a forca de gradiente de

pressao por unidade de massa é dada por:

d- 0 g (%
V= 204 j:>—*Vp——gVH'f]+ /Vdez
o O Tuo &

(i7)

(7) Inclinagao da superficie livre do mar = barotropica.
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(71) Variagao espacial de densidade = baroclinica.
=—> O efeito da inclinacao da superficie livre:
Barotrépico

O esquema mostra que, para um oceano barotrépico, as isébaras (linhas de mesma profundidade
- p) sdo paralelas as isopicnais (linhas de mesma densidade - p), desde as superficie livre 7) até o
fundo.

O gradiente de pressao na direcao z (%) aponta da menor para a maior pressao.

A forca do gradiente de pressao por unidade de massa (%Vp) na direcao x aponta da maior

para a menor pressao.
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— O efeito da variacido horizontal de densidade:

Baroclinico
O esquema mostra que, para um oceano baroclinico, as isbaras (linhas de mesma profundidade
- p) cruzam as isopicnais (linhas de mesma densidade - p), desde a superficie até o fundo.

No ponto 1 tem-se p maior que no ponto 2.
Se p 1 Temperatura(T) = conforme indicado no ponto 1.
T é menor o que provoca uma contracao de volume de agua.

No ponto 2, ocorre o inverso

p 1 T = hé uma expansao de volume.
Dessa forma tem-se a configuragao das is6baras, desconsiderar as variagoes de 7.
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Esquemas: condic¢Ges barotrépica e baroclinica

Em situacoes reais onde as aguas do oceano sao bem misturadas e, portanto, homogénea, a
densidade, no entanto, aumenta com a profundidade devido a compressdo causada pelo peso da
agua sobrejacente. Como resultado, as superficies isobaricas sao paralelas nao apenas a superficie
do mar, mas também as superficies de densidade constante ou superficies isopicnais. Tais condigoes

sdo descritas como barotrépicas, conforme indicado nos esquemas (a).

Em situagoes onde hé variagoes laterais de densidade, as superficies isobaricas nao sao paralelas
a superficie do mar; superficies isobaricas interceptam as superficies isopicnais e as duas inclina-
¢oes estao em diregoes opostas. Conforme ja comentado, tais condicoes sao denominadas como

baroclinicas, de acordo com os esquemas (b)

BAROTROPIC CONDITIONS BAROCLINIC CONDITIONS
sea-surface: sea-surface

/—\_’/ —— isopycnic surfaces —

water on average
less dense

(@ (b)

(The Open University, Ocean Circulation, 2001)

36



)

-«——— density increases

BAROTROPIC CONDITIONS
{ISOBARIC AND ISOPYCNIC SURFACES PARALLEL)

7 isobaric surfaces
isopycnic
surfaces

BAROCLINIC CONDITIONS
{ISOBARIC AND ISOPYCNIC SURFACES INCLINED}

7 isobaric surfaces
isopycnic
surfaces

(The Open University, Ocean Circulation, 2001)
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6.1.2 Forcas de atrito

A relagdo entre as tensoes tangenciais e propriedades microscopicas do fluido é obtida pela
generalizacao da Lei de atrito de Newton. Essa lei, que é experimental, estabelece que o atrito entre
camadas do fluido, em movimento laminar, depende linearmente do cisalhamento da velocidade.

e O experimento de Newton considera:

- Uma camada de fluido estd compreendida entre duas placas rigidas, separadas por uma
distancia “1”

- A placa inferior estd em repouso e a placa superior esta se deslocando com uma velocidade
constante “ug”.

| —_— —l' as particulas siFuadas emz=|
T 0 possuem velocidade u =u,

z=0 [©

as particulas situadasemz=0
possuem velocidade u =0

Na superficie do mar a componente vertical da tensao tangencial representa a interacao entre
vento e agua e se chama tensao de cisalhamento do vento.

6.2 Forgas proporcionais ao volume ou de corpo ou internas

e Forcas que atuam sobre todo o elemento de volume e sao proporcionais a massa do elemento. Ex:
forca de gravidade.

6.2.1 Forcas aparentes

e Forcas "inventadas® para explicar o movimento em um referencial nao inercial.
e Sao sentidas como forgas de corpo.
e Forga de Coriolis/unidade de massa — aceleracao de Coriolis:

2(Q x Vi) Vi = velocidade relativa (6.4)

e Forga centripeta/unidade de massa:
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G (@
— -1}

—~

X FJ_)
v 1 — vetor normal (6.5)

e Forga centrifuga/unidade de massa

Q X (Q X FJ_) (66)

6.2.2 Forcgas de corpo

= As forgas de corpo atuam tridimensionalmente ao fluido ou atuam proporcionalmente ao volume.

— Forcga da gravidade por unidade de massa

A forca gravitacional por unidade de massa é devida principalmente a atragdo gravitacional
exercida pela Terra, Sol e Lua. As forcas exercidas pela Lua e Sol sdo responséaveis pelo potencial
de marés. Esta forca e a aceleracao centripeta, devido a rotacao da Terra, podem ser combinadas
para formar a forca de gravidade por unidade de massa, g:
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7 Equacao geral do movimento

—> Equacgao de Navier - Stokes

—

DV - - 1 -
—— 4 20xV =—-"Vp+AV?V - §
Dt p

Componentes da equagdao do movimento e demais equagoes

Lembrando, a equagao de conservacao da quantidade de movimento se identifica com a equacao
da Segunda Lei de Newton:

F=mi (7.1)
Em Oceanografia costuma-se colocar:

i=F/m (7.2)

Portanto, a interpretacao fisica que se tem é que as aceleracoes estdo em balango com as forcas
atuantes no sistema por unidade de massa. Considerando, agora, a equacoes das componentes de
velocidade nas diregoes zonal (u), meridional (v) e vertical (w) tem-se:

e Componente u de velocidade — zonal (leste/oeste) :

ou 8u ou ou 1op Pu  0*u 0*u
Em que:
| =2Qseng
f = 2Qcos¢

Ap - coeficiente de viscosidade turbulento horizontal

Ay - coeficiente vertical de viscosidade turbulento vertical
Lembrando o significado dos termos:

ou

5¢ = aceleracao local;
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ou du ou ~ . T . ‘ s .
Uy, TV, tWg = aceleragao advectiva ... termos nao lineares, pois ha o produto de incognitas;

fv , fw = componentes da aceleracao de Coriolis;

1 —gp = forca de gradiente de pressao por unidade de massa;
p Oz

2 2 . . . .
A H(—g;; + —gy@‘) = forga de atrito por unidade de massa - componentes horizontais;

Av(%) = forga de atrito por unidade de massa - componente vertical

Analogamente para os termos equivalentes das componentes v; w da equacdo do movimento,
onde g é a aceleracao da gravidade.

e Componente v de velocidade — meridional (norte/sul) :

ov ov ov ov 10p v 0% 0%
— — +v— — = ——— 4+ Apy(=— + —) + Ay(=— A4
ot +u8x+08y+w82+fu p8y+ H<8x2+8y2>+ V(822) (74)
e Componente w de velocidade vertical:
ow ow  Ow ow  ~ 1 dp Pw  Pw O*w
— — +v— — =—— . — - Ag(=— + =) + Ay (= .
8t+uax+vﬁy+w82+fw p 0z g+ H(8x2+8y2)+ V(822) (7.5)

— Observa-se que no conjunto das equagoes das componentes de velocidade (u, v e w) ha
05 incégnitas: (u,v,w,p, p(S,T)). Portanto, para solugdo do sistema pode-se usar a equagao da
continuidade para um fluido incompressivel e a equacdo de Estado da Agua do Mar na forma
diferencial. Esta tltima permite estimar a densidade da agua do mar, a qual é uma funcao da
salinidade (S) e temperatura (T). Naturalmente, dependendo do estudo tem-se que elaborar as
condigoes de contorno adequadas.

e Equacao da continuidade para um fluido incompressivel:

VV=rcow+4+—4+-—=0 7.6
or 0Oy + 0z (7.6)
e Equacao da conservagao de densidade:
Dp
T 0 (7.7)
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eEquagao de Estado da Agua do Mar, na forma diferencial:

55),, 05+ (57) o+ (5)
=p(S,T,p) — dp=|-2) daS+ (L) dT+ (L) 4 7.8
p=p(S,T,p) p ( 55 )., or) . o), p (7.8)

As equacoes de conservagao de calor e de sal, as quais podem ser utilizadas no estudo da termo-
dindmica da agua do mar, sdo obtidas de forma analoga a equacao de conservacao de quantidade
de movimento. No caso, a rotagao da Terra nao é considerada e estas podem ser escritas como:

e Equacao de Conservagao de Calor:

D
Pl = kAT (7.9)

Em que,

¢p : calor especifico a pressao constante.
T - temperatura.

kr - coeficiente de difusdo térmica.

elquacao de Conservacao de Sal:

D
5PS = kV2S (7.10)

Em que:
S - salinidade;

ks - coeficiente de difusao de sal.

7.1 Analise de escala da equacao do movimento

Inicialmente, foi dado uma nocao sobre analise de escala e sua importancia. A andlise de escalas,
considerando grande, meso e pequena escalas, das equagoes do movimento tem por finalidade
estimar, inicialmente, a ordem de grandeza dos termos que as compoem. A vantagem da analise
de escala consiste em obter uma forma simplificada das equacoes das componentes de velocidade.
Para tanto, hé algumas consideracoes a serem feitas:

o Escrever a equacao considerando a dimensao de cada termo;
o Substituir para cada termo o valor caracteristico, para grande, meso ou pequena escalas;

o Escolher um termo base presente na equacao, cujo valor é bem conhecido, por exemplo depen-
dendo da componente horizontal ou vertical, aceleracdo de Coriolis, aceleracao da gravidade;
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o Fazer a comparagao entre a ordem de grandeza dos termos com a ordem de grandeza do termo
base;

e Desprezar termos cuja ordem de grandeza é pelo menos 102 vezes menor que o termo base;

e Observar o balango resultante entre aceleracao e for¢ca por unidade de massa.

Lembrando, o nimero admensional de Rossby local consiste na razao entre a aceleragao local
e aceleracao de Coriolis; e o nimero de Rossby advectivo consiste na razao entre a aceleragao
advectiva e a aceleragao de Coriolis. Ambos sao utilizados para verificar a importancia da rotacgao
da Terra no movimento em estudo, face as aceleragoes local e advectiva.

Complementando, ha também o ntiimero admensional de Ekman que consiste em avaliar a
importancia dos termos de atrito comparados com a rotagao da Terra no movimento. No caso,
como ha componentes horizontais e vertical dos termos de atrito tém-se os ntimeros de Ekman
horizontal e vertical.

O namero de Ekman horizontal consiste na razao entre os termos de atrito horizontais e a
aceleracao de Coriolis. O nimero de Ekman vertical consiste na razao entre o termo de atrito
vertical e a aceleracao de Coriolis.

Naturalmente, se as ordens de grandezas dos niimeros admensionais calculados forem muito
menores que 1, a rotacao da Terra é importante no movimento.

O estudo da analise de escalas da equacao de conservacao de quantidade de movimento pode
ser complementado com a leitura da Secao 7.3. (Pond & Pickard, 1983).
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7.2

Escalas Caracteristicas de Meso-Escala e Aproximacoes

H=10°m | py = 10° kg/m?
L=10°m Ap =1 kg/m?
U=10"m/s | Ay = 1072 m?/s
W =107 m/s | Ay = 10° m?/s
t=10° s g =10 m/s?

o Aproximagoes

— Aproximacao da calota esférica

— razao de aspecto sempre valida

§=H/Rr =10>m / 10° m = 1073« 1

Ry - raio da Terra

Aproximacao do plano f

Permite usar coordenadas cartesianas para estudo de processos com pouca variacao de
latitude

L « Ry

Aproximacao de Boussinesq

Consiste em reconhecer que, no oceano, as perturbacoes de densidade sao muito pequenas
comparadas com a densidade média

Considerando:
p(ZE, Y, =, t) = pO(Z) + ﬁ(ZL‘, Y, =, t)
p(x,y, z,t) - quantidade introduzida para movimentos que nao satisfazem o equilibrio
hidrostatico
0
po(z) - estado bésico satisfaz o equilibrio hidrostético (8—p = —pg)
z

p(x,y, z,t) - perturbagao de densidade, devido, por exemplo, a passagem de uma onda
Escrevendo,

p = po(1+p/po)

No caso, p = Ap

p=po(l+107%)

Portanto,

p = po - densidade média

Fluido incompressivel

Considera a Equacao da Continuidade para um fluido incompressivel
ou Ov Ow

%—i_ay—i_az
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— Fluido Inviscido
— Calcular os nimeros de Ekman horizontal (Eg) e vertical (Ey)

— Finalidade: comparar os termos de atrito da equacao geral do movimento com a acele-
racao de Coriolis

u 0%
9%u

EV = Avi fv

022 /
Exercicio: Usando as escalas de meso-escala calcular os nimeros de Ekman horizontal e
vertical. Interpretar os resultados.

— Substituindo as escalas caracteristicas

U U
EHZAH(ﬁJrﬁ)/fU

U
EV - Avﬁ / fU
— Para verificar a importancia da Rotacao da Terra pode-se

calcular o nimero de Rossby local
1

Tt

t - escala de tempo do movimento que se quer estudar

€

ou o Numero de Rossby advectivo

U
CLf

Por exemplo, pode considerar o periodo de uma onda, tipo swell, igual a 10 segundos.

€

Considerar médias latitudes.
Verificar se a rotagao pode ser desprezada.

— Com a finalidade de avaliar a importancia dos termos nao lineares, isto é:

ou ou ou

~ Uu ‘1
comparar com o termo de aceleracao local g fazendo analise de escala

— Verificar se os termos lineares podem ou nao ser desprezados.

— Fazendo a razao entre os termos de aceleracao local e aceleragao advectiva:
ou U

O
U

- =z
“ax L

— Para isto, assumir valores razoaveis, de mesoescala, para os termos da razao.
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