Maximos e minimos para funcoes de duas variaveis

Parte 1
Seja z = f(x,y), (z,y) € D, uma fungao definida num dominio D, e (zg,yy) € D.

(i) Dizemos que (zg, o) é ponto de maximo (global) de f se f(x,y) < f(xo,y0), V (z,y) € D.

(ii) Dizemos que (xo,yo) € D ¢é ponto de maximo local de f se existe uma vizinhanga
V= B((z0,0);7) de (zo,v0) tal que f(z,y) < f(zo, %),V (z,y) € VN D.

(iii) Dizemos que (zo,yo) é ponto de minimo (global) de f se f(z,y) > f(xo,%), ¥ (z,y) € D.
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(iv) Dizemos que (z¢,yo) € D é ponto de minimo local de f se existe uma vizinhanga
V' = B((wo,y0);7) de (z0,yo) tal que f(z,y) > f(zo, %),V (z,y) € VN D.

Teorema: Seja z = f(z,y), (x,y) € D, uma funcao diferenciavel definida num dominio D e (x¢, yo)

um ponto interior de D. Se (xg, o) é ponto extremante global ou local de f entao a—(xo, yo) =0
T
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Definicao: Se 8f(m0, Yo) =0e af(a:g,yo) = 0, dizemos que (g, yo) é ponto critico de f.
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Dessa forma, se z = f(x,y), (z,y) € D, é uma fungao diferencidvel, todo ponto interior de D que
é ponto extremante (local ou global) é um ponto critico de f. A reciproca nao é verdadeira.

Exemplo: considere a funcio f(z,y) = 2y, ¥ (x,5) € IR®. O ponto (0,0) é ponto critico de f,

pois gf((), 0) = gf(O, 0) =0, mas (0,0) nao é ponto extremante de f.
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Veja porqué: seja € > 0, e considere V' = B((0,0);¢).

Os pontos (\f, \f) e (—\f, \f) pertencem a V' (verifique!). Mas temos que
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e portanto, (0,0) ndo é ponto de maximo local nem de minimo local de f. Dizemos, neste caso,
que (0,0) é um ponto de sela.

O seguinte teorema apresenta alguma classificacao para os pontos criticos interiores ao dominio de
uma funcao.

Vamos, antes, a uma defini¢ao:

Defini¢ao: Seja z = f(z,y), (z,y) € D, uma funcao de classe C? definida num dominio D, e
(x0,Y0) € D. O hessiano da fungao f no ponto (zg,yo) é definido como sendo o determinante da
matriz
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que indicaremos por H (zg,yo). Entao
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Teorema: Seja z = f(z,y), (r,y) € D uma funcao de classe C? definida num dominio D e
(20, Yo) um ponto critico no interior de D. Entao:

o2
(i) Se H(zg,y0) >0e aj:(xo, yo) > 0 entao (xg,yo) é ponto de minimo local de f.

82
(ii) Se H(zo,y0) >0¢ aj;ﬂ(:co, Yo) < 0 entao (zg,yo) ¢ ponto de méximo local de f.
x

(iii) Se H(xo,y0) < 0 entdo (zo,yo) ¢ ponto de sela.

(iv) Se H(zg,yo) = 0, o critério nada decide.

Proposicao: Se z = f(z,y) é uma funcao polinomial de grau 2 entao todo ponto extremante local
¢ um ponto extremante global.

(Uma fungao polinomial de grau 2, de duas varidveis é da forma f(x,y) = az’+bry+cy*+dz+ey+k,
com a® + b* + ?#£ 0.)



