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O que é Convolucao?

» A convolugao e uma ferramenta valiosa para o
engenheiro eletricista, pois fornece um meio para
caracterizar sistemas fisicos/experimentais para os quais
um mapeamento completo seja muito trabalhoso!

» As tecnicas aprendidas para analises de circuitos no
dominio de “s” sao extremamente uteis para a definicao
de circuitos particulares.

X(s) —> G(s) |—> Y(s)




O que é Convolucao?

» Mas como encontrar a resposta da saida quando o meu
sistema G(s) nao pode ser mapeado???

» E se estiverem disponiveis apenas os dados experimentais
de nossa entrada (nao temos X(s) mapeado ou uma
funcao x(t) definida)???

» Convolu¢ao pode nos ajudar!!!

X(s) —> G(s) |—> Y(s)




O que é Convolucao?

» Primeiro critério € que devemos ter um Circuito Linear
Invariante no Tempo (LIT)!!

X(t) —= g9(t) [—>y(b)

» Nesses casos a convolugao nos permite descobrir a resposta
y(t) de um sistema a uma excitacao x(t), conhecendo-se
apenas a resposta ao impulso do sistema (h(t));

» Ela nos permite trabalhar inteiramente no dominio do tempo,
e isso pode ser util em situagoes nas quais x(t) e h(t) sao
conhecidas apenas por meio de dados experimentais.



Resposta ao Impulso

» Para o sistema abaixo:

» Conhecendo apenas o comportamento de x(t), como podemos
descrever y(t)???

» Resposta: temos que ter algum conhecimento sobre N!!



Resposta ao Impulso

» Vamos supor entao, que conhecemos a resposta de N a
um impulso unitario, aplicado no instante t = 0 s!!

x(1) =8(r) y(t)=h(n)

5(t)=—> N > h(1)

(1)

» Essa resposta ao impulso € representada usualmente por h(t).
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Resposta ao Impulso

A A

» Se alterarmos o tempo do impulso para t = A, podemos
perceber que a Unica alteracdo da saida sera um atraso de
tempo!




Resposta ao Impulso

» Se alterarmos a forca do impulso por uma constante x(A), ou
seja, X(A)d(t- A) na entrada, teremos x(A)h(t- A) na saida!




Resposta ao Impulso

» O interessante, € que nos conseguimos representar qualquer
sinal de entrada x(t), como uma composicao de impulsos de
diferentes magnitudes aplicados em diferentes instantes!

» Ou seja:
x(1)

A

> [
a b

x(t) = joox(A)S(t —A) dA



Resposta ao Impulso

» Sabendo que:

XA)(t=A) = N P> x(A)h(t—2A)

» E sabendo que:

x(t) = joox(A)S(t —A) dA

» A saida y(t) para qualquer entrada x(t), pode ser
representada por:

f:.rm st-N dA—>] N F—= [ x()h@t-2)dA




Resposta ao Impulso

x(1) v(1)

» Ou seja:
/lr\\ X(f) = N p—>y(1) J/\
> 1 | -—

=~

a b a b

COo

y(t) = j x(\A(t — X) dA

» Assim conseguimos representar a saida de
qualquer sistema LIT, para qualquer sinal de
entrada x(t), utilizando apenas a resposta ao
impulso h(t) do sistemal!!!



A Integral de Convolucao

» Essa e a importante relagao, conhecida como:

[ Integral de Convolucao!! }

y(t) = f "X Q) h(t — ) dA = x(0) = h(t)

Onde * representa a Convolucao de x(t) e h(t)!
NAO CONFUNDIR COM MULTIPLICACAO!



A Integral de Convolucao

» Por definicao, podemos ainda representar essa integral de
uma segunda maneira:

Posso fixar a fungao x no tempo e variar a funcao h;
Fixar h no tempo e variar a fungao x.

s a

y(t) = x(t) * h(t) =

foox(l) h(t—24)dA = foox(t — A) h(4) dA

N /




Convolucao em Sistemas Realizaveis

» As integrais mostradas anteriormente expressam a
relagao mais geral de convolugao entre duas fungoes.

» Todavia, em nossas aplicagoes (sistemas reais) podemos
alterar o limite inferior para zero e o superior para t.

~

» Com isso:
T

— O

x(A) h(t—2) dA = foox(t —A) h(4) dA

4 -

f x(A) h(t—2)dA = f x(t—A) h(1) da
0 0

o /




A Integral de Convolucao

» Exemplo | - Suponha x(t) = tu(t) e h(t) = t?u(t). Encontre y(t) e
comprove que as duas formas de escrita da integral de convolugao sao, de
fato, equivalentes:

() = f () h(t— 2) dA = j "x(t— ) h(A) dA
0 0

X(A) =4 e h(t—2) = (t — 1)?
j a(t—a)zcm:fmz _2tA+ A7) dA
0 0

t
f (At? —2tA*+ 23 dA =
0

(az 2 2¢2° A4>(° ~t)

2 3 "2 B
tt 2t4+t4_
2 3 4

6t —8t* + 3t* | ¢t

12 12




A Integral de Convolucao

» Exemplo | - Suponha x(t) = tu(t) e h(t) = t>u(t). Encontre
y(t) e comprove que as duas formas de escrita da integral de
convolugao sao, de fato, equivalentes:

t

y(t) = f x(A) h(t— 1) dA = th(t —A) h(4) d2
0 0

x(t—2A) =t—2Aeh(A) = A?
f(t—/l)lz d/1=j (A%t — 23) dA
0 0

PEPEEP T AN
<3 N 4) B

t* t* 4t -3t |t

3 4 12 12




A Integral de Convolucao

» Exemplo 2 — Seja fl(t) = e >tu(t) e f2(t) = (1 — e 2H)u(t),
encontre  y(t) = fl(t) * f2(¢t):

jtfl(t —2) f2(2) da
0
flt—-2D) =e 3t Def2(1) =1—e 24

t
f e 5(t-4) (1 - e—Z/l)d)l
0

1 e—Zt Ze—St
5 3 ' 15




Meétodo Grafico de Convolucao

» Para certas aplicagoes, onde as fungoes que definem a entrada
x(t) ou a resposta ao impulso h(t) do sistema sao definidas
experimentalmente, solucionar a integral de convolucao de
forma analitica pode ser uma tarefa mais trabalhosa!

tx(t — A) h(4) dA
0

» Para facilitar a operagao de convolugao nestes casos,
podemos utilizar um recurso chamado Meétodo
Grafico de Convolucao!



Método Grafico de Convolucao

o0
» A integral que devemos resolver € a seguinte: [ vi(t —2)h(z)dz |
0

(b)

Apos encontrar as fungoes h(z) e vi(t-z),

devemos multiplica-las, ponto a ponto, e integrar

o produto, considerando t de -oc a +oo




Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar t < 0O:

Considerando t < 0, ndo ha qualquer intersec¢ao entre as duas
Fungoes, ou seja, a multiplicagao de ambas sera igual a zero!




Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar 0 <=t <= |:

f vi(t — 2)h(z)dz
0

Neste caso, a multiplicacio de ambos os sinais, ponto a ponto pode ser definida

como: f: 2e 2dz =2 —2et




Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar t > |:

f vi(t — 2)h(z)dz
0

Neste caso, a multiplicacio de ambos os sinais, ponto a ponto pode ser definida

como: ftt—l 2e2dz = —2e~t + 2el7t




Meétodo Grafico de Convolucao

» Logo, nossa resposta v, (t) pode ser definida como:

: , v,(1)
0 t <0 A
n |
— g = 5 i ==
] 2¢e *dz=2(1 —e™) 0<r<] .
Uall) = 3% Jo
! l b
/ 2¢e “dz=2(e—1e™" t>1 1
f=1 0 | 2
h(z)
5(2) o
A . |
y |
I |
l -

(a) (d)




Meétodo Grafico de Convolucao

» Exemplo 2: Considere a entrada de um sistema representada pela fungao
x(t) = u(t). A resposta ao impulso desse sistema € h(t) = u(t) — 2u(t-1) +
u(t-2). Determine qual a saida y(t) desse sistema.

0.0)

y(t) = fO x(A) h(t — 1) dA = x(t) * h(t)

A

l

> [

0 I

ro

| 0
0




Método Grafico de Convolucao

1

Agora devemos multiplicar
ambas as fungoes para
diferentes intervalos de t

>



Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar t < 0:

x(z)

<ol 2

oV

t-2 t-1 t

h(t — 2)

Considerando t < 0, ndo ha qualquer intersecg¢ao entre as duas
Fungoes, ou seja, a multiplicagao de ambas sera igual a zero!




Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar 0 <=t <= |;:

Po =1 ] 2

Neste caso, a multiplicacio de ambos os sinais, ponto a ponto pode ser definida

como:f: 1dz=t




Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar | <=t <= 2:

P =2 ] 2

Neste caso, a multiplicagdo de ambos os sinais, ponto a ponto pode ser definida

comof (—1)d +ft_11dz—(1—t)+t—(t—1) 2—t




Método Grafico de Convolucao

» Primeiro, vamos considerar t > 2;

ruc2

Neste caso, a multiplicacio de ambos os sinais, ponto a ponto pode ser definida
como: [, (—Ddz+ [,  1dz=(1—-t)—(2—t)+t—

t-1)=0




Método Grafico de Convolucao

» Logo, nossa resposta y(t) pode ser definida como:

Parat<0=2> y(t) =0 Para0 <=t<=| 2 y(t) =t
Para | <=t<=2-2>yt)=2-t @ Parat>2-2 y(t) =0




Exercicios — Etapa 1
» Determine v utilizando os conceitos aprendidos sobre convolugao.

1H v

I. Tenho a entrada;
2. Descubro a resposta ao impulso para o circuito;

3. Realizo a convolugao entre o sinal de entrada e a resposta ao impulso.



Exercicios — Etapa 1

» Descobrindo a resposta ao impulso do circuito.

1H
_|_

U; 1 ﬂ§ Uy

t
f v;(t — ) h(2) dA
0

Vo=

S+1(1)

1.0

Quando v, é¢ um impulso unitério (1),

v, = h(t) = e ult),

em que

h(A) =e*u(r).

v;

h(A)
\ 20 V-
Resposta ao impulso
A
L 0 10
v; (f - A)
—\ 20
| \ ! ! A
(t—10) (r—=5)0 t 5 10




Exercicios — Etapa 1

» Intervalos de interseccao entre os sinais.

h())
1.0
e—/\
A
0

v; (f

L\

—A)

— 20
0=<t=<5

N

(t—10) (r—=5)0

v; (f

5 10

—A)




Exercicios — .

itapa 1

» Intervalos de interseccao entre os sinais.

V;

20V > v;(t) = 4t;com t entre 0 e 5 seg.
|
of 5 10 ' ©®
t
h() ] v;(t — 2) h(A) dA
1.0 . (t)
< Resposta ao impulso j 4(t - 7\)6_}\60\ -
- A

0
t
$ j Ate~? — 4}\e‘§|d?\ =
0

Integral por partes:
U=41->dU=4dA
dv=er>V=—e?

(—4te™ + 42e™2 + 46_}‘)0_)t=

A 4(8_t +t—1V




Exercicios — .

itapa 1

» Intervalos de interseccao entre os sinais.

h(A)

1.0
e
Resposta ao impulso

A

0

v (= A)
20

\-:{ [ =
| | |

10

(t=10) Of(r—=5)5 ¢ 10

'S

ft—S
0

j tvi(t — 1) h(2) dA
0

t
20e‘7‘d?\+j 4(t — Ve rdA =
t-5

4(5+ et —e D)y




Exercicios — .

itapa 1

» Intervalos de interseccao entre os sinais.

h(A)

1.0

-A
e .
Resposta ao impulso

A

0

v (£ —A)

20

(t—10)5 (r—5)10 ¢

'S

)

j tvi(t — 1) h(2) dA
0

t—5 t
20e‘7‘d?\+j 4(t — Ve rdA =

-10 t-5

4(e7t — e~ (t75)  5e=(E-10))p




Exercicios — Etapa 1

» Utilizando as equagoes corretas para cada intervalo, a tensao de saida pode
ser caracterizada por:

4(et+t—1)V -0<t<5

4(5+et—e D) 55<t<10

4(e‘t — e~ (-5 4 5e‘(t_1°))V; -»10<t< ™

v (V)

18 - 1 1.47 9 19.93
ig = 2 454 10 19.97
|- 3 820 11 735
10 4 12.07 12 2.70
g - 5 16.03 13 0.99
Al 6 18.54 14 0.37
2+ 7 19.56 15 0.13
I I R A t (s
0 2 4 6 8 10 12 14 ) 8 19,80




Propriedades do Operador de Convolucao

» Comutativa:

x(t) * h(t) = h(t) *x(t)

» Distributiva:

f@) *[x(©) +y@®)] = f@) *x(@) + f(&) *y(t)

» Associativa:

f(@) +[x(t) *y(@©)] = [f(t) *x(0)] * y(¢)




Propriedades do Operador de Convolucao

» Convolucdo com Funcao Impulso (Elemento neutro):

x(t) = §(t) = x(t)

» Deslocamento:

x(t) * h(t) = y(t) - x(®) h(t — 1) = y(t — 1)




Convolucao e Transformada Laplace

iver no
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Convolucao e Transformada Laplace

» Suponha duas fungdes f;(t) e f,(t) com transformadas
Laplace F;(s) e F,(s). A convolugio pode ser definida
como:

J@) = [0 = () = f SN fa(t — A) dA

0

.

F(s) = LIA® * (0] = Fi(s)Fa(s)



Convolucao e Transformada Laplace

» Suponha duas fungdes f;(t) e f,(t) com transformadas
Laplace F;(s) e F,(s). A convolugio pode ser definida
como:

F(s) = LLA® * (0] = Fi(s)Fa(s)

00 o0

Fi(s) = J ) Fi(De " dA —> F($)F5(s) = J FIVD[Fy(s)e** dA

0 0

Fy(s)e ™ = LI fo(t — Du(t — )] '

= J Ht— Nu(t — Ne ' dt
(

)

<
Fi(s)Fo(s) = J fl()t)H
0 (

St — Nu( — A)e‘”dt} d\
)



Convolucao e Transformada Laplace

» Suponha duas fungdes f;(t) e f,(t) com transformadas
Laplace F;(s) e F,(s). A convolugio pode ser definida
como:

| £ = LLAO =L 0) = FoF0) |

fl()\) {J ot — Nu(t — /\)e?_‘y'(dr] dA
) (

)

Fy(s)F>(s) = J

(

» A integral entre colchetes se estende apenas ao intervalo de 0
a t,visto que u(t-A\) =1 paraA<teu(t-A) =0 paraA >t.

F,(s)F,(s) = J ” ANt — A) d)\]e_” dt
' (

0 )



Convolucao e Transformada Laplace

» Suponha duas fungdes f;(t) e f,(t) com transformadas
Laplace F;(s) e F,(s). A convolugio pode ser definida
como:

Fi(s)F(s) = J ” HN L@ = ) dr e dt
( ( -

) )

Fi(s) = J fitXfe™** dA J() = [@) = [2(1) = J SiMfa(t — A) dA
-

0

F(s) = LILA®) * (O] = F1($)F(s)




Convolucao e Transformada Laplace

» Exemplo | - Suponha x(t) =t e h(t) = t%. Encontre y(t) e
comprove que as duas formas de escrita da integral de
convolugao sao, de fato, equivalentes:

jtx(/l) h(t—2)dAa
0

= jtx(t —A) h(1) d2
0

x(A) =2 eh(t—2) = (t— 1)
f A(t — 2)? dA=JA(t2 — 2tA+ A%) dA
0 0

t
j (At? —2tA2* + 213 dA
0

_I_

262 2e23 0P p
2 3 ' 4

= — —— 4+ =

2ttt B 6t* — 8t* + 3t | t

3 4 12 12




Convolucao e Transformada Laplace

» Suponha x(t) = t e h(t) = t% monitorados nos instantes
entre 0 e t, e comprove que:

Resolvendo o problema no dominio de s, temos:
x(t) =t 2> X(s) = l/s? e h(t) = t2 > H(s) = 2/s°

Logo. Y(s) = (3)-(3) =%~y =5, =5

F(S):Zi”{f(t)} ft)=2"{F(s)}




Convolucao e Transformada Laplace

» Exemplo 2 — Seja fl(t) = e >t e f2(t) = (1 — e~ %) e encontre
y(t) = F1(t) * £2(t). Utilize L~L(F1(s)F2(s)}:

Joofl(t _ 1) F2(2) dA
fl1t—2) =e Dy e f2(d) =1 -eHud)

t
f e 5(t-4) (1 - e—Z/l)d)l
0

1 e?t 2e3t
5 3 ' 15




Convolucao e Transformada Laplace

)

Exercicio |: Suponha a entrada de um sistema definida por
x(t) = 4e7' e sua resposta ao impulso representada por
h(t) = 5e7%t. Qual a equacio que representa a saida, no
dominio do tempo???

X(s) === H(s) = —

S+1 S+2

20 B A N B
(s+1D(s+2) s+1 s+2

Y(s) =X(s)H(s) =

Multiplicando tudo por (s+1l),coms=-1 > A =20
Multiplicando tudo por (s+2),com s =-2 = B =-20



Convolucao e Transformada Laplace

» Exercicio |: Suponha a entrada de um sistema x(t) = 4e~ " e
sua resposta ao impulso representada por h(t) = 5¢~4%. Qual
a equacgao que representa a saida, no dominio do tempo???

20 20 20

Y(S)ZX(S)H(S):(S+1)(S+2):5'+1 s+ 2

» Retornando para o dominio do tempo:

y(t) = 20(e™" —e™*")




Convolucao e Transformada Laplace

» Exercicio 2: Determine a resposta ao impulso do circuito

abaixo, utilizando-a para computar a saida v, quando
v, = 64V,

500 mF 10 50qlmF 10
o JERE0L VAR, {] ) e VAVAY
+ +
Vi 2Q§ ) o(1) 2‘Q§
0 . - i i
2
b 1 Q)

S
Vin=0(1) 2 s+ 1
3 / —4+2
1 V<_> 2sz§ V, : £




Convolucao e Transformada Laplace

» Exercicio 2: Determine a resposta ao impulso do circuito

abaixo, utilizando-a para computar a saida v,(t) quando
Vi, (1) = 672V,

2 S
Vo ' = — = = H(S) V S) =
vin=0(t) % ) s+ 1 m( ) (S n 2)
S
6s A B
Vo(s) —

= +
(s+1)(s+2) s+1 s+2

» Multiplicando tudo por (s+1),coms=-1 > A= -6
» Multiplicando tudo por (s+2),coms =-2 > B =12



Convolucao e Transformada Laplace

» Exercicio 2: Determine a resposta ao impulso do circuito
abaixo, utilizando-a para computar a saida v,(t) quando

Vi, (1) = 672V,

6s —6 12

VO(S)=(5+1)(5+2)=5+1+5+2

» Logo,
vo(t) = —6e "t +12e7 2tV




Revisao Geral

» Definicao de:

[ Integral de Convolucao!!! ]

y(t) = f "X h(t — ) da =l x(0) = h(t)

» Com ela, podemos caracterizar a saida de um sistema g(t),
mediante qualquer sinal de entrada x(t), utilizando apenas
sua resposta ao impulso h(t):

X() — g(t) [—vy(t)




Revisao Geral

00
» Convolucao Grafica!! f vi(t — 2)h(z)dz
0

v;(2)

(b)

Apos encontrar as fungoes h(z) e vi(t-z),
devemos multiplica-las, ponto a ponto, e integrar
o produto, considerando t de -oc a +oo




Revisao Geral

» Comutativa:

x(t) = h(t) = h(t) * x(t)

» Distributiva:

f@®) «[x(@®) +y@®] = f(&) *x(®) + f(&) *y(t)

» Associativa:

f@) +[x(t) »y@©] = [f(®) *x(@®)] *y(0)

» Elemento neutro

x(t) = 6(t) = x(t)

» Deslocamento

x(t) * h(t) = y(t) = x(t) * h(t — 1) = y(t — 1)




Revisao Geral

» Suponha duas fungdes f;(t) e f,(t) com transformadas
Laplace F;(s) e F,(s). A convolugio pode ser definida
como:

J() = hH@) * f2(1) = f SN fa(t — A) dA

0

.

F(s) = LIA® * (0] = Fi(s)Fa(s)



Duvidas???




