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Questao 1. Seja T : R?* — R3 uma transformacao linear
T(1,0,0) = (1,1,0); 7(0,1,0) =(0,0,1); T(0,0,1)=(1,-1,6),

a) Determine a dimensao do conjunto Im(7). Usando o Teorema do Nucleo e Imagem, determine
a dimensao do nicleo de T'. T é injetora?

b) A aplicagdo T leva uma base de U em uma base de V. Por que podemos afirmar isso?
Solugao: Dado (z,v, z) € R3, temos que:
(r,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Portanto, T'(z,y,2) = (x + z,& — z,y + 62). Note ainda que a imagem de T contém 3 vetores L.I,
isto é, os vetores do enunciado. Portanto, é sobrejetora. Como as dimensoes dos espacos sao finitas e
iguais, isso implica que T é bijetora. A segunda afirmacao é consequéncia do fato de que isomorfismos
levam bases em bases. Ou seja, se T : U — V' é um isomorfismo e B C V' é uma base, entao T'(B)
também ¢é uma base. (veja Corolario 8.34 da apostila do prof. Zani). Isso encerra a resolucao do
exercicio.

Agora observe que se T' é sobrejetora podemos afirmar que T leva uma base em um conjunto
gerador, mas nao necessariamente em uma base. Por exemplo, considere T : R? — R? dada por
T(x,y,z) = (z,y). O conjunto formado pelos vetores

T(0,0,1) = (0,0)
7(0,1,0) = (0,1)
T(1,0,0) = (1,0)

gera o R?, mas nio é uma base.

Questao 2. Seja T : R — R3 uma transformacao linear tal que
T(1,0,0) = (2,3,1); T(0,0,—1)=(5,2,7),
Responda as perguntas abaixo justificando devidamente.
a) Se T(1,—1,0) = (0,0,1), determine T'(v) para v € R? arbitrério.
b) Nas condigoes anteriores, T' é injetora, sobrejetora ou bijetora?

c) Refaca os itens anteriores supondo 7'(1, —1,0) = (3, —1,6).



Solucao A transformacao 7' é definida na base B = {(1,0,0), (1,—1,0),(0,0,—1)}. Portanto,
para encontrar a forma geral de T', devemos considerar a base candnica com coordenadas na base B:
(0,0,1) = —1.(0,0,—-1) = 7(0,0,1) = —(5,2,7)
(1,0,0) =1.(1,0,0) = 7(1,0,0) = (2,3, 1)
(0,1,0) =1.(1,0,0) + (=1).(1,-1,0) = T(0,1,0) = (2,3,1) — (0,0,1) = (2, 3,0)
Assim, a forma geral de T é:

T(x,y,2) =x(2,3,1) +y(2,3,0) + 2(=5, -2, =7) = (2 + 2y — 52,3z + 3y — 22,2 — 7z).

Agora, note que os vetores imagem acima formam um conjunto L.I. Portanto, T é sobrejetora e, pelo
Teorema do Nicleo e da Imagem, é também injetora.
Procedendo como anteriormente, a forma geral de 7" no caso do item c) é:

T(x,y,z) =x(2,3,1) +y(—1,4,—5) + 2(—=5,—2,—7) = 2z —y — bz,3xv + 4y — 2z, — by — 7z).

Nesse caso, os vetores da imagem nao sao L.I, pois (3, —1,6) = (5,2,7) — (2,3,1). Portanto, 7" néao
¢ sobrejetora. Quanto a injetividade, temos que T'(z,y,2) = (0,0,0) se, e somente se, (z,y,2) ¢é
solucao do seguinte sistema linear homogeéneo:

2 -1 =5 x 0
3 4 =2 yl =10
1 =5 =7 z 0
1 =5 =7
A matriz escalonadaé | 0 1 1 | eentao o conjunto solugao pode ser descrito como {(—2y,y, —y) :
0 0 0

y € R}. Assim, o nucleo tem dimensao 1 e base (—2,1, —1).

Questao 3. Sejam U,V espagos vetoriais tais que dim(U) > dim(V). Se T': U — V é uma
transformacao linear, mostre que 7" nao ¢ injetora. O que podemos dizer sobre a dimensao do ntcleo
de T7?

Solugao: Pelo teorema do Niicleo e da Imagem, dim(U) = dim(Im(7")) +dim(Ker(7")). Suponha,
por contradicao, que T' é injetora, entao:

dim(V) < dim(U) = dim(Im(7"))

Ou seja, a imagem de T seria um subespaco de dimensao maior que a de V', o que gera um absurdo.
Portanto, T" nao é injetora.

Questao 4. Dé um exemplo de transformagao linear:
a) T:R3 — R3, com Ker(T) = {(0,0,0)};

b) T:R?® — R? com T(R?*) =[(2,1,1),(1,-1,2)].
Dica: Atribua um vetor a cada uma das seguintes imagens: 7'(1,0,0),7(0,1,0) e 7°(0,0, 1).
Nao pode ser qualquer vetor do R3.



Solugao: A condicao do item 1 é equivalente a exibir uma transformacao linear injetora. Como as
dimensoes sao as mesmas, isso implica que a transformacao é também um isomorfismo. Um exemplo
é:

T(mayVZ) - <x7y7x+y+z)'

Para o segundo item, podemos definir 7" na base canonica levando dois vetores canonicos para os
dois gerados do enunciado. Mas o terceiro deve ter como imagem um vetor L.D com relagao aqueles
do enunciado. Apresentamos dois exemplos:

7(0,0,1) = (2,1,1)

7(0,1,0) = (1,-1,2)

7(1,0,0) = (0,0,0)
Ou ainda:

7(0,0,1) = (2,1,1)

T(0,1,0) = (1,—1,2)

T(1,0,0) = (3,0,3),

visto que (3,0,3) € [(2,1,1),(1,—1,2)].



