Primeira Prova de Mecanica Quantica: 18/Outubro/2023

Gabarito

Este gabarito é bem mais extenso que a resolucao da prova.
Tem a intensao de ser instrutivo e nao de apenas mostrar os resultados.
Estude-o!

1. Uma particula de massa m encontra-se confinada no potencial tipo "caixa”, V(z) =0se0 <z < Le V — o0
fora desse intervalo. Entao,

(a) Determine, em detalhe, as possiveis energias e respectivas autofungoes ¢, () normalizadas.
(b) Se em t = 0 ela se encontrava no estado normalizado

P(x,0) = Lsin%iC + isin?ﬂr—l’
VL L VL L’
obtenha, em detalhe, o pacote de ondas num instante ¢ qualquer. Sugestdo: escreva ¥ (x,0) como
combinacao linear das ¢, ().
(c) Considerando ainda o item (b), calcule o valor médio de medidas da energia dessa particula realizadas
num instante t?7 Ha mais de um caminho para resolver este item, e um deles sequer precisa da solugao

do item (b).
(a) Para z < 0 ou x > L, como o potencial ¢ infinito, necessariamente ¢(x) = 0. Para 0 < = < L, ¢(z)
obedece s o
h* d
~ 5 2 ?(@) = Eg(z)

cuja solugao geral é
¢(z) = Asin(kx) + Bcos(kx) ,

onde E = h2k? /2m. As condigbes de contorno, neste caso a continuidade de ¢(x), obrigam que
Y(0)=0—=B=0 e ()=0—kL =nr — E = h*rm*n?/2mL* .
Normalizando:

L
1= ]A]Q/ sin(n/L)dr — A= /2/L .
0

Essa integral é facilmente resolvida usando que sin? 2 = (1 — cos 2x)/2. Assim,

bula) = 2 sin(2E)

(b) Por inspegao dos ¢, (x) acima, vemos que (isso foi sugerido na questao)
P2(x) + P3(x
o(a,0) = 2L 2).
V2

Como a forma geral de 9(z,t) é

o0

Y(a,t) =Y Cugpe Pt/

n=1

vemos que os tnicos C,, ndo nulos sio Cy = C3 = 1/4/2. Ou, podemos calculé-los assim:

1
7(671,2 + 577,,3) .

L \ 1L )
Co= [ on(a) vl 00 = = [ (100 + i) = 7

Portanto,

Ga(x)e” PP 4 ga(x)e” Fst/P

T/)(%t) = \/i



by + Es

[o.¢]
E =< H >= Z ‘Cn|2E = |C'2’2E2 + |C3’2E3 = 5

n=1

Também poderia ser calculada, com um pouco mais de trabalho, via
E = /w(x,t)*HdJ(a:,t)dx, ou mesmo fazendo FE = /w(x,O)*Hlb(x,O)dx .

Vocé saberia argumentar por que essa ultima forma é valida?

2. Determine os elementos de matriz do operador A entre as autofungoes do oscilador harmoénico, isto é, expresse
(¢m|Aldpn) nas seguintes situagoes (pode usar o caminho que quiser):

(a)
(b)

(a) A=xzp—px e(b) A=zp+px.

A= Tp — pr = [.Z',p] = ih, IOgO, <¢m‘A|¢n> = ih(sm,n-

A=axp+pr=ih+2pr =ih+2i(ala’ —aa +ala — aa’) = ih + ik(a’al — aa — 1) = ih(ala’ — aa),
onde usei o formuldrio para trocar = e p por a e af. Também usei (mas nao é necessario) que [a,al] =
aat —afa = 1.

Assim,

(Om|Aldn) = ih(qﬁm]aTaT — aalgn) = ih(Vn + 1Vn + 26mnt2 — VRV — 10 n-2) -

Naturalmente que poderiamos ter resolvido desde o inicio utilizando as expressoes de x e p em termos
dos operadores a e af.

3. Mostre que:

(a)
(b)

(a)

o valor da incerteza numa medida de um observavel A feita num de seus autoestados ¢,, é nulo;

se ¢1, ¢, ..., dpr sao autofungdes de um operador correspondentes a um mesmo autovalor, isto é, sao
degeneradas, entao qualquer combinacao linear delas também sera uma autofuncao e com o mesmo
autovalor.

(A, = /qﬁflAgbnde‘ = /qﬁflanqbndx =a, .

(W20 = [ 64%0d0 = [ Gra0460ds = an = [ S1aonds = a2

Entao,

AA=\/(42), — ((A)n)2 =0

Claro, esse é o conceito de autoestado, aquele que ao ser medido nao sofre alteragao, logo nao ha
incerteza em sua medida.

Seja i =3, Cpnon, sendo as ¢, degeneradas, isto é, Ap,, = a¢p,. Entao,

Ap = Z CnApn = Z Crhady = a Z Chady, = ay)

o que mostra que 1 de fato é autofuncéo de A e com o mesmo autovalor a.

4. Um operador A tem a seguinte expressao, onde « é uma constante:

d
A=oa—.
adm



(a) Mostre que ele é linear.

(b) Sobre A, deseja-se que os valores médios de suas medidas sejam reais. Entao, determine como deve ser
em geral a constante « para isso acontecer.

(a) Para ser liner: A(af(x)+ bg(x)) deve ser igual a: aAf(x) + bAg(x). Vejamos, entao, nosso caso:

A(af(r) + bg(a)) = ot (af (@) + bo(x)) = a0's 4509 = aAf(x) + bAg(a).

Portanto, A é linear. A ultima igualdade na expressao acima é importante: precisa ao final da demon-
stragdo que o operador A aparega atuando em f(x) e em g(z).

(b) Para que os valores médios de um operador A sejam sempre reais ele deve ser hermitiano. Entao vamos
encontrar o hermitiano de nosso operador A = ad/dz. Vamos usar a definigao:

/f*Agdx - (/g*Adex)* .

Mas,

/_oof Agdw—/_mfadxd:c—afgroo /_oogo‘dxdx‘</oo g (-0’ f)

Ent&o, o hermitiano de A é:

d
Al = —a*— .
dx
Como desejamos que AT = A, isso implica que o = —a*, ou seja, a constante a deve ser puramente
imaginédria. Exemplo: todos sabemos que o operador momento liner p = —ihd/dx é hermitiano; ele

tem o formato que mostramos. Fica como sugestdo caracterizar o para que o operador ad?/dz? seja
hermitiano. Vocé conhece algum operador importante como esse formato?

5. Um certo observavel, em notagao de Dirac, é expresso numa base ortonormal {|1),]2)} como
A= DA+ [2)2] + 1)+ [2)(1] -

Encontre os possiveis estados resultantes de medidas desse observavel.

Os possiveis resultados de uma medida sdo os autovalores, e respectivos autovetores, do observavel que
representa a medida. Assim, precisamos achar os autovalores e autovetores de A. O caminho mais facil é
encontrar a representacao matricial de A:

A =]1)+12) e A]2) =|2) +]1).

Assim, )
Arp = (1JA[L) =1,
Az = (1JA]2) =1,
Agy = (2|Al1) =1,
Asp = (2142) =1,
Logo,

A equacdo secular é: (1 —a)? — 1 = 0, cujas solucoes sdo: a = 0 ou a = 2. Entdo, os possiveis valores de
uma medida do observavel A sdo os autovalores a; = 0 ou a9 = 2.
Achando o autovetor correspondente a a; = O:

(1) (0)=()



que implica z 4+ y = 0, portanto, x = —y. Qualquer escolha de x e y que satisfaca x = —y serve. Em
particular, z = 1 e y = —1. Se quiser o autovetor normalizado, escolha z = —y =1/ V2.

Achando o autovetor correspondente a ag = 2:

(12) (7)),

que implica z +y = 2z, portanto, x = y. Qualquer escolha de x e y que satisfaca x = y serve. Em particular,
x=1ey=1. Se quiser o autovetor normalizado, escolha = =y = 1//2.

Assim,
1 1 1 1
|a1) = VAR e |ag) = VAW

Vamos aproveitar para observar algumas propriedades:

1. O traco de uma matriz, isto é, a soma de seus elementos diagonais, é igual a soma de seus autovalores.
Verifique isso na matriz acima.

2. O determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores. Verifique. Essas propriedades ajudam a
checar os resultados.

3. Os autovetores sao ortogonais, ja que correspondem a autovalores distintos: (a;|a;) = d; ;. Verifique usando
os autovetores acima.

4. Os autovetores forman uma base, isto é qualquer vetor nesse espaco bidimensional pode ser escrito como
combinacao de |a1) e |az). Por exemplo, dados = e y quaisquer, podemos achar « e 3 tais que:

( jj ) = afar) + Blaz) .

Verifique que essa igualdade implica a = (z —y)/v2 e 8 = (z +y)/V2.

Como saber se um conjunto de estados {|a;)} é completo? Tente mostrar, seguindo o que fizemos em aula,
que o critério é: Y, |a;)(a;| = I, sendo I o operador identidade.

Formulério:

Ampn = (Um|Aldn) = [ ¢, Adpd AY == [V(z)(z)da (4) = [ v Apdz

ot = /B - 2 (|Allg) = (6|Al)  [4,B]=AB- BA

a) =valn 1) all) =vaFin+1) 6. =
AA= /(A=A = /1A% — (A2,




