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Exerćıcio 1
Considere a seguinte planta de segunda ordem:

ẋ = −x+ bz − u,

µż = −z + 2u,

y = x, (1)

sendo 0 ≤ µ << 1 e b desconhecido e satisfaz 2b > 1. A sáıda da planta deve
ser ajustada para acompanhar a sáıda xm do modelo de referência

ẋm = −xm + r. (2)

a) Obtenha o modelo da planta de ordem reduzida.

b) Mostre, com simulações, que a lei de controle adaptativa

u = lr, l̇ = −γer, e = x− xm (3)

satisfaz o objetivo de controle para o modelo de ordem reduzida.

c) Mostre que para γr2 > 1+µ
µ(2b+µ) a lei de controle em b) resultará em insta-

bilidade se aplicada à planta com a ordem plena.

Solução:
a)
Para µ → 0, temos que z = 2u,

ẋ = −x+ 2bu− u,

ẋ = −x+ (2b− 1)u,

somando e subtraindo a igualdade:
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(2b− 1)u = −( am︸︷︷︸
1

+ a︸︷︷︸
−1

)x+ r = (2b− 1)l∗r, (4)

ẋ = −x+ (2b− 1)u− (am + a)x+ r − (2b− 1)l∗r,

ẋ = −x+ r + (2b− 1)(l∗r + u).

Cálculo do erro:

ẋ− ˙̂xm = −x+ r + (2b− 1)(−l∗r + u) + xm − r. (5)

ė = − (x− xm)︸ ︷︷ ︸
e

+(2b− 1)(−l∗r + u).

ė = − (x− xm)︸ ︷︷ ︸
e

+(2b− 1)(−l∗r + lr).

ė = − (x− xm)︸ ︷︷ ︸
e

+(2b− 1)(l̃r).

Para o erro estimado:

˙̂e = −ê+ (2b̂− 1)(−lr + u︸︷︷︸
lr

) = −ê. (6)

Equação de Lyapunov:

V =
e2

2
+

l̃2(2b− 1)

2γ
(7)

Derivada da Equação de Lyapunov:

V̇ = 2ė
e

2
+ 2

˙̃
l
l̃(2b− 1)

2γ
(8)

V̇ = (−e+ (2b− 1)l̃r)e+
˙̃
l
l̃(2b− 1)

γ

V̇ = −e2 + (2b− 1)l̃re+
˙̃
l
l̃(2b− 1)

γ.

Śıntese do controlador:
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(2b− 1)(l̃r)e = − ˙̃
l
l̃(2b− 1)

γ,
(9)

˙̃
l = l̇ = −γre.

c) Considerando as equações que definem o sistema realimentado com con-
trole adaptativo por modelo de referência:

ẋ = −x+ bz − u,

µż = −z + 2u,

˙̃
l = l̇ = −γre, (10)

ẋm = −xm + r.

Sabemos que o erro é definido como e = x− xm:

ẋ = −x+ bz − u,

ż = − z

µ
+ 2

u

µ
,

l̇ = −γr(x− xm), (11)

ẋm = −xm + r.

Essas equações podem ser reescritas de maneira matricial, da seguinte forma:


ẋ
ż

l̇
ẋm

 =


−1 b −r 0
0 − 1

µ 2 r
µ 0

−γr 0 0 γr
0 0 0 −1




x
z
l

xm

+


0
0
0
r

 . (12)

Para definir as condições de estabilidade desse sistema realimentado, deve-
mos analisar os autovalores da matrix de parâmetros de estado do sistema:

det


λ+ 1 −b r 0
0 λ+ 1

µ −2 r
µ 0

γr 0 λ −γr
0 0 0 λ+ 1

 = 0, (13)

(λ+ 1)

[
(λ+ 1)(λ+

1

µ
)λ+

2γbr2

µ
− (λ+

1

µ
)γr2

]
= 0, (14)
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(λ+ 1)

[
λ3 + (1 +

1

µ
)λ2 + (

1

µ
− γr2)λ+

2γbr2

µ
− γr2

µ

]
= 0 (15)

Critério de estabilidade de Hurwitz:

∣∣∣∣∣ 1 ( 1µ − γr2)

(1 + 1
µ )

2γbr2

µ − γr2

µ

∣∣∣∣∣ (16)

(1 +
1

µ
)(
1

µ
− γr2)−

(
2γbr2

µ
− γr2

µ

)
> 0 (17)

1

µ
− γr2 +

1

µ2
− γr2

µ
− 2γbr2

µ
+

γr2

µ
> 0 (18)(

1

µ
+

1

µ2

)
−
(
µ+ 2b

µ

)
γr2 > 0 (19)

γr2 <
(µ+ 1)

(µ+ 2b)µ
. (20)
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