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Capitulo 9 - Controle Digital por Variaveis de
Estado

Projeto a partir de. . .

Matriz de. ..

As técnicas utilizadas em sistemas em tempo continuo sao di-
retamente empregadas em sistemas de controle digital.

Discretizag3o de. . .
Controlabilidade e. . .
Principio da Separacdo
Problema de. . .
Sistemas com . ..

Atrasos
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Projeto 2 partir de e Sistema LIT em tempo continuo:

Matriz de. ..

Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. .. k(t) = A_X(t) -+ B'U_(t)
Principio da Separacdo y-(t) — CX(t) _|_ Du(t)

Problema de. ..
Sistemas com . . .

e Sistema LIT em tempo discreto:

Atrasos

xn+ 1] = ®x[n|+ I'uln|
yln] = Cx[n|+ Duln,

PTChH611

1. Projeto a partir de Controladores Continuos
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Projeto a partir de. . .

Matriz de. ..

Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo u (t)

Problema de. .. B (t

Sistemas com . . .

Atrasos A(t)

Figure 1: Diagrama de blocos de um sistema linear de tempo continuo representado no

- - espaco de estados.
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Projeto a partir de. . .

Matriz de. ..

Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo uln X[n + 1 X(n y[n]
Problema de. . . u-» F[n] [ ] z_ll ‘ [ ] C[n]

Sistemas com . ..

Atrasos ‘ q)[n]

Figure 2: Diagrama de blocos de um sistema linear de tempo discreto representado no

- - espaco de estados.
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2. Matriz de Transferéncia Discreta

x[n+ 1] = ®x[n]+ I'uln] (5)
yln] = Cx|n|+ Duln], (6)

com x[n| sendo um vetor de k elementos, y[n] um vetor de m
elementos, ® uma matriz £ x k, I' uma matriz k£ x r, C uma
matriz m X r e D uma matriz m X r. Aplicando a transformada-
2

2X(z) = ®X(z)+T'U(2) (7)
y(z) = CX(z)+DU(z2), (8)
[solando X(z) em (10) e substituindo em (11), chega-se em:
Y(z) = [C(z2I1 — ®)"'T + D] U(z). (9)
Logo,
G(z) = [C(:I — @)"'T' + D] (10)
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A matriz G(z), de dimens@o (m x r) é conhecida como matriz
de transferéncia discreta e caracteriza a dinamica de entrada-saida
do sistema em tempo discreto modelado em (15)-(16).

Como

Projeto a partir de. . .

Discretizag3o de. . . 1 L adJ (ZI - @)
I — P
com adj(M) sendo a matriz adjunta da matriz M".
Problema de. . .
| Cadj(z:I— ®)T
Sistemas com . .. G_ —
Atrasos <Z> ’ZI - @|

(21— @)~ (11)

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

+D (12)

Observa-se que os polos de G(z) sao os autovalores de .

LA matriz adjunta de uma matriz quadrada M é a transposta da matriz que se obtém substituindo-se
cada termo M, ; pelo determinante da matriz obtida retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de
M, multiplicado por (—1)+J
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3. Discretizacao de Equacgoes de Estado Continuas

Projeto a partir de. . .

PEEE x(t) = Ax(t)+Bu(f) (13)
y(t) = Cx(t) + Du({) (14)
Controlabilidade e. . .
Principio da Separagio
Problema de. .. X[TL an 1] = ‘I)X[’n] + I‘u[n} (15)
Sistemas corn. . y[n] = Cx[n|+ Du|n|, (16)
Atrasos

T,

d=c* T'= /eA”dnB
0

No MATLAB, o comando c2d pode ser utilizado para encon-
trar a representacao discreta, da seguinte forma: [Phi,Gamma] =
c2d(A,B,Ts).
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4. Controlabilidade e Observabilidade

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade foram intro-
duzidos por Kalman e possuem um papel importante no projeto
de sistemas de controle no espaco de estados.

e Controlabilidade:

x[n + 1] = ®x[n| 4+ Tuln|, (17)
x[n]: vetor de estado (k elementos);
u[n]: vetor de entrada (r elementos);
®: matriz k x k;

I': matriz k X r;

C=[T |l | --- | &"'T], (18)
2
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Para que o sistema seja totalmente controlavel, C deve possuir
posto (rank) k. Tal matriz é denominada matriz de controla-

Projeto a partir de. . . bi]idade

Matriz de. ..

Discretizag3o de. . . ® ObSGI‘Vabilidade

Principio da Separacdo

Problema de. .. X[n + 1] - @X[n] (19)

Sistemas com . . .

Atrasos Y[n] — Cx[n] (20)
onde

T« » ] x[n]: vetor de estado (k elementos);

s y[n]: vetor de saida (m elementos);

®: matriz k x k;

C: matriz m x k;
10
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Matriz de. . .
Discretizag3o de. . .
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Para um sistema ser completamente observavel, a matriz km x k

o -
CG
o= "7+, (21)

CGH!

deve possuir posto k.

4.1. Controle por Realimentacao de Estados
x[n+ 1] = ®x[n] + T'uln]
yln] = Cx|n] (22)

Se o sistema for controlavel, é possivel determinar uma matriz
de ganhos K € R™" de realimentacdo de estados, tal que a lei
de controle u = —Kx, garanta alocacao arbitraria dos polos do

11
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sistema em malha fechada.

\ =
Projeto a partir de. . . X[n _|_ 1} — @X[n] . I\ch[n} (23>
Matriz de. . .

Discretizag3o de. . . Planta
|- T T T T T T T ———— S
| - "

Problema de. ..

Sistemas com . . .

k] X[k + 1
Principio da Separacdo _:» F »m [ ]> Z_ll - C _|_>
:
|
|
|
|

Atrasos

Figure 3: Diagrama do sistema com realimentagao de estados.

A equagao caracteristica do sistema descrito em (23) é dada

12
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por

det (21— +TK)=0 (24)
Se que a posicao desejada dos polos de malha fechada é conhe-
cida, tal que

Pe(2) = (2 —p1) - (2 —p2) -~ (2 — pw),, (25)
e se o par (®, I') for completamente controlavel, entao existe K,
tal que
det (21 — ® +T'K) = p.(2)

para qualquer polinomio p.(z) de grau k especificado.
No MATLAB:

e acker: apresenta resultado satisfatorio para sistemas de or-
dem menor ou igual a 10. E capaz de alocar polos com mul-
tiplicidade. Nao se aplica a sistemas MIMO. Sintaxe:

K_c = acker(Phi,Gamma,p_c).
13
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e place: pode ser utilizado satisfatoriamente para sistemas
MIMO, como a mesma sintaxe do comando acker. No en-
tanto, nao é capaz de alocar polos com multiplicidade mairo
do que o posto de I'.

Projeto a partir de. . .
Matriz de. . .
Discretizag3o de. . .

i
ontrolpiicace € 4.2. Projeto de Observadores

Principio da Separacdo

Na impossibilidade de realimentar os estados reais, a ideia ¢ fazer
u = —Kx. Considere novamente a seguinte representagao

Problema de. ..
Sistemas com . . .

xn+ 1] = ®x[n]+ T'uln]
y = Cxin) (26)

e Note que na Figura 4 o estimador nao esta utilizando qualquer
medida do sistema real, o que pode fazer com que a estimativa di-
virja do valor desejado. Para corrigir o erro de estimacao, pode-se
utilizar uma realimentacao deste erro, como mostrado na Figura

14
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Discretizag3o de. . .
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ufn]

> Planta

y[n

X 1
——» T >mx[n+]>z

_1|

()]

Figure 4: Diagrama do estimador em malha aberta.

5, onde L € R¥™.
E equacao do estimador ¢ dada por:

x[n+ 1] = ®x[n]+ T'uln| + L(y[n] — y[n])

Ao definir x[n| = x[n] — x[n], tem-se
15
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Projeto a partir de. . .

Matriz de. ..

Discretizag3o de. . .

uln] y[n]
o Planta >
Principio da Separacdo e[n]

L
Problema de. . .
Sistemas com. . . i_ )A([n + 1] )A([n] .
| . yln]

Atrasos F > 2 1I C

Figure 5: Diagrama do estimador de predigao em malha fechada.

16
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Projetoirde... )N([n —|_ 1] — X[n + 1] - )A([n + 1] — @(X[n] - )A([’n»]) - LC@[H]
Matriz de. . . = (@ — LC)QA:;[TL} (28)
Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

e Se o sistema for completamente observavel, pode-se dar a x|n|
o desempenho desejado.

e Note que o erro de estimacao depende dos autovalores de

(® — LC).

Problema de. ..

Sistemas com . . .

livesas e Estimador Assintotico de Estados: Se estes autovalores
sao estaveis, o erro tende a zero assintoticamente.

e Os polos do observador devem possuir dinamica mais rapida
que os do sistema de controle em malha fechada.

Se o sistema for completamente observéavel, entao existe L, tal
que
det(2I — @ + LC) = p,(2)
17
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para qualquer polinomio p,(z) de grau n especificado.

Note que o projeto do observador consiste em resolver o prob-
lema de alocacao de polos para o sistema

z[n+ 1] = ®'z[n] + C'Vn] (29)

pois os autovalores de (" —C'L") sdao os mesmos de (& —LC).

No MATLAB: L = place(Phi’,C’,p_o0)’, sendo Phi, C as ma-
trizes de estado e de saida, e p_o o vetor com a posicao dos polos
desejada.

4.2.1. Estimador de Ordem Reduzida

Considere que x; (m elementos) representa parte do vetor de es-
tados medida diretamente na saida, e x, (kK — m elementos) a
parcela a ser estimada.

18
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K Xq[n + 1] _  Pus Puy ] Xa[n] ] + [ L ] u|n
Projeto a partir de. .. Xb[n .S 1] (I)ba @bb Xb[n] Fb
Matriz de. ..

i X, [N
Discretizagdo de. . . - O I
a ylr) = [0 I] [Xb[’”»] }

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

A dinamica da parcela nao medida é dada por

Problema de. . .
Xa[n + 1] = ®uax4[n] + ?abxb[n] - I‘au[nl

Sistemas com . . .

entrada eHuivalente

Atrasos

J& para a parcela medida, tem-se

= xpn + 1] = ®yxpn] + Ppxq[n| + Truln,
PO que pode ser rearranjada como

3{5[71 + 1] — ®yxp[n] — Fbu[nl = &y, x,[n].

medidas conhecidas
19
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Considere a Equagao (27) do estimador, bem como as seguintes

equivaléncias:
Projeto a partir de.. . .
Matriz de. .. X < X
Discretizagdo de. . . @ — ¢aa
Luln| « @uxy/n| + Touln)
Principio da Separaco Y[n] — Xp [n + 1] - (I)bbxb [n] - Fbu[n]
Problema de. .. C « (I)ba N
Sistemas com .. L« L /.p C )((V)/\
Atresos Assim, (27) pode ser adaptada para a

G () -2 800) 1l L (Y] -J001)

Xan + 1] = PuuXan] + Puxpn| + Touln] +
Lr(Xb[n + 1} — (I)beb[n] — Fbu[n] — (I)baf(a[n]()?)il)

Mas,

Xq[n + 1] = ®yuxun] + Pupxpn] + Tyuln] (35)
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Ao subtrair (34) de (35) e definir x,[n] = x,[n]| —%,[n], chega-se
Il Il/\\fa CV‘J
Xon+1] = @y x4 [n| — L, (xp[n+1] — Ppxp[n] — Tpu[n] — By X, [n])

(36)
ldas simplificagoes,
b-LC
(B0 — L, ®By) %1 (37)
Em |Gopinat N ~+9+H-6—prevade—erreT=e 0 observador de ordem
completa da Equagao (27) existir, entdao o estimador de ordem
reduzida da Equacao (34) também existe, ou seja, asgl;gize;s da
J

equacao caracteristica dada por (< .7%5( @ /) ﬁ?))

det (21 — @, + L, Py,) =0 (38)
podem ser alocadas de forma arbitraria.
No MATLAB: L_r = place($_aa’,%_ba’,p_or)’, ondep or

¢ a posicao desejada dos polos do observador de ordem reduzida.
21

Ao substituir (32) em (6}-e—efetua
tem-se que
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Se a ordem do observador de ordem reduzida for a minima pos-
sivel, o observador é denominado observador de ordem min-
ima.

Note que em (34), x,[n+1] depende de x3[n+1|. Para escrever
a equacao de diferencas de uma forma mais conven,{ente, efetua-se
uma manipulacao em (34), tal que: é [n]=X%a 0] -Le b0

——
f(a[n + 1] — erb[n + 1] — ((I) — qu)ba )A(a

A P, — L, Py) xp|n I',— L. I'y)un|(39
%[MQ (Pab ob) Xp[1] + ( p) uln](39)

Ao subtrair e somar o termo (®,, — L, ®y,) L,xp[n) do lado
direito de (39), e definir z[n] = x,[n] — I, X;1], chega-se em:

zZin+ 1] = (®uq — L, Py,) 2[n]
(@ — L, ®y) xp 1]

2

(cI)aa — LT(I)ba) erb[n] +
(T, — L,T}) u[n] (40)
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Assim, a equagao de diferencas (40) pode ser utilizada para
representar a dinamica do estimador de ordem reduzida. A lei de
controle por realimentacao de estados é entao dada por:

Projeto a partir de. . .

Matriz de. ..

Discretizaode... u[n] _ K [)A(a[n]:| _ K li[n] +L, - y[n]] (41)
Xy[n] y|n]
Rueprolcelospeianed Com isso, pode-se ter a representacao da Figura 6.
Problema de. ..

Sistemas com . ..
Atrasos

__tomerese |

_Pagine ce oo |

1

N

_pagine 2393 |

I

.

. 23
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(@, - L,_(I)bb) ]

u
n] Planta
(ra - erb)
| .
kom 2[71] . Z[n + 1]
T 2
0
((I)nn - L rq)ba)
—K .
L

Figure 6: Diagrama do estimador ordem reduzida.
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5. Principio da Separacao

Projeto a partir de. .. X[n —|— 1] . @ — FK O ﬂj[n] (42)
Matriz de. .. i[n —|— 1] - O @ — LC 6[7?,]

Discretizag3o de. . .

e Os autovalores desse sistema aumentado sao dados pelos au-
tovalores de (& — T'K) e (® — LC).

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacio
Problema de. . e Os ganhos Ke L podem ser calculados separadamente ( Princi-
Sistermas com’.. pio da Separa¢ao).

Atrasos

e 0s polos de  — LC devem possuir modulo menor que os polos
de ® — T'K;

25




Projeto a partir de. . .
Matriz de. . .
Discretizag3o de. . .
Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

Problema de. ..

Sistemas com . . .

Atrasos

Bruno A. Anggélico PTC5611
6. Problema de Rastreamento

Esquemas como o da Figura 3 sao reguladores que levam o estado
do sistema a zero a partir de qualquer condigao inicial, com veloci-
dade determinada pela equacao caracteristica do sistema em mala
fechada. No entanto, caso as saidas do sistema precisem seguir
uma referéncia com erro assintotico nulo (rastreamento), nao se
pode garantir a auséncia de erro em regime pela realimentacao de
polos.

6.1. Realimentacao Estados com Entrada de Referéncia

Considere o diagrama em blocos da Figura 7, e que o sistema

possua o mesmo nimero de entradas e saidas, r[n] € R™*! y[n] €
Rmxl.

26
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‘=\, y . S I W S IS S 7% S S . 1 (PRI i )
./W\.

Projeto a partir de. . .

Matriz de. . . _K(-, ¢

Discretizacso de. .. Figure 7: Realimentacao de estados com entrada de referéncia.

Controlabilidade e. . .

A alocacao de polos geralmente altera o ganho total do sistema,
o que sugere o uso de um pré-filtro F (m x m) para ajustar saida
quando ha uma variacao degrau na referéncia.

O sistema em malha fechada é regido por:

Principio da Separacdo

Problema de. ..

Sistemas com . . .

Atrasos

xn+1] = (® — TK,)x[n] + ' Fr[n]
e » | y = Cx[n] (43)
N

Na condicao de regime permanente, tem-se

X5 = (P —T'K,)xss + ' Frg, (44)

27
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Projeto a partir de. .. ySS _ CXSS (45>
Matriz de. ..
Discretizag3o de. . . De (44) Segue que
Controlabilidade e. . . 1

. = Xss = (Ik’,k — @ + FKC) FEISS (46)
Principio da Separacdo
Logo, »
Sistemas com . . . Yss = C (IkJi’ _ @ + FKC) F F Iss (47)
Atrasos Para a condi¢ao de erro nulo em regime permanente, tem-se

Vss = I'ss. 1SS0 ocorre se:
—1
| C(Liy—®+TK.) TF =1, (48)

N Assim, a equacao do pré-filtro resulta em:

F = (c I-®+TK,)" 1“)_1 . (49)

28
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Outra forma de resolver este problema consiste em utilizar a
estrutura da Figura 8.

Projeto a partir de. . .

Matriz de. ..

Discretizag3o de. . .

Controlabilidade . . . Xk +1 = oxi]+ruk] 20| ¢ Py
Principio da Separacdo
iy S
SIEIEES Eeilocs Figure 8: Realimentacao de estados com entrada de referéncia.
Atrasos
e Deseja-se que
pagine e oo | Fir = x, = x, (50)
B e que
R yss = CXgs =1, (51>
[z ou seja,
= CFr=r= CF =1,.,. (52)
=N 2
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Em regime estacionario, tem-se ainda que

Projeto a partir de. .. Xgs — @Xss aF Fuss = (@ - Ik;)k;) Xss + Fuss — O-

Matriz de. .. . o 5 o
Como em regime estacionario ugs = For, tem-se que

Discretizag3o de. . .
Controlabilidade e. . . (@ = Ik,k’) XSS —|— I‘Fzr f— 0

Principio da Separacdo

De (52) e (54), pode-se escrever

Problema de. ..

Sistemas com . ... (@ = Ik,k) F ) F1 L O
Atrasos C O F2 B Im Xm

Portanto,
Fi] [(®@-TL,) L] [0
F2 B C 0 Imxm

30
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6.2. Insercao de Integrador

Muitas vezes ¢ necessaria a insercao de integradores na malha
de controle. Uma forma de inserir um integrador consiste em
introduzir um novo vetor de estados que integre o erro entre o
vetor de saida y e o vetor de comando de entrada r, ambos com
m elementos, como apresentado no diagrama da Figura 9.

r[n] Vi +1 vin] ufn] X(n +1] X[n] yln]

2 K, In] z M C

(]

—K

Figure 9: Servossistema com realimentagao de estados e e controle integral.

A equacao de estados do integrador inserido é dada por

vin+1] = vn]+r[n]—y[n| = vin+1] = vin]+r[n]—Cx[n] (57)
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A equacao de estados do sistema em malha fechada é dada por:

x[n+ 1] = (® — T'K)x[n| + TK;v[n] (58)
Tem-se, portanto, a seguinte equacao para o sistema aumen-
tado:

[x[n+ 1]] _ [(I) ~TK I‘KZ-] | [X[n]] . [I 0 ] el (50)

vin + 1] —C I
ou seja,

BN | e ol P R4 B o g R

(60)
Com isso, basta determinar o ganho K que aloca os polos para
o sistema aumentado da Equagao (60).
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6.3. Estimador pelo Valor Atual

Pode-se projetar um estimador no instante n para uma medida
de saida no instante n, tal como apresentado na Equagao (61).

x[n| = X[n] + Lc(y’[n] — Cx[n]), (61)
onde x[n| é dado por ()= Qxfndj‘f‘r'“[""j
— Xpl=®x[n—1+Tuln—1], (62)

Ao substituir (62) em (61), verifica-se que
x[n| = ®x[n — 1] + T'u[n — 1] + L.C(x[n] — x|n]), (63)
Mas

)

x[n] — x[n]=(®x[n — 1] + Tun — 1]) — (Px[n — 1] + T'ujn — 1))
=®x[n — 1] (64)
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Assmlx '“3 @ X(“.\-) 4\. <\ \\K\}“Q

Projeto a partir de. .. { } @X n — 1] —|— Fu[n — 1} —|— L CCI)X[’I”L - 1] (65)

Matriz de. ..

Portanto, o erro ode estimacao possui a seguinte dinamica

Discretizag3o de. . .

ontrolabilidade e. . . \
: //.bd/dsd N w — X[?’L] = }A([n] = (<I> — )NC[TL — 1] (66)

Sintaxe ®etfl 0 comando place: L = place(Phi’,#'C’',p_o)’.
A Figura 10 ilustra o diagrama em blocos do sistema com re-
alimentacao de estados utilizando o estimador do valor atual

Sistemas com . . .

2= (L0000 | Lo
RS KFM}Q(&%@\ Q’P\ @ )C]‘
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Projeto a partir de. . .

Matriz de. .. u
e —[L DAC |—» Planta

Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

Problema de. ..

Sistemas com . ... T th[n I l]> Z_ll Y[n] C
Atrasos *
D
x(n] | N
K| %

Figure 10: Diagrama do estimador de valor atual com o controle em malha fechada.
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# Exemplo 1: Considere o sistema dada por

G(s) = Y(s) _ 0,6
U(s) s(s+0,7)

Projete um controlador digital por realimentacao de estados de
forma que o sistema em malha fechada apresente w, = 5,0; ( =
0,7. Assuma f; = 20Hz. Considere ainda: a) realimentagdo com
todos os estados medidos; b) realimentagao com todos os estados
estimados e preditor; ¢) realimentagao de estados com estimador
de ordem reduzida e preditor; d) realimentacao de estados com
todos os estados estimados e estimador de valor atual.

Solucao: Note que,

iji+0,7y = 0, 6u

Define-se 1 = y e x9 = y. Assim, 1 = y = —0, 7z + 0, 6u.
Portanto,

= ] L)+ (9] vmon )
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O restante do exercicio serd resolvido diretamente no Matlab:

clear all; clc; close all;

fs=20; Ts=1/fs;

K_G = 0.6; %Numerador da F. T.

A= [-0.7 0; 1 0]; B = [0.6; 0O]; C = [0 1]1; D = 0;

[Phi, Gamma] = c2d(A,B,Ts);

wn = 5.0; zeta = 0.7; sl = wnx(—zetatj*sqgrt(l—zeta”2));

p_c = exp([sl; sl']*Ts); %Polos do sist. de controle em MF
wn2 = 10.0; xsi2 = 0.707; s2 = wn2*(—xsi2+j*sqrt (l—xsi2”2));
p_o = exp([s2; s2']%Ts); %Polos do sist. observador completo
p_or = real(p_o(l)); %Polos do sist. observador de ord. reduzida
K = place (Phi,Gamma,p_c); % Projeto do Controlador

F = inv(Cxinv (eye(2) — Phi + Gamma
item = 'd'; %seleciona o item
switch (item)

case 'a' %realimentacado de estados
sim ('SIM_EX1_CHAP_09_a');

case 'b' %realimentacdo de estados
L = place(Phi',C',p_0)'; % Projeto
sim('SIM _EX1_CHAP_09 b');

case 'c' %realimentacdo de estados
Phi_aa = Phi(1,1); Phi_ba = Phi(2,
%$Lr = place(Phi_aa',Phi_ba',p_or)"';
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Lr = (Phi_aa — p_or)/Phi_ba;
sim('SIM _EX1_CHAP_09_c');
case 'd'

Lc = place(Phi', (CxPhi)',p_o0)';
sim('SIM _EX1_ CHAP_09_d');

otherwise

error ('item precisa ser ''a'', '"'b'', '"'c¢'' ou '"'d'' '");

end

x 1 = x_out(:,1); x_ 2 = x_out(:,2); t_d = (0:length(x_1)—1)%*Ts;

figure (5); subplot(2,1,1); plot(t,r,'b',t,y,'r");

xlabel ('$tS$', 'Interpreter', 'latex'); ylabel ('Amplitude', 'Interpreter’','l
leg=legend('Setpoint', 'Saida');

set (leg, 'Interpreter', 'latex', 'Location', 'best');

subplot (2,1,2); stairs(t_d,x_1,'b'");hold on; stairs(t_d,x_2,'r"');
xlabel ('Sn T_s$', 'Interpreter', 'latex"');

ylabel ("Amplitude', 'Interpreter', 'latex')

leg=legend('$x_1(n T_s)S$','Sx 2(n T_s)S$'");

set (leg, 'Interpreter', 'latex', 'Location', 'best');

figure (6); stairs(t_d, u);

xlabel ('Sn T_s$', '"Interpreter', 'latex"');

ylabel ('Su(n T_s)S', 'Interpreter', 'latex');

Os diagramas de simulagao dos itens a), b), ¢) e d) sdo apresen-

tados nas Figuras 11, 12 e 14, respectivamente. Os codigos das
Matlab Functions de cada exemplo sao apresentados a seguir:
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%a) realimentacdo de estados medidos
function u = fen(r, x_1, x_2, K, F)
$#eml

u = Frr—(K(1)*x_1 + K(2)*x_2);

Projeto a partir de. . .
Matriz de. . .

%b) realimentacgédo de estados observados (observador ordem completa predit
function [u, x_chap_1, x_chap_2] = fcn(r, y, K, L, F, Phi, Gamma, C)
SH#eml

global x_chap_1_ant; global x_chap_2_ant;

- u = Fxr—(K(l)*x_chap_1_ant + K(2)*x_chap_2_ant);

Sistemas com..... y_chap = C(1)*x_chap_1_ant+C(2)«x_chap_2_ant;

Atrasos x_chap_1 = Phi(l,1)*x_chap_1_ant + Phi(l,2)*x_chap_2_ant +

Gamma (1) »u + L(1l)*(y — y_chap);

x_chap_2 = Phi(2,1)*x_chap_1_ant + Phi(2,2)*x_chap_2_ant +
Gamma (2) »u + L(2)*(y — y_chap);

x_chap_1_ant = x_chap_1; x_chap_2_ant = x_chap_2;

Discretizacdo de. . .
Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

Problema de. ..

%c) realimentacdo de estados observados (observador ordem minima preditor

function [u, x_chap_1] = fecn(r, y, K, Lr, F, Phi, Gamma, C)
SHeml
Phi_aa = Phi(l,1); Phi_ab = Phi(1l,2);

= Phi(2,1); Phi_bb = Phi(2,2);
Gamma_a = Gamma (1); Gamma_b = Gamma (2) ;
global z_chap_ant;
X 2 = Y;
x_chap_1 = z_chap_ant+Lrxy;
x_1 = x_chap_1;
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u = Frxr—(K(1)*x_1 + K(2)*x_2);

z_chap = (Phi_aa—Lr+«Phi_ba) xz_chap_ant + (Phi_aa—-Lr*xPhi_ba)*Lr*x_2 +...
(Phi_ab—Lr+Phi_bb)*x_2 + (Gamma_a — Lr*Gamma_b) xu;
Projeto a partir de. .. z_chap_ant = z_chap;
Matriz de. ..
%d) realimentacao de estados observados (observador ordem completa e valo
Discretizagcdo de. . . function [u, x_chap_1, x_chap_2] = fcn(r, y, K, Lc, F, Phi, Gamma, C)
$#eml
Controlabilidade e.. .. global x_bar_1; global x_bar_2;
Principio da Separacdo x_chap_1 = x_bar_1 + Le(l)x(y — (C(l)*x_bar_1 + C(2)*x_bar_2));
X_chap_2 = x_bar_2 + Lc(2)x(y — (C(l)*xx_bar 1 + C(2)x*xx_bar_2));

u = Fxr—(K(1l)*»x_chap_1 + K(2)*x_chap_2);
X_bar_1 = Phi(1l,1)*x_chap_1 +Phi(1,2)+*x_chap_2 + Gamma (1) *u;
Sistemas com . . . X_bar_2 Phi(2,1)*x_chap_1 +Phi(2,2)*x_chap_2 + Gamma (2) xu;

Problema de. ..

Atrasos

Os resultados obtidos sao mostrados nas Figuras 15 a 18.
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# Exemplo 2: Considere o sistema dada por

_Y(s) 1

U(s) (s+1)(s+10)
Adicione um integrador ao sistema e projete um controle digital
por realimentacao de estados para o sistema aumentado. Assuma
fs = 20 Hz e as seguintes especificacoes para os polos dominantes
de malha fechada: w, =5,71; ( =0,7.
Solucao: Ao definir 9 = y e x1 = y, tem-se a seguinte represen-
tagcao em espaco de estados:

S ey B K LR

O restante do exercicio sera resolvido diretamente no Matlab:
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clear all; clc; close all;

fs=20; Ts=1/fs;

A = [-11 —10; 1 0]; B = [1; 0]; C = [0 11;

%$OBS: no bloco State—Space foi feito C=eye (2) para obter na saida tod
%$estados para a realimentacgdo. Para obter y, tomou—se a 2a saida
[Phi, Gamma] = c¢2d(A,B,Ts);

Phi_ = [Phi zeros(2,1); —C 1]; Gamma_ = [Gamma; O0];

wn = 5.71; zeta = 0.7;

sl = wnx (—zetatj*sqrt (l—zeta”2));

p_c = exp([sl; sl1']+Ts); %Polos do sist. de controle em MF
p_c = [p_c; 0.2]; %0 terceiro polo foil inserido em z = 0.2
K _ = place(Phi_,Gamma_,p_c); % Projeto do Controlador

K=K _(1:2); Ki = —K_(3);

sim('SIM_EX2_CHAP_09');

x_1 = x out(:,1); x 2 = x_out(:,2);

t_d = (0:length(x_1)—1)xTs;

figure (5); subplot(2,1,1);plot(t,r,'b',t,y,"'c");
xlabel ('S$tS$S', 'Interpreter', 'latex');

ylabel ('Amplitude', 'Interpreter', 'latex')

leg = legend('Setpoint', 'Saida');

set (leg, 'Interpreter', 'latex', 'Location', 'best');
subplot (2,1,2);stairs(t_d,x_1,'b");hold on; stairs(t_d,x_2,'r");
xlabel ('Sn T_s$', 'Interpreter', 'latex');

ylabel ('Amplitude', 'Interpreter', 'latex"')

leg = legend('$x_1(n T_s)S$','S$Sx_2(n T_s)S$'");

set (leg, 'Interpreter', 'latex', 'Location', 'best');
figure(6); stairs(t_d, u);
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xlabel ('Sn T_s$', 'Interpreter', 'latex');
ylabel ('Su(n T_s)S', 'Interpreter', 'latex');

Projeto a partir de. . .

O digrama de simulacao é apresentado na Figura 19. O cédigo
do bloco Matlab Function é apresentado a seguir:

Matriz de. ..
Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. . .

P 5 function u = fen(r, x_1, x_2, K, Ki)
Principio da Separacdo
$H#eml
Problema de. .. global v
Y=R_2;
Sistemas com . . . u = —(K(1l)*x_1 + K(2)+*x_2)+ Kixv;
v = v+ (r—y);

Atrasos

Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 20.
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7. Sistemas com perturbacoes

Projeto a partirde...~  (Considere o sistema da Figura 21.
Matriz de. ..
w(t)
Discretizagcdo de. . . "
+ y(t)

Controlabilidade e. . . Planta

Principio da Separacdo A v

Problema de. . . Observador
Figure 21: Sistema com cancelamento de perturbagao modelada.

Atrasos

Suponha que o sistema é afetado por uma perturbagao w(t),
cujo modelo é dado por:

| »
1 () = Ayxu(t) (67)
w(t) = Cyx() (68)

Se w(t) for constante, entao A, = C, = I. O sistema aumen-
52




Projeto a partir de. . .
Matriz de. . .
Discretizag3o de. . .

Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

Problema de. ..

Sistemas com . . .

Atrasos

Bruno A. Anggélico PTC5611

tado pode ser representado como:

01 =[BT RO) [Blue oo
v = [€ o] |70) (70)
O equivalente discreto desse sistema é dado por;
[Q&ilﬂ]] = Pu [;jm + Tuln] (71)
sl = [c 0] [ )] 72)

O ganho de realimentacao de estados K ¢é obtido a partir de
® e I' nao aumentados. O par (®,,I,) nao é controlavel. A
intenc¢ao nao é controlar win|, apenas rejeita-lo.

Pode-se projetar um observador em tempo discreto para, além
de observar os estados que serao realimentados, observar a per-
turbagao wn] e cancela-la. Portanto, para o célculo do ganho do
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estimador L, é necessario utilizar as matrizes aumentadas ®,, e
r,.

O diagrama de blocos em tempo discreto equivalente é apre-
sentado na Figura 22 .

Projeto a partir de. . .
Matriz de. . .

Discretizag3o de. . .

w(t)
Controlabilidade e. . . 4
ar ar u(?) + y(t
Principio da Separagio ®) Planta (t)

Problema de. ..
Y

Observador

Sistemas com . . .

A . . : -
frases Figure 22: Sistema em tempo discreto com cancelamento de perturbacao modelada.

04



Projeto a partir de. . .
Matriz de. . .
Discretizag3o de. . .
Controlabilidade e. . .
Principio da Separacdo
Problema de. . .

Sistemas com . . .

Atrasos

Bruno A. Anggélico PTC5611
# Exemplo 3: Considere o sistema dada por

Y(s) 1
U(s) s(s+0,7)

Projete um controlador digital por realimentacao de estados
de forma que o sistema em malha fechada apresente w, = 3,5;
¢ = 0,7 para os polos dominantes. Considere f; = 10Hz e que o
sistema tenha um integrador para garantir erro nulo em regime
estacionario para entrada degrau, sendo que o polo adicional em
malha fechada deve ficar em s = —2,5. Assuma que ha uma
perturbacao senoidal com amplitude unitaria e frequéncia de 15
RPM. Projete um controlador por realimentacao de estados, as-
sumindo que os estados serao estimados por um observador na
forma preditor, que também deve observar a perturbacao para
ser cancelada.

Solucao: Define-se x1 = ¢y e 9 = y. Assim, o sistema em espago

G(s) =
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de estados é representado como:

T . —0,7 0 X 1 . . T
Projeto a partir de. . . [CBQ] - [ 1 0] . [:EQ] _|_ [0] U7 y - [O 1] . [:EQ]
Matriz de. . .
DR Se w(t) = sin(wpt) é o sinal de perturbagao, entao w(t) =
e — —ww(t). Portanto, a perturbacio ¢ modelada como:
Problema de. . .
a] [ 0. 1] [ut)

w(t)| — [—wi 0] [w(t)
—_ S

Xy A, X
w(t) = [1 0] -x,

O restante do exercicio sera resolvido diretamente no Matlab:

clear all; clc; close all;
fs=10; Ts=1/fs;

A= [-0.7 0; 1 0]; B = [1; 0]; C = [0 1]1; D = 0;

[Phi, Gamma] = c2d(A,B,Ts);

Phi_ = [Phi zeros(2,1); —C 1]; Gamma_ = [Gamma; 0]; %Sist. aumentado com Int.
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%$Polos do sist. de controle em MF

wn = 3.5; zeta = 0.7; sl = wnx(—zetat+jxsqgrt(l—zeta"2));

p_c = exp([sl; sl'; —2.5]%Ts); %Polos do sist. de controle em MF

wn2 = 10.0; xsi2 = 0.7; s2 = wn2+*(—xsi2+j*sqrt (1—xsi2"2));

Projeto a partir de. . . wn3 = 7.0; xsi3 = 0.99; s3 = wn3*(—xsi3+j*xsqrt (1—xsi3"2));

Matriz de. . . p_o = exp([s2; s2';s3; s3']%Ts); %Polos do sist. observador completo

Q

K = place(Phi_,Gamma_,p_c); % Projeto do Controlador
% Observador aumentado para rejeitar disturbio
w0 = 15+2%pi/60; %RPM to rad/s

Discretizacdo de. . .
Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

$x_aum = [x1; x2; w ; \dot w]
Problema ce. Ad = [0 1; —w0*2 0]; C_d = [1 0];
A_aum = [A B*C_d; zeros(2) A_d];
Atrasos aum = [B; zeros(2,1)];

Phi_aum, Gamma_aum] =c2d(A_aum,B_aum, Ts) ;
_aum = [C , zeros(l,2)];

= place(Phi_aum',C_aum',p_o0)"';
im('SIM_EX3_CHAP_DIST_2_ INT')

% Cdédigo de geracdo de graficos foi omitido

B

[
c€
L
S

O digrama de simulacao é apresentado na Figura 23. O coédigo
do bloco Matlab Function é apresentado a seguir:

function [u, x_chap_1, x_chap_2,w_out] = fcn(r, y, K, L, Phi_aum,
Gamma_aum, C_aum)
$#codegen
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global x_chap_ant, global w_chap, global v;
w_out = w_chap;
| ' Ki = —K(3);
Projeto a partir de... u = —K(1:2)*x_chap_ant (1:2)+Ki*v— w_chap;

v = vt(r — v);

y_chap = C_aum*x_chap_ant;

X_chap = Phi_aumxx_chap_ant+

Gamma_aum*u + L (y — y_chap);

x_chap_1 = x_chap(l); x_chap_2 = x_chap(2);
w_chap = x_chap(3);

x_chap_ant = x_chap;

Matriz de. ..
Discretizag3o de. . .
Controlabilidade e. . .

Principio da Separacdo

Problema de. ..

Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 24.

Sistemas com . . .

Atrasos

L[ F—n)—

___ﬁ ]

u

To Workspace1

To Workspace4

u

To Workspace2

|

x_chap_1}— ZOH2 To Workspace
Step ZOH1 Ton X_chap_2
Y w_ouf] > w_out )
Gain
MATLAB Function To Workspace5
To Workspace3 I‘ J-LL D
x_out ZOH3 x_chap_ant w_chap v

I Data Store Data Store Data Store

Memory Memory1 Memory2

Figure 23: Diagrama de simulagao do Exemplo .3.
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Figure 24: Resposta do Exemplo .3.




Projeto a partir de. . .
Matriz de. ..
Discretizag3o de. . .
Controlabilidade e. . .
Principio da Separacdo
Problema de. . .
Sistemas com . ..

Atrasos

Bruno A. Anggélico PTC5611
8. Atrasos

Dois tipos de atrasos podem ser considerados: atrasos nos sen-
sores e atrasos nos atuadores. A ideia aqui consiste em considerar
essas formas de atraso no modelo em espaco de estados e, conse-
quentemente, na sintese de controladores. Seré tratado apenas o
caso SISO.

Na Figura 25 é apresentado o caso em que o sensor apresenta
um atraso.

+ yln]
(D uin] »| Planta [—® Atraso yd[n]’
y
K | K[n) Observador |e—I

Figure 25: Sistema com atraso no sensor.

Pode-se incorporar as saidas atrasadas como estados do sis-

tema, e calcular tanto K quanto L usando o sistema aumentado.
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O modelo para um cilo de atraso ¢ dado por yi4[n + 1] = y[n].
Para dois cilos, yoq[n + 1] = y14[n], e assim por diante.

Projeto a partir de. . .

Matriz de... # Exemplo 4: Suponha que o sensor é afetado por um atraso
piscretizacio e de 3 amostras. O sistema aumentado ¢ dado por
Controlabilidade e. . .
Principio da Separacdo | [ 1] _@ O O O_ X[n] _F_
Problema de. . . yld[n "‘ 1] . C O 0 O d[n] O
Sistemas com . d[n _|_ 1] N O 1 0 0 de[n] _|_ O U[n]
Atrasos y3d[n + 1] 0 01 0f |ysaln]| [O]

il

Y1a|n]

n=10001 :
yaln) [ ] Y2a|"]
| y3a[n |

onde yy é a saida atrasada por trés ciclos.

No esquema da Figura 26 o atraso é considerado no elemento
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atuador.
+ 7 U _ u,[n] y[n]‘
Projeto a partir de. .. » »| Atraso » Planta »
Matriz de. .. Y
_ Xn] Observador |
Discretizag3o de. . . K [

Controlabilidade e . Figure 26: Sistema com atraso no atuador.

Principio da Separacdo

Neste caso, pode-se incorporar a entrada de controle atrasada
como um estado do sistema, e calcular tanto K quanto L usando
o sistema aumentado.

Problema de. ..

Sistemas com . . .

a4 Exemplo 5: Suponha que o atuador é afetado por um atraso
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de 3 amostras. O sistema aumentado é dado por

Projetoair de. .. I X[n + 1] | K 00 ][ X[’n] ) _O_

tri de... ugln + 1] 000 0 [ualn] 1
Discretizagéo de. .. U2d [TL + 1] - 0100 u2d[n] " y U[n]
Controlabilidade e .. _u3d[n + 1]_ _O 01 O_ | U3d [n]_ _O_
Principio da Separacdo I X[TL] ]

Problema de. .. _ Uid [n]

vl =[C 00 011, o

Atrasos | U3d [n] d
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