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Integraco : continuando

Nas notes "Integraco" defininos a integral de uma fred limitedar
f : [ab] -> R por

Safedy = sp 4/s : sify = inf4)t : +<f]
assomindo

que
o spreto eo infin saignais e oudes et sat

fences degraw . Provams ainda que frncies movitowas (e limitadas) so

integraveis (em intervalos fivitus) . Vereund agova algural propriedades a
integral que nos permitiro expandir significativamente a datte de funcel

que sabemos serem integraveis .

Autes de profeguir , definitos

· Sfdx = - (f(x)dx
· Ifxdx =

0
.



Propriedades do integral de una funco degraw

Ja discutimos as sequintes propriedades dar integral de fundies degraw :

Linearidade : Gejum set funcies degraw definidas em [ab] e sejam & ,
+R

·

Entaistpt/ dx = a Se*dx+p/dx
Stembre-so de que (astt)(x) = <S(x) +Bt() , you definicall .

Ferroma de Comparaco : Se s <t Cistoe
,
se Sxx) < +(x) Fx+ [amb])

,

enter

Sasedx < Stedx
.

As demostraces de ambes is tearemas acime , been como das propriedades Are
Listereus a sequir , sai feitas da melma maneira : provamil , para connect ,
o resultado para fundies constantes , depois vanes isto para prove -to para
um par de fundoes degrau definidas na melma partica do intervalo [ab] e ,
por fim ,

usamol a observace que sempre podemos upor que as parties saf ignail .



A proxima propriedade bee simples ,
was muito til :

Aditividade em relac so intervalo de integrade : Seja s na funct degrau definite
em [aib] e suponha que a <c <

b
.

Enter

Ss*dx = /s*dx + /"*) dx
R

~

")Aqui c pode sew qualquer pronto no intervale ~/-Cab] .

A demonstrac e'simples , ja que pode- "14 // ~// / - Iwas assumir que a um dos pontos da /

"" /
partico que define s

.

a S d " b S

Assumindo que s : (0 ,
b] ->Re Oca< b

,

seque dessa propriedade que
skdx = /"skidx-J*** dx ,

e disso seque , por exemplo , que
p+ 1Saxiax- -It , sa que provaud the xPdx-I



Invariancia por translato

Se f : Cab] -xR e ce R
,

ente a fradg(x)= f(x+c) esta definite

no intervalo [a-c , b-c] e ser grafico eo transladado do def para

esse intervalo :

· g(x
=
f(y) y

= x+2
· f(y) = f(x

+c)

W - Wf M I
a yextea-2 b-C

Se S : [ab] -> R enc foc degrave CEIR ,

enter t(x) = s(x+c)

Lambein e una funct degrau ,
definite em farc ,

bret e

b-C b-C

Sikdx = /a
-,

S*dx = (act* dx
lowe os graficas de set sa transladadis Chorizontais) m do autho

,

essa igualdade pastante natural
.



Expansio/contracto do intervalo de integraco

Se f : (a, b] -> Rek > 0
,
enter a funcar g(x) = f(XR) esta

definida no intervalo [Ra
,
kb] e sew grafic obtido expandindo

(SeR> 1) or contraindo (Se0<K<1) · grafico def horizontalmente :
& A

⑰ 1 - 8 ⑧ ⑧⑳⑧.-

g(x
- f(X/a) f(y) = 4y2-

=x2

y = Y2 -

-
I f > I I I

- I + 1
-12 Da

g(x) = f(Y) Extalque
C

↓ Y = (a ,b]
C f(y) = c Fy =(a,b]
//III/li y = Yk "/ "

- I

/1
-

/
- S

ma eb a D



Portanto
,
temos

If(Y)dx = kedx
que trunbein pode ser escrita ,

de modo sugestive ,
cimo

↳S*S(E)dx = ( dx
Lembrando que definitos a integral "no sentido oposto" /,"amo o wer

gatico da integral SY ,
istoe

, Softeldx :=- (PfdX , podemos estender
a propriedade acivic para numeros negativos . Em particular , para k=-A ,

jf(x)dx = / f(x dx A

t(y) = S(x)
S(x)

"I*M, ) Ex ilIll/ / S:-
·

a

>



A despecto das mixhal melhores intendoes , a notagad na ultima pagina dev o

"spoiler" do que comento agora
: enquanto todas essas propriedades sat

bastante davas para funciol degram Calias
,
exatamente pur serem clavas

para funcies degraw) , not muito diffcil pover que las valem igualmente

para funcies integraves quaisquer.

Isso nos permite generalizar a igualdade que provamis anteriormente :

coca<b enter

xidx
=

bit
-
a*. (*)

p+ 1

Supanha agora que
- b < -a 0

.

Enter
,
usands a utima igualdade da pagina

anterior
,
temos

Formul d Linecidade (4)auferior >
I CSe ex = ((x)"dx = (1)(xdx = (-1)P(b**- a**)

=

(a)*
- (b

*+

&

A Pt pt1

Istoe
,
a formula (*) tambem rale se a <b = 0

.

Exercicio : Use as propriedades anteriores parar prover que (*) Vale Faibe R .



Agora podemos enter integrar qualquer policimic usands o que acabanos
de fayer e limesidade :

-33x2-5x + 17)dx = 3/42dx - 5/ixdx + 17) x
= 3(b = 4) - 5(b22) + 17/b -a) .

Exercicios
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