CAPITULO 12
ELEMENTOS DE MECANICA ANALITICA
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1. O Principio de d’Alembert

Esse principio fundamental da Mecanica apoia-se sobre dois ‘pilares’: 0 ponto de vista de
d’Alembert e 0 Principio dos Trabalhos Virtuais.

Relembrando o0 ponto de vista de d’Alembert, frisamos que, enquanto a 2% Lei de Newton é
baseada nas observacGes de um observador ligado a um referencial inercial (Fig. 1-a), d’Alembert
interpreta essa mesma lei considerando um referencial ndo-inercial ligado a particula e um observador
ligado a esse mesmo referencial ndo-inercial (Fig. 1-b).

R ma . Y
z —Ltse— £
p 7 —mad
y
X
) Referencial
Referencial nao-inercial

inercial

@ (b)

Figura 1. Pontos de vista de: (a) Newton; (b) d’ Alembert.

Portanto, do ponto de vista de d’ Alembert, a particula estd em equilibrio sob a agdo da forga ativa
F e da forca de inércia (forca ficticia) —md, ou seja:
F-md=0 (1-1)

E assim, o problema original de Dindmica é transformado em um problema de Estatica, ao qual
se pode aplicar tanto o Principio dos Trabalhos Virtuais quanto o Principio das Poténcias Virtuais.
Logo, para uma particula em equilibrio dindmico (ponto de vista de d’Alembert), tem-se:

F-6%#—md-67=0, v6F (1-2)
ou, alternativamente,
F-6V—md-6v=0, ¥6v (1-3)

As equagdes 1-2 e 1-3 correspondem a aplicagdo do Principio de d’Alembert a uma particula

sujeita a acdo de uma forca F arbitraria. No entanto, esse principio pode ser estendido de forma
imediata a um sistema de particulas materiais sujeitas a um sistema de forcas de resultantes

F,,F,, ..., E, (Fig. 2).
Assim, para um sistema de m particulas, tem-se:
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Figura 2. Sistema de particulas sujeitas a forcas.

A adocdo de deslocamentos compativeis com os vinculos implica que:
op;
0q;

-

SP; = 8qy + o+ — - 8q, (1-15)

Mostraremos ao longo dos proximos topicos que o Principio de d’Alembert permite determinar
as equacdes do movimento do sistema de particulas.

2. Principio de d’Alembert aplicado ao movimento de uma particula livre

Consideremos uma particula livre que se move no espacgo sujeita a acdo de um sistema de forgas
F.,F,, ... E, (Fig. 3).

Figura 3. Particula livre sujeita a forgas.

Designando-se por F a resultante do sistema de forcas ﬁi, e adotando-se um deslocamento virtual
arbitrario 67, o Principio de d’ Alembert fornece:

S d?
(F—mg?>-6?= 2-1
Como &7 é absolutamente arbitrario, realizaremos trés experimentos virtuais, adotando:
67 = 6x1
57 = 8yj (2-2)
57 = 6zk

Para esses experimentos virtuais, a expressdo do Principio de d’Alembert adquire as formas
seguintes:
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(E, —mi)éx =0
(E, —mj)sy =0 (2-3)
(E,—m#)6z=0
Somando-se, em seguida, as trés equacdes anteriores, resulta:
m(X0x + y8y + 26z) = F.6x + E,6y + F,0z 2-4)

Calculando-se a energia cinética da particula, ou seja,

1
T=§m(5c2+y2+z'2) (2-5)
e sendo
6T = m(&éx + yoy + Z262) (2-06)

a variacdo de T correspondente ao deslocamento virtual §7 arbitrario, vemos que a equagdo 2-4
expressa a equivaléncia entre a variacdo virtual da energia cinética da particula e o trabalho virtual
realizado pelas forgas a ela aplicadas ao longo desse deslocamento virtual, ou seja:

6T = 61 2-7)

3. Principio de d’Alembert aplicado ao movimento de uma particula vinculada a uma superficie

Admitiremos agora que a particula se mova sob a acéo de forcas ativas e reativas que a obrigam
a manter-se sobre uma superficie sem atrito. Para simplificar a analise, suporemos que essa superficie

seja uma casca esférica concava (Fig. 4-a) e que a resultante F das forcas ativas e reativas néo faca a
particula, em qualquer momento, perder contato com a superficie.

V4

(b)

Figura 4. (a) Particula vinculada a superficie; (b) For¢as agentes na particula.

Adotando-se 8 e ¢ como coordenadas generalizadas, obtém-se as seguintes equacdes vinculares:
x = rsinf cos ¢
y =rsinfsing 3-1)
Z=r1cos@

Aplicaremos, agora, um deslocamento virtual compativel com os vinculos, ou seja, tal que:
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63(:%694'8—6(,0
ay dy

s7= 2504+ %5

2= %0 90 ¢

As derivadas parciais da equagao acima sao determinadas a partir das equagdes vinculares,
ou seja:

0x 8_x = —rsinfsing

%=rcos¢9cosgo EP

ay_ O si — = rsin @ cos (3—-3)
%—rcos sin @ 30 )

0z 0z

— = —rsinf —=

a6 op

Para um tal deslocamento virtual, a forca reativa N aplicada pela superficie a particula (Fig. 4-b)
ndo realiza trabalho virtual. Assim, chamando-se de F a resultante das forcas ativas 171-, ou seja,

m
2 (3—4)
i=1
o Principio de d’Alembert se expressa como:
[E2+ Ej + Bk —m(% + 7 + 2k)|(6xT + 8yj + 62k) = 0 (3 -75)
Desenvolvendo-se a equacao anterior, tem-se:
(8 2% - s 25) 50+ (5 2% - s 25) i 4.
36~ ™ g *3p ™ a9) ¢
<Fay a>69+<F 0y ay)a + 3-6
va0 " ™5 Y30 " ™ 5,) 0¢ (3-6)
<F 0z 62) 50 + ( 0z 62)6 )
230~ ™ 50 90 "o,) 0 =

Substituindo-se na equacdo acima as equacdes vinculares 3-1, obtém-se:
(E, — mx)r cos 6 cos @ 660 + (E, — mix)(—rsinfsinp)dp +
(Fy - mji)r cos @ sin @ 66 + (Fy - mj})r sinf cosp d¢p + 3-=-7)
(E, —mZ)(—rsin8)50 + (E,—mZ)-0-6¢p =0

Sendo arbitréarios os deslocamentos virtuais, podemos realizar dois experimentos virtuais — um

com 86 # 0 e 6@ = 0, outro com 66 = 0 e §¢ # 0. Assim procedendo, obtém-se duas equacdes

diferenciais independentes, a saber:

[(F, — m&)r cos 6 cos ¢ + (Fy — my)rcos @ sing — (F, — m#)rsin0]60 = 0 G-8)

[—(Fx — mi)rsinfsing + (Fy — my )r sin 0 cos (p]&p =0
E importante destacar que a integracio dessas equagdes diferenciais geradas pelo Principio de

d’Alembert € uma tarefa nada trivial, uma vez que requer a variagao simultanea de variaveis do espaco

euclidiano (x,y, z) e do espaco de configuracdes (6, ¢).
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Nos préximos topicos mostraremos como, a partir do Principio de d’ Alembert, Lagrange deduziu
equacOes onde comparecem apenas coordenadas generalizadas. Essas equacdes, chamadas de
equacoes de Lagrange, permitem gerar um sistema de n equacdes diferenciais de segunda ordem,
em que n € o0 nimero de graus de liberdade do sistema considerado.

4. Equacdes de Lagrange para uma particula movel vinculada a uma superficie

Admitiremos que a particula P se mova sobre uma superficie continua e isenta de atrito, sob a

acdo de um sistema de forcas de resultante F (Fig. 5). Suporemos ainda que a forma da superficie
seja arbitraria e que as forcas aplicadas a P mantenham-na em contato permanente com a superficie.

Figura 5. Ponto movel sobre superficie continua e arbitraria.

Para uma superficie qualquer, as equacdes vinculares tém a forma:

x = x(q1,92)
y =v(q1,92) 4-1
z = z(q1,92)

onde (q4,q,) sdo as coordenadas generalizadas que descrevem a posicdo de um ponto P sobre a
superficie.

Aplicando-se a P um deslocamento virtual compativel com os vinculos obtém-se:

ox = —aql 8qq + a0 4q,

ay ay
8y = —=—8q, + —26 4-2
y aa q1 a0, q2 ( )
7= %50 + 9% 5
Z —

0q, N 0q, 2

Substituindo-se esse deslocamento virtual 67 = 8§xT + 8yj + Szk na equacdo do Principio de

d’Alembert, resulta:
(an—x—mjc'a—x)&[l + (an—x—m)'c'a—x) 6q, +
9, g, a9, 99,
<Fy;—;1—mj}:—;1)6q1+<Fy:—;2—mj};—;2)6q2+ 4-3)
<an_z — mza—z> 6q, + (FZa—Z — mzz) 6q, =0
0q, dq, 9q; dq;
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Como q, € g, sdo variaveis independentes, focalizaremos nossa atencao sobre §7,, — trabalho

virtual correspondente a um experimento virtual em que §q, = 0 e §q; # 0. Nessas condi¢es, 4-3
adquire a forma:

(1245 252 50, = (1 2, 2, 22) -
mil\x A = —_ 2 0 — _
0q, yach dq, = xaCh ya‘h dq, N

A deducdo que segue visa transformar os termos X dx/dq,,y 0y/0q,,% 0z/0q, em fungdes
dependentes das coordenadas e das velocidades generalizadas. Dada a semelhanca algébrica desses
trés termos, consideraremos apenas o termo X dx/dq;.

Derivando-se x dx/dq;, obtém-se:

d /. Ox _0x d/0x

a(xa—ql)=xa—ql+xa(a—ql) (4-5)
Assim, resulta que:

_O0x d /. oOx . d (0x

Y50~ @t Voq) ~ar gr) (4-6)

Observemos que a derivada de x, dx/dt, pode ser escrita na forma
dx Oxdq, 0x dq, O0x

dt _dq, dt < aq, dt | ot =7
No entanto, como a superficie, por hipotese, € fixa no espaco, tem-se :

9 _ (4-8)

Jt

Além disso, o experimento virtual aplicado ao problema considera §q, = 0. Assim, 4-7 se
transforma em :

dx Ox dq

i 9. dt 4-9)
Consideremos agora a expressao dx/dq,. Notemos que ela pode ser escrita como:

ox 9 (aaTx %) ox

9, - a(ﬁ) :6q1 (4-10)

dt

Considerando-se agora o0 termo % (:—;), notemos que ele pode ser escrito na forma

i(ax) _ d <6x)dq1+ 0 (ax>dq2 +i(ax>

dt \0q, dq. \0q,/ dt 0q,\dq,/ dt 0dt\dq,

ou seja,

d (0x d [0x\ . d (0x\ . d [0x

250 = 70 G 0 + 5 (G0 ) 42 + 3 (5 (-1

Como a superficie é fixa e a expressdo dx/dq, ndo depende explicitamente do tempo?, tem-se:

! Para que isso fique claro, € suficiente analisar a primeira das equagdes 3-1, valida para o caso de a superficie ser esférica.

Note-se que, adotando-se g, = 6, resulta ;Tx = r cos 6 cos ¢, a qual ndo depende explicitamente do tempo.
1
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i(@_x) =0 (4—-12)
dt \dq,
Dessa forma, resulta:
d (0x d [0x\ . d (0x\ .
dt (aq1> - dq, (6q1> Gt 6_612(6_(11) 1 (4—=13)
Retomemos, novamente, a equacéo 4-7, lembrando que dx/dt = 0, ou seja :
dx ; 0x dq, 0x 0q, (4—14)

—_ = — +
dt dgq, dt 0q, dt
Derivando-se parcialmente essa equacdo com relagdo a q,, obtém-se:

ax_a(ax_)Jra(ax,) “4—15)
dq1  0q,\0q; o dq1 \0q, 1

Neste ponto, é importante salientar que as velocidades generalizadas (no caso, g4, Q) sao
independentes das coordenadas generalizadas (no caso, q4,q,). Essa independéncia tem sua

origem no fato de que os experimentos virtuais baseados, tanto em deslocamentos virtuais, quanto
em velocidades virtuais, sdo absolutamente arbitrarios.

As consideracdes anteriores nos levam a concluir que a equacéo 4-15 se transforma em:
ox 0 (ax)' N d <6x), 4—16)
dq1 0q1\0qy o dq, \0q; 1

Comparando-se os lados direitos das equacdes 4-13 e 4-16, vemos que ambos sdo idénticos.
Assim, concluimos que:

dony_ox G417
dt\dq,/ 0q,
Introduzindo-se esse resultado na equacao 4-6, obtém-se:
_0x d /. oOx _0x
xa—qlza(xa—ql)—xa—ql (4—18)
Notemos agora que
0.2
J (%) %0 0%
% 1204 00 am
Introduzindo-se 4-10 em 4-19, obtém-se:
0.2
0 (xT) . 0x
o0, oa (4= 20)

Notemos também que

_prox 0% (4 - 21)
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Substituindo-se 4-20 e 4-21 em 4-18, resulta:

X2 x2
ox d a(?) a(?)
X ] —_

0q, T dt 04, 09,

(4 —22)

Multiplicando-se a equacao acima pela massa m da particula e estendendo-a as componentes y e
z, resulta:

(..ax . 0y ..8Z> d a< x2+y2+z'2>l a< X2 +y? + 27
mi\x m

+ +z == m -
0q, yach dq, dt [0q, 2 dq, 2

Lembrando que a energia cinética da particula é

) (4 —23)

1
T = Em(a’cz + y% + 2?)

a equacdo 4-23 adquire a forma

m(jeax+yay+zaz)=i(a—,T)—a—T (4 — 24)
0q, 0q, dq,/ dt\dq,/ 0q,

Finalmente, substituindo-se 4-24 em 4-4, chega-se a
[E(O_T)_G_T 6q1=(an—x+Fa—y+F£)6q1 (4 — 25)
dt\dq,/ 0qy dq, Yoq, “0qq

E importante destacar que a equagio anterior estabelece a igualdade entre o trabalho virtual das
forcas de inércia (lado esquerdo da equacéo) e o trabalho virtual das forcas aplicadas (lado direito da
equacéo), qualquer que seja o deslocamento virtual g, considerado. Dessa forma, pode-se escrever:
d (OT) aT _F dx +F ay +F 0z
dt\dq,) 0dq; “dq, Ydq “oqy

Notando-se ainda que o lado direito da equagédo 4-26 corresponde a componente F, da forca
generalizada (Fql, qu) atuante em P, ou seja:

_ 7 or _r dx iR oy /E 0z

dq, *oq, Yaq, “0qq
e aplicando procedimento idéntico para a coordenada generalizada g,, chega-se, finalmente, ao par
de equacdes

(4 — 26)

F,

0 (4-127)

d(@T) aT_F
ac\ag,) “ag, o
d a(;‘l a(;‘l (4 —28)
a<a—q2)‘a—(h=qu

As equacdes 4-28 sdo as famosas equacdes de Lagrange. No exemplo considerado, essas equagdes
descrevem o movimento de uma particula que se move sob a a¢éo de uma forga de resultante Fe que
é restrita a mover-se vinculada a uma superficie cuja geometria ¢ funcdo das coordenadas
generalizadas q4, q,.
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5. Aplicacdo das equacgdes de Lagrange a sistemas mecanicos compostos por uma unica
particula

Nos proximos topicos apresentaremos alguns problemas de dindmica do ponto em que as
equacOes de Lagrange séo utilizadas para gerar as equacées diferenciais que governam o movimento
da particula.

5.1. Movimento balistico sem atrito

Consideremos o movimento de um projétil relativamente a eixos retangulares ligados a Terra (Fig.
6).

Figura 6. Particula livre sujeita exclusivamente a acéo da forca peso.

Tratando-se o projétil como uma particula P de massa m, o sistema de referéncia Oxyz como
inercial e adotando-se x, y, z como coordenadas generalizadas, a energia cinética de P €

T=%(3'c2+3'/2+z'2) (5.1—1)
Os termos que comparecem na equacao de Lagrange sdo calculados abaixo:

oT . aT . aT _

a=mx a—y=my £=mz (5.1-2)

d (0T . d /0T . d (0T .

alae)=m zG)=m &(5)=m (31-3)

o _, T_. L, (5.1 —4)

0x dy 0z

Fx=an—x=0-1=O F=Fa—y=0-1=0 F=F%=—mg (5.1-15)

0x Yo Yoy Z %09z

Finalmente, aplicando-se as equacdes de Lagrange, obtém-se

mi =0
mz = —mg

ou seja, as equacdes diferenciais de segunda ordem que governam o movimento balistico sem atrito.

Essas equacOes sdo facilmente integraveis, desde que se conhecam as condigdes iniciais do
movimento, ou seja, a posi¢do (x,, Vo, Zo) € a velocidade (X, yo, Zo) da particula no instante t = 0.
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5.2. Movimento de particula vinculada a curva plana

Um anel de massa m desliza sobre um arame com forma descrita pela equacdo y = bx? (Fig. 7).
Estude o movimento do anel, desprezando as forgas de atrito.

Esse sistema mecanico possui 1 grau de liberdade, devido as seguintes restri¢des:

— 2
y = bx (52— 1)
z=0
yA
P l mg
0\17(96)
xL
Figura 7. Particula mével ligada a um arame.

A energia cinética do sistema € dada por:

m
T = ?(xz + y2) (5.2-2)

Da primeira equagéo vincular 5.2-1, deduzimos que

y = 2bxx (5.2 —3)
Adotando-se x como coordenada generalizada, tem-se:

T = %ma’cz(l + 4b2x?) (5.2 — 4)

A partir da expressao acima, obtém-se os termos das equac6es de Lagrange, a saber :
oT

Frie mx(1 + 4b?x?) (5.2 -15)
d (0T

T ($> = mi(1 + 4b%x?) + 8mb%x%x (5.2 — 6)
aT .

e 4mb“xx (5.2-7)

Notando que a forca vincular V néo realiza trabalho para deslocamentos virtuais compativeis com
os vinculos, tem-se:

9
F, = F, % — —mg - 2bx (5.2 — 8)

Aplicando-se, finalmente, a equacdo de Lagrange, obtém-se a equacdo diferencial de segunda
ordem que governa o movimento do anel vinculado ao arame, ou seja:

mx(1 + 4b?x?) + 4mb?x?x = —2mgbx (5.2-9)
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5.3. Movimento pendular plano em campo elastico

Consideremos uma massa puntual m ligada a uma mola de constante eléstica k, movendo-se no
plano xy sob a acdo do campo gravitacional, conforme ilustrado na Fig. 8.
y

»
»

\
\\\L
SH’/\/\ T+ 6r
9 N\ g

N
r N
N
P

Figura 8. Movimento plano de particula pesada sujeita a forca elastica.

X

v

Como ha uma Unica particula e 0 seu movimento é restrito ao plano z = 0, o sistema tem 2 graus
de liberdade. Admitindo-se como coordenadas generalizadas r e 6, a energia cinética de P se expressa
como:

m .
T = ?(r'z +126?) (53-1)
A forca resultante que age na particula é
F=mgl—k(r—r1,)cos07—k(r—1,)sin67 (5.3-2)
onde 1, € 0 comprimento natural da mola.
Os termos que comparecem nas duas equagOes de Lagrange sao apresentados abaixo:

oT d (0T oT .
—=mr —(=)=m¢ = =mré? 53-3
ar dt(ar') o ( )
dx ady

F;* - an Fyﬁ
= F. = [mg — k(r —ry) cos @] cos 8 + [—k(r — 1y) sin 8] sin 8
=>F =—k(r—ry,) + mgcosb (5.3—-4)
oT . d (0T . . aT
_—= 2 —_—— ) = 2 y —_— = O 5.3 - 5
36 mr T <69) mr<6 + 2mrr0 20 ( )
Fg = E 0x + E 2

706 " Va6
= Fy = [mg — k(r —ry) cos 8](—rsin8) + [—k(r — ry) sin @]r cos 6
= Fy = —mgrsin6 (53-6)

Montando-se as equacfes de Lagrange com os termos calculados acima, obtém-se as equacfes
diferenciais que governam o movimento da particula, a saber:
mit — mrf? = —k(r —ry) + mg cos 6

. . _ (5.3-7)
mr<0 + 2mrr@ = —mgrsinf



Mecanica Racional: Cap.12 Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo  Flavius P. R. Martins 13

6. EquacOes de Lagrange para uma particula em movimento sujeita a vinculos rebnomos

Admitiremos, agora, que a particula se mova sobre uma superficie movel, sujeita a acdo de um

sistema de forcas de resultante F (Fig. 9). Suporemaos, ainda, que ndo haja atrito e que a particula ndo
perca contato com a superficie durante o movimento.

Vo (0)
Figura 9. Particula mével sobre superficie movel.

Suporemos também que o movimento da superficie ao longo do tempo seja conhecido a priori,
isto &, que v, (t) e a(t) sejam fungdes impostas por meio de algum sistema de controle, de modo
que a superficie seja obrigada a mover-se segundo uma lei bem determinada.

Aplicando-se o Principio de d’Alembert a particula, tem-se:
(m# — F)éx + (my — F,)6x + (mZ — F,)6z = 0 (6-1)

onde dx, 8y, 6z sdo as componentes de um deslocamento virtual 8P arbitrario e E,FE, F, sdo as
componentes da resultante das forcas que agem sobre a particula, incluindo-se a forca vincular (mas
deve-se lembrar que o trabalho desta forca é nulo, uma vez que nao ha atrito).

Como a particula é obrigada a mover-se sobre uma superficie mével, seu movimento esta sujeito
as seguintes equaces vinculares:

X = x(qlr qZ' t)
y =y(q1,92,t) (6 —2)
z= Z(qlr qZ' t)

E importante destacar que, nas equacdes anteriores, 0 tempo aparece explicitamente, dado que a
superficie é mavel.

Dessa forma, os deslocamentos virtuais compativeis com os vinculos, sdo:

0x dx dx

ox = aa —0q, + 0, —0q, + a—(?t
dy dy dy

oy = o, —d0q; + 30, — 69, +E& (6—3)
0z 0z 0z

6z = aa —06q, + 5 25q2 3 — 4t

Substituindo-se as equagdes acima em 6-1, obtém-se:
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. 0x 0x
(mit = B) (5 T 50+ 5. 64, + 5 0t) +
. dy dy
(my — ) ( 5q, + 50, ——68q, + o 6t) (6 — 4)
(mz —E,) ( 50+ 5, + %2 &) —0
mZ ql aqz qZ at -

Como 6q1,6q2,6t sdo deslocamentos virtuais arbitrarios e independentes, realizaremos 0s
seguintes experimentos virtuais:

d. 6611 ¢0,5q2 = 0,6t:0
b. &h =O,6q2 ¢O,5t=0

Nesses dois experimentos considera-se que P se mova, a partir do instante ¢ = 0, sobre a
superficie tal como esta se encontra neste exato instante. Portanto, tudo se passa como se a
superficie se mantivesse invariante para esses deslocamentos virtuais impostos a P.

Feitas as consideracdes anteriores, a equacdo 6-4, para o primeiro dos experimentos virtuais,
adquire a seguinte forma:

(,.ax+“ay+,,az>6 ( 6x+F 6y+ 62)6 6-5)
mi\x y Z q1 = o q —
dq1 ~9qy " dq)) " \dq Yaq Faq)

Constata-se, neste ponto, que a expressao do Principio de d’Alembert para uma particula mével

sujeita a vinculos rebnomos nédo difere da que fora obtida previamente para uma particula mével
sujeita a vinculos esclerbnomos (vide eq. 4-4).

Logo, partindo-se de 6-5, referente ao experimento virtual (a) e de
(..6x+..6y+“62>6 (F e A aZ)a (6 —6)
milx VA = _— -
aq; yaCIZ aq; 1 “0q, Y dq, “0q, 1

referente ao experimento virtual (b), chega-se a equacdes de Lagrange idénticas as que se haviam
obtido previamente, ou seja :

d (6T> ay B

dt\dg,) dq, N B
d ((’)T) oy ©-7
dt\dq,) dq, ®

E importante, ainda, destacarmos alguns aspectos do calculo da energia cinética e do trabalho
virtual das forcas generalizadas para particulas sujeitas a vinculos rebnomaos.

A energia cinética, de modo geral, deve ser expressa em coordenadas de um sistema de referéncia
inercial. Contudo, pode-se expressa-la em termos das coordenadas do referencial movel, desde que
se introduza explicitamente a variavel tempo nas expressfes dessas coordenadas.

O trabalho virtual das forcas generalizadas, ou seja,
5ty =F, -6 —(Fax+Fay+FaZ)6 6-8
Tq; = g7 04i = xaqi J/aqi Zaqi qi ( )

ndo contém qualquer aluséo a t. Logo, deve ser calculado considerando-se que os vinculos sao
invariantes no tempo, ou seja, esclerénomos.

Para finalizar este topico, salientamos que a equagdo do Principio de d’Alembert, para um
experimento virtual em que dq; = 0,8q, = 0,6t # 0, adquire a forma:
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("ax+"ay+"az)5t—(1~“ax+Fay+FaZ>5t 6—9
M\ TV TPt Yot Yot ‘ot ( )

Note-se que a equagdo anterior ndo desperta qualquer interesse, pois apenas expressa a
equivaléncia entre o trabalho virtual das forcas de inércia e o trabalho virtual da resultante das forcas
aplicadas a particula, algo que ja se conhecia desde o inicio.

No topico a seguir apresenta-se um exemplo de aplicacdo das equacdes de Lagrange ao estudo do
movimento de uma particula sujeita a vinculos rednomos.

7. Exemplo de aplicacdo: particula mdvel sobre barra giratoria

Uma barra de massa desprezivel gira em torno de um eixo fixo, enquanto um pequeno anel de

massa m desliza sobre a barra sob a acdo de uma for¢ca F (Fig. 10). Determinar as equacOes de
movimento do anel, sabendo que a barra gira com velocidade angular constante w.

A energia cinética da particula é dada por

T=§<xz+y-2) (7-1)

Figura 10. Anel mével sobre barra giratoria.

Notemos, porém, que
X =1 coswt

y = rsinwt 7-2)
de modo que
):CiT:'Cf)Sa)t—T'(DSina)t (7—-3)
y =rsinwt + rw cos wt
Introduzindo-se 7-3 em 7-1, obtém-se
m
T = > (2 cos? wt — 2r7w cos wt sin wt + r?w? sin® wt) +
m . . . . m .
+ > (2 sin? wt +2r7w cos wt sin wt + r?w? cos? wt) = > (2 + r?w?) (7-4)
Da expressao acima obtém-se os termos da equacdo de Lagrange, ou seja:
oT d (0T aT
—=mir —|==)=mf{ —=mro? 7=5
or dt (61") ar ( )
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d0x dy
Fr=Fo+F—
Antes de prosseguir, € importante salientar que esse sistema possui 1 grau de liberdade, uma vez
que o movmento da barra € conhecido a priori. Assim, a posi¢do radial r é a coordenada generalizada
natural para descrever a configuracdo do anel. Deve-se também notar que a forca vincular V é normal

a barra, pois ndo ha atrito; logo, o trabalho virtual dessa forca é nulo para deslocamentos virtuais
admissiveis.

= F, coswt + F, sin wt (7-06)

Analisando-se a expressao 7-6, constata-se que F. corresponde exatamente a projecdo de Fna
direcdo da barra, conforme ilustrado na Fig. 11.

Combinando-se os termos 7-5 e 7-6 na equacdo de Lagrange, obtém-se, finalmente, a equacao
diferencial que governa o movimento do anel vinculado a uma barra que gira com velocidade angular
constante e conhecida a priori:

m(# — rw?) = F, coswt + F, sin wt (7-7)

Figura 11. Interpretagdo geométrica da forca generalizada F,..

8. Equac0es de Lagrange para um sistema de particulas

Consideraremos agora um sistema de p particulas de massas my, m,, -+, m,,, sobre as quais atuam
forgas de resultantes Fy, F,, ..., Fy, respectivamente (Fig. 12).

NI
A N /
S PP /

Figura 12. Sistema de particulas vinculadas movendo-se sob a acdo de forcas.

Aplicando-se o Principio de d’ Alembert a esse sistema de particulas, tem-Sse:
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Z{(mijéi — Fy)ox; + (my; — Fy)8y; + (mZ; — F,)8z;} = 0 8-1)

Admitiremos que esse sistema tenha n graus de liberdade, com n < 3p, e que existam equacdes
vinculares da forma

xi = %(q1, 42, ) Gns )
Vi = Yi(q1,92, -, qn, t) (8-2)
Zi = Zi(fh' qz, - Qn,t)

Nessas condicOes, os deslocamentos virtuais compativeis com o0s vinculos se expressam como:

5xl %6611 %66171
dq, 0qn
i = Tt 4+ 525, (8-3)
0z; %Sql + -4+ 0z oqn
99, 9qn
Substituindo-se 8-3 em 8-1, obtém-se

ax; d 0x; dx;
mx; 94 _ Fpj=— ad 85q. + -+ | mk; — *i — Fy— 6qn
: 09, dq, 0qn 0qn

i=1
Y dy . 0y dy; —4
(miyl'a—q:—Fylaql)&h'F +< iyiaql Fylaq >5Qn &—4)
. 0z; 0z; 0z; 0z;
(mizia_ql_FZiaq>6q1+ +<mZ‘(’)q Zlaq>6qn}_0

Como os deslocamentos virtuais sao arbitrarios, consideraremos experimentos virtuais em que
6q, #0,6q;=0vwi=#1
6q, #0,6q;, =0 vi#2 (8 —5)
oqn # O,Sq;..z Ovi+n

Realizando-se o primeiro dos experimentos virtuais acima, chega-se a

14

Z{(mlxa—x F, & ) 6q, + ( m;y— oy —E ay)(Sql (m-'z'az F, 0z ) 6q1} =0 (8—6)
= a1 q, a1 Yoq Y 0q,

Vé-se que a equacdo anterior tem a mesma forma da equacéo 4-3, caso desconsideremos o sinal
da somatoria. Logo, conclui-se que 8-6 dara origem a equacdes de Lagrange em que a expressao da
energia cinética é dada por:

P
1 ) ) )
=§2mi(xi2 +VvZ + 27) (8—7)
im1

E assim, chega-se a um sistema de n equagdes de Lagrange para um sistema material de p
particulas sujeitas a n vinculos holénomos (rebnomos ou esclerbnomos), ou seja:
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d (dT\ T
a(a—%)‘a—qf%
d 0T\ dT _
E(@)‘@—qu (8-18)
d (TN OT
a(@)‘@ﬂqn
onde
2 0x dy 0z
Fqi=;<ija—qu+ yfa_q]iJerfa_q]i) 8-9)

Nos dois exemplos que seguem, mostraremos como aplicar essas equagdes para determinar as
equacOes diferenciais que governam o movimento de um sistema de particulas e de um corpo rigido.

9. Exemplo de aplicacdo das equacOes de Lagrange a um sistema material em movimento

No sistema de polias ilustrado na Fig. 13, as massas das polias e dos cabos sdo despreziveis
comparativamente as massas m,, m,, ms dos blocos. Admitindo-se que os cabos sejam inextensiveis,
pede-se determinar as equac0es diferenciais que governam o movimento do sistema.

Como os cabos sdo inextensiveis, o sistema possui 2 graus de liberdade. Adotaremos y; e y, como
coordenadas generalizadas.

A invariancia dos comprimentos dos cabos fornece duas equacgdes vinculares, a saber:

Sl+7TT1+y1=C1 (9_1)

y2+7TT2+(f—Sl—S3)=C2 (9—2)

Figura 13. Sistema de polias em movimento.
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A energia cinética do sistema de polias é dada por:
1
T = E(m15’12 +m,85 +m3s3) 9-3)

E importante enfatizar que a energia cinética deve ser calculada utilizando-se velocidades medidas
em um referencial inercial. Observe que, no problema em foco, utilizaram-se y;, s, e $3 , que sdo
velocidades generalizadas absolutas.

Para se expressar essas velocidades generalizadas em termos das coordenadas generalizadas y,, y-
(as que foram escolhidas neste exemplo), derivam-se, inicialmente, as equacgdes vinculares 9-1 e 9-
2, obtendo-se:

$1+5,=0 (9 — 4)

Y2 —S1—$3=0 (9-5)
Introduzindo-se 9-4 em 9-5, resulta:

S$3=Y1+Y> (9-6)
Examinando-se a Fig. 13, nota-se que

S, +y,+s5, =4 9-7
Derivando-se a equacdo anterior, tem-se:

S1+S,+y, =0 (9-98)
Substituindo-se 9-4 em 9-8, obtém-se:

$2=Y1— Y2 9-9)
Introduzindo-se 9-6 e 9-9 em 9-3, chega-se a:

T = %[mﬂ"f +my(y1 — ¥2)% + m3(yy + ¥2)?] (9-10)
Para a coordenada generalizada y, calculam-se os termos

oT

5_371 =myy1 + my(yy — ¥2) + mz(y1 + ¥2)

d (0T - .

E(a_y) = (my + my + my)y; + (M3 — my)y, 9-11)

oT

P

e, para a coordenada generalizada y, calculam-se os termos

aT - S

a7, =my(y1 — y2) (=D + m3(yy + ¥2)

d (0T

a(a—yz) = (m3 —my)j, + (my + m3)y, (9-12)

aT

e

Finalmente, para calcular as forcas generalizadas, utilizaremos o conceito de trabalho virtual.

Notemos que o trabalho virtual associado ao deslocamento virtual §y; € o que se obtém quando
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6ty = F, -6y, (9-13)

Para calcular esse trabalho, realizamos um experimento virtual em que se fixa y, e se varia y;.
Em assim procedendo-se (vide Fig. 13), concluimos que dt,, € dado por:

§ty, = mygby, — (mz + m3)gby, (9—-14)
Da expresséo anterior, chega-se a:
F, = (my —m; —m3)g (9-15)

De forma analoga, obtemos F,, a partir de um experimento virtual com 8y, = 0,8y, # 0. Para
esse experimento virtual, o trabalho virtual €:

6ty, = E,, - 8y, (9 —16)

ou seja,

61y, = (my —m3)gdy; (9-17)
Da expressdo anterior, resulta que:

E,, = (m; —m3)g (9—-18)

Substituindo-se os termos 9-11, 9-12, 9-15 e 9-18 nas equacOes de Lagrange, obtém-se as duas
equacdes diferenciais que governam o movimento do sistema de polias a saber:

(my + my + m3)y; + (my + m3)y, = (my —my, —m3)g

(m3 —my)j; + (my + m3)y, = (M, —m3)g ©-19

10. Exemplo de aplicacdo das equacdes de Lagrange a um corpo rigido em movimento

A Fig. 14 mostra um mecanismo constituido por um disco de raio r e massa m ligado rigidamente
a uma haste de massa desprezivel que gira com velocidade angular conhecida 3 = y(t) em relacéo
a um suporte, o qual, por sua vez, gira com velocidade angular conhecida ¢ = @(t) em relacdo ao
eixo vertical. Sendo 6 o angulo constante formado entre o eixo de rotacdo prépria do disco e o eixo
vertical, determinar os torques aplicados pelos motores que acionam o eixo do disco e o suporte, de
forma a que o movimento descrito seja possivel.

Figura 14. Disco giratorio ligado a um suporte giratdrio.
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O vetor rotacdo instantanea do disco € dado por:

Ui + oK

S
I

Expressando-se « ha base 1, J, k associada aos eixos x, y, z ligados ao suporte, tem-se:

o[(K-7)j + (K - k)k] + 9] = ¢[cos(180° — 6)  + cos(90° — 0) k| + v] = ¢

gl
I

U

T =2 [l Uollw]

Desenvolvendo-se a expressdo acima, tem-se:

®
A energia cinética do disco ¢é dada por:

mr?

. 1
[(lp — @ cos 9)2 + §<p2 sin? 9]

=<,b(—cos€f+sin9§)+1[}f= (11)—¢cos€)f+<,bsin9§

Y — @ cosh
@sinf

A seguir, calculam-se os termos das equac6es de Lagrange:

1 ,
T=§[0 Y —@cosf ¢@sinb]
:>~T—mr2
-4
oT mr?,.
6_1/): > (lp—fpcose)
d (0T\ mr?,.
ar @ = (1/)—<pcost9)
o _ .
oy
oT mr? 0+
— = ¢ sin
a¢ 4
d (0T\ mr?
a(%)=7<’”‘“9+
o _ .
dp

(1/) — () COS 9) cos 0

ré ..
> (¢ — ¢ cos8) cos 6
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(10 — 1)
(10 — 2)
(10 — 3)
(10 — 4)
(10 — 5)
(10 — 6)

Com relacdo as forcas generalizadas, estas serdo constituidas a partir de experimentos virtuais

convenientes.

A forca generalizada F, € explicitada em um experimento virtual com §¢ = 0,6y # 0, de modo

a que se produza o trabalho virtual

5T¢ = Fw 51,[)

(10 — 7)

Analogamente, para explicitar a forca generalizada F, realiza-se um experimento virtual com

6¢ + 0,6y = 0, de modo a produzir o trabalho virtual

6ty =F,b¢

(10 — 8)
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As equacgOes 10-7 e 10-8 evidenciam que as forcas generalizadas Fy, e F, tém a dimensdo de
torques. Construindo-se as equacOes de Lagrange com os termos 10-5 a 10-8, conclui-se que, para
que o movimento descrito seja possivel, € necessario que 0s motores apliquem ao eixo do disco e ao
eixo vertical os torques Fy,(t) e F,(t) determinados a partir da integracdo das equacdes diferenciais
de segunda ordem a seguir:

mr?
2

mrz .o . 4 .o
Fw(t)=T<p51n9+ (Y — @ cos @) cos 6
(10-9)

2
F,(t) = %(lp — (cos0)

11. Forcgas conservativas e potencial de energia

Quando o trabalho realizado pelas forgas que atuam sobre um sistema material depende apenas
das coordenadas inicial e final das particulas, diz-se que as forcas atuantes sdo conservativas.

O trabalho realizado pelas forcas conservativas para fazer com que o sistema material evolua da
configuracdo genérica (Pf, P}, .., B4) para uma configuracio de referéncia (P?,Py,..,BY) é
definido como a energia potencial V do sistema material (Fig. 15).

Portanto, para um sistema material composto por m particulas sujeitas a forcas conservativas
Fi, F,, ..., E,, aenergia potencial é dada por:

~ _ yd U)Yl
Figura 15. Mudanca da configuracéo de um sistema material sob a acao de forcas conservativas.

m ﬁlo m X?,y]('),z;')
v=>"[F-aP= f F.dx; + F, dy; +F, dz (11-1)

Conforme ja exposto anteriormente, para que o tarbalho dessas forcas independa das trajetérias
percorridas pelas particulas, deve-se ter:

F,.. = ov F, = ov F, = v 11-2
X ax] Yi ay] Zj aZ] ( a )
ou, equivalentemente,

F == (x.y;.2) (11-=3)

Observe-se ainda que, se as forgas F; sdo conservativas, valem as relagoes:
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0F; 0 < av) _ 0%
11-4
ok, a9 ( ov\ 0% ( )
De 11-4, conclui-se que
0F.. OF,.
j Yj
- = 11—
ayi axi ( 5)
Estendendo-se a relacdo acima para as demais combinacdes de coordenadas, tem-se:
0F.. OF,.
xj l —0
ayi axi
0F.. O0F,.
I_ =9 (11 -6)
aZi axi
0F,, 0F;
aZi B ayl B

12. Exemplos de sistemas materiais sujeitos a forcas conservativas

Em problemas de Engenharia Mecanica, as forcas conservativas de maior destaque séo a forca
peso e as forcas elasticas.

Nos dois proximos topicos apresentam-se exemplos de célculo da energia potencial associada a
essas forgas.

12.1. Energia potencial de péndulo
Considere-se o péndulo simples plano de massa m ilustrado na Fig. 16.

b3 ______ y¢
l g
0 £
T

by ____ | Ny _.
S

~ E __________

bl S s _h____
Vx T

Figura 16. Péndulo simples plano.

Referida a horizontal b,, a energia potencial do péndulo é:
V =mgh (121 -1)

mas, em relacdo a horizontal b,, a energia potencial vale
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V =—-mgs (12.1-2)
e em relacdo a horizontal b5 vale
V=-mg(s+¥) (12.1 -3)

Adotando-se 8 como coordenada generalizada do sistema, as expressdes anteriores de V adquirem
formas similares entre si. Para os 3 niveis de referéncia b,, b,, b3, a energia potencial do péndulo é
dada, respectivamente, por:

V =mgr —mgrcosf
V =mgf — mgrcosf (121 -4)
V = —mgrcosf

Vé-se, portanto, que as 3 expressdes anteriores de V sdo iguais, a menos de uma constante
arbitraria. Assim, podemos escrever:

V =—-mgrcosf +C (121 -5)

12.2. Energia potencial de mola

Considere-se um pequeno bloco ligado a uma mola de comprimento natural ¢,, conforme
ilustrado na Fig.17.

v

A 4

X2

A
y__v__

Figura 17. Bloco ligado a mola.
Ao ser distendida ou comprimida, de modo a que seu comprimento atinja o valor £, a mola adquire
energia potencial
1 2 1 2
V=§k(€—‘fo) =§kx1 (12.2—1)

referida a posicao neutra P,.

Caso se adote como referéncia a posicéo P,, a energia potencial da mola sera:

1 1
V= Ekxf - Ek(s —£,)? (12.2 - 2)
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Observamos novamente que a expressao da energia potencial apresenta uma constante arbitraria,
aliés, de todo irrelevante.

13. Forgas conservativas generalizadas

Vimos anteriormente que as componentes das forcas generalizadas agentes em um sistema
material contendo p particulas sujeitas a vinculos holénomos, sdo expressas como:

14
Fq.=Z<Fx.%+F.%+F.E) (13-1)
e tdq; taq; “oq,
No caso de as forcas ﬁl- serem conservativas, a expressao anterior adquire a forma:
“\/ ovax, vy, oV oz
FQf:Z<_a_xT_TT_£T> (13-2)
= i0qj 0Y;0q; 104
ou seja,
F, = _v (13-13)
j dq;
Considerando-se, a titulo de exemplo, a energia potencial do péndulo da Fig. 16, ou seja,
V = —mgrcosf (13 -4)
Note mos que a forca generalizada Fy é dada por
Fy =—a—V=—mgrsin9 (13-5)
a0

‘forca’ essa que tem a dimensao de momento.

14. Equacdes de Lagrange para sistemas conservativos

Admitindo-se que atuem no sistema mecanico apenas forgcas conservativas, as equacfes de
Lagrange adquirem a forma:

dory or_ o 1)
dt\dq;/ 0q; aq;

as quais podem ser escritas como

i(a—T)——(XT_I/):o (14 — 2)
dt \dg; 0q;

Neste ponto definimos a funcéo lagrangeana do sistema, também chamada de lagrangeano do
sistema, como:

L=T-V (14 - 3)

Notando que, para 0s sistema mecanicos usuais, V independe de ¢;, podemos escrever:
i((’?—L)—a—Lzo (14 -4)
dt 6ql aql
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No caso de existirem outras for¢as ndo-conservativas agindo sobre o sistema conjuntamente com
as forgas conservativas, as equacgdes de Lagrange adquirem a forma:

d (8L> JdL _ e 145
dt aql aql_ i ( )

onde Fj° € a i®stmacomponente da forma generalizada ndo conservativa agente no sistema.

15. Exemplos de aplicacao das equacdes de Lagrange a sistemas sujeitos a forcas conservativas

Nos préximos topicos obteremos, através das equacdes de Lagrange, as equacdes diferenciais que
governam dois sistemas mecanicos sujeitos a acdo exclusiva de forgas conservativas.

15.1. Péndulo plano suspenso por mola

Considere-se o sistema material constituido por uma massa concentrada m ligada a uma mola de
constante elastica k, conforme ilustrado na Fig. 18.

v

«Q,

.

6

X

v

Figura 18. Péndulo plano sujeito a forga elastica.

A energia cinética do sistema é:

T = %m(f’z +126?) (15.1 — 1)
A energia potencial do péndulo, referida ao ponto de equilibrio estavel, é:

V =mgr(1—-cosf)+ %k(r —19)? (15.1 - 2)

onde 1, € 0 comprimento natural da mola.
O lagrangeano do sistema é

1 . 1
L= Em(i‘z +7126%) —mgr(1 — cos ) — Ek(r —19)? (15.1-13)

Os termos necessarios a construcdo das equacgdes de Lagrange sdo calculados a seguir:
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o
ar

d (GL) .

dt\ar) =™

dL X

== mro? + mg(1 —cos8) —k(r —ry)

az (151 —-4)
)

— =mr-0

a6

d (0L 2z A

— (_) =mr<6 + 2mrro

dt \96

oL

30 = —mgr sin 0

Substituindo-se os termos acima nas equacdes de Lagrange, obtém-se

mi —mrf? —mg(1—cos@) + k(r —ry) =0 (151 5)
mr28 + 2mri6 + mgrsin@ = 0 '

15.2. Barra pivotada, apoiada sobre suspenséao elastica

Considere-se a barra de massa desprezivel ligada a uma massa concentrada m, tendo sua outra
extremidade ligada a uma articulacao fixa. Conforme ilustrado na Fig. 19, essa barra apoia-se sobre
duas molas de constantes elasticas k; e k,. Determine a equacdo de movimento do sistema,
admitindo que as molas tenham comprimentos naturais #; € 4,.

T == lg)
e
D> e
|
k1% kz% i '
B S }
\ | 1 1
DR | |
1 S1 1 1
-~ ! !
: S2 :
| o ol
Figura 19. Barra apoiada sobre molas.
A energia cinética do sistema é
m 242
T=Er 0 (15.2-1)

Admitindo-se pequenos deslocamentos angulares, a energia potencial do sistema é

1
V==k(+s0—-2)%+ Ekz({’ + 5,0 — £,)? + mgro (15.2-2)

N =
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O lagrangeano do sistema €

m . 1 1

L = 77'292 - Ekl(‘g + 516 - ‘81)2 - Ekz(‘g + 829 - ‘gz)z - mgT'H (152 - 3)

Os termos da equacdo de Lagrange sao calculados a seguir :
L )
— =mr<0
a6
d (0L N
S22 2 2 15.2 — 4
dt (ae) mr ( )
oL
% = _kl(’g + 519 - ‘31)51 - kz(‘g + 829 - ‘32)82 - mgT'

Portanto, a equacéo diferencial que governa o movimento desse sistema é
mr20 + kys;(£ + 5,0 — 1) + kys,(£ + 5,0 — £,) + mgr =0 (15.2 = 5)

Admitindo-se que o sistema seja ajustado de forma tal que, na condi¢do de equilibrio estético
(6 = 0,6 = 0,6 = 0), tenha-se:

klsl(f—fl)+k252(f—fz)+mgr = 0 (152—6)
ou seja,
kisi + kys)f + — kys51%
L= (k151 252) mgr 15171 (15.2 = 7)
ks,

a equacdo do movimento assume a forma
mr20 + (ky;s? + k,s2)0 =0 (15.2 — 8)

16. Forcas dissipativas

Essa categoria abrange todas as forcas que dissipam energia quando o sistema esta em movimento
relativo com o meio.

Em geral, a magnitude das forcas dissipativas (Fig. 20) é dada por
|F| = clB| (16 — 1)

onde v é a velocidade da particula, medida em um referencial fixo ou mével, conforme o caso, ¢ é
uma constante empirica ou, entdo, uma funcao dependente do tempo ou da posicao, ou seja,

c=c(xvy,2zt) (16 — 2)
e n é um numero real.

Figura 20. Forca dissipativa agente em particula mdvel em relagéo a um referencial fixo.
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Nos proximos topicos destacaremos dois tipos de forcas dissipativas que agem, freqiientemente,
em sistemas mecanicos — as forcas de atrito seco e as forcas de atrito viscoso.

16.1. Forga de atrito seco

A magnitude dessa forca (Fig. 21) é proporcional a componente normal da forca de contato entre
as superficies dos corpos que realizam movimento relativo entre si, ou seja:

|F| = uN (16.1—1)
“«— F
N

Figura 21. Movimento relativo entre dois blocos em contato sob a a¢do de forcas de atrito seco.

Notemos que a magnitude das forgas de atrito seco pode ser expressa como:
|F| = (uN)Byei|® = clBre]® (161 —2)
onde ¢ = uN.

O sentido da forca de atrito seco é sempre oposto ao da velocidade relativa da superficie sobre a
qual ela age, ou seja:

Vrel

|6rel|

F=—-uN (16.1 — 3)

16.2. Forgas viscosas

Essas forgas (Fig. 22) séo proporcionais a primeira poténcia da velocidade relativa do corpo
sobre cuja superficie elas agem, isto é:

|F| = clBral = clral (16.2 - 1)

onde v,,; é a velocidade relativa do corpo e ¢ é uma constante empirica chamada de coeficiente de
viscosidade.

N
|
U1 VUrel
—_—
N

Figura 22. Movimento relativo de dois blocos em contato sob a acéo de for¢as de atrito viscoso.
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O sentido da forca viscosa € sempre oposto ao da velicudade relativa da superficie do corpo sobre
o0 qual ela atua, ou seja:

ﬁ. _ ﬁrel
|1_7)rel|

(16.2 — 2)

17. Forcas dissipativas generalizadas

Essas forcas podem ser determinadas de duas maneiras: 1%) a partir de um potencial dissipativo,
método esse que serd apresentado adiante; 2%) a partir de expressdes gerais da forma (vide Fig. 23):

5 —i g%y g D 04 17 = 1)
q; — ' xiaq] ylaq Zzaq]
=1
onde
_ _ n. Xi |2 n—-1

in - Cllvll - - Cixilvil
v

Fy, = —cil;|" -2 = ¢35, 17 -2

Vi CilV; ﬁl CiYilVi ( )
L

F = — ni=__-.->,n—1

Zj Cllvll > chllvll
vy

Figura 23. Sistema de particulas vinculadas, sujeitas a forcas dissipativas.

Notemos que o trabalho virtual realizado pelas forcas dissipativas F"l- agentes nas m particulas do
sistema quando estas sofrem um deslocamento virtual &P, é:
m
5t = —Z c(1i8x; + :8yi + 7:62.) |5, (17 - 3)
i=1
Admitindo-se que o sistema tenha n graus de liberdade e que se utilizem coordenadas
generalizadas q4, q,, ..., g, as coordenadas das m particulas sdo expressas como

x; = xi{(q1, 2, -+ qn)
Vi = ¥i(q1, 92, -, qn) (17 — 4)
z; = 2;(q1, 92, -, qn)

Derivando-se as expressdes 17-4, obtém-se:
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. 0x; - dx; |
xl_aqlql aqnqn
dy; dy;
V. = —— () e —— 17 —
Vi aq1q1+ +aqnqn ( 5)
. 0z; I 0z; |
Zi_aqlql aqnqn
Adotando-se deslocamentos virtuais compativeis com os vinculos, tem-se:
d i 8xi
Ox; a—ql5q1+" +ﬁ6qn
n
dy; dy;
5, —a;': 6q1+---+%6qn (17 - 6)
n
aZi aZi
0z; = r q. + -+ r oqn
n

m n a n a
X; X;
5T = — E ed) o ) Zisg, |+
1 Liag, <k=laCIk q")

i=1 j=1

dy;
-5 17 —7
aqk qk) + ( )

n aZi . < aZl' s )Il_) |TL—1

54 594k |(1Vi
(i 0q; ~ \ &4 0qy

O desenvolvimento algébrico da expressdo anterior da origem a uma expresséo do trabalho virtual
das forcas dissipativas, da forma:

ot = fl(qlr o qny qy ey qn)6Q1 + ot fn(chf o qny (:II' ey Qn)6Qn (17 - 8)

onde a componente Q; da forca dissipativa generalizada g éuma funcéo dependente das coordenadas
generalizadas e das velocidades generalizadas, ou seja:

Q; = fi(q1 . G G1 -, Gn) (17 — 9)

No proximo tdpico apresentaremos um exemplo onde comparecem forcas dissipativas
generalizadas devidas a atrito seco.

18. Forca de atrito seco agente em particula

Consideremos uma particula de massa m que se move apoiada permanentemente sobre um plano
inclinado rugoso apds receber uma percussdo que lhe conferiu velocidade inicial ¥,, conforme
ilustrado na Fig. 24. Sabendo que o coeficinte de atrito entre a particula e a rampa € u, escrever as
equacOes do movimento da particula.
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Figura 24. Particula movendo-se sobre plano inclinado rugoso.

A magnitude da forca de atrito Fé
|F| = uN = umg cos a (18 - 1)

O sistema em foco possui 2 graus de liberdade e x e y sdo coordenadas generalizadas adequadas
para descrever sua configurag&o.

A energia cinética da particula é:

m
T=?(5c2+y2) (18 —2)
A energia potencial da particula é:
V =mgysina (18 = 3)
As componentes x e y da forca dissipativa agente na particula sao:
r IF| X X
Y = —|F| == —umgcosa - ——=
17| VX2 + 92
Yy (18 — 4)

E, =—|F|-l= —umg cos a -

|9l

O lagrangeano do sistema é:

Y
NeEss

m
L =?(J'c2+y2)—mgysina (18 = 5)
Os demais termos que comparecem nas equacgdes de Lagrange sao indicados abaixo:
oL
ax
d (6L> R ¢
dat\ax) =™
oL )
ox
oL . (18 —6)
ay ™
d (6L) B
dt\ay) =Y
oL
— = -—-mgsina
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Aplicando-se, finalmente, as equacdes de Lagrange, resultam
mx + uymg cosa ———==0

mji+mgsina+,umgcosaL= 0
VX2 +y?

que sdo as equacg0es diferenciais que governam o movimento da particula.

(18 = 7)

19. Forcas dissipativas viscosas e potencial dissipativo de Rayleigh

Consideremos um sistema material com m particulas P; e n graus de liberdade, sujeito as acdes
de forgas dissipativas viscosas F;, conforme ilustrado na Fig. 23.

O trabalho virtual realizado por essas forcas, para um deslocamento virtual arbitrario 6P &
m m
oT = i 6[_))1 = —Z Ci(fcl-é'xi + y16yl + Zi5zi) (19 - 1)
i=1 i=1
Admitindo-se que o sistema esteja sujeito a n vinculos, que as coordenadas generalizadas sejam
d1, -, n € que se adotem deslocamentos virtuais compativeis com os vinculos, tem-se:

s, = g, ot Hig
x. = .o —
l aql ql aqn qu
dy; dyi
. 19 — 2
5yl aq151+ +aqn6qn ( )
52, = Pigg 4t Lig
Zl aql ql aqn qn
Notemos que as expressdes acima podem ser escritas como
s axl i s axl s
X = q = ) ==-8q;
i aqj T aq] ]
(’)y- ay;
8y = a—qf&z,- = 2.3 % (19 - 3)
j=1 " j=t
P dz; dz; 5
“= [iag, E
J J

Substituindo-se 19-3 em 19-1 obtém-se:

= [ ox; Ay, . 0z
5T:_Z ch 35 e T hay 5q; (19 — 4)
j=1li=
Notemos que a eXpreSSB.O acima pOde ser escrita como:
n
a(x?) 3()’ ) 3(2'2)
5T=—ZZ < AP 19—5
=l 2°¢ a4, aq] aqj 4 ( )

Neste ponto, definimos a funcéo
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m
R=)
j=1

denominada fungéo potencial dissipativo de Rayleigh.

ci(tf + 7 +27) (19-6)

N =

Dessa forma, o trabalho virtual das forcas dissipativas viscosas pode ser expresso como:
0t =— ) —-08q; (19-7)

Por outro lado, j& haviamos visto que esse mesmo trabalho virtual se expressa como:

n
&:Zqu-sq,- (19— 8)
j=1
Concluimos, portanto, que a componente Fy; da forca dissipativa viscosa generalizada € dada por:
P 19-9
aj — aq; ( )

Supondo-se, agora que ajam sobre o sistema material for¢as conservativas e forcas dissipativas
viscosas, as equacOes de Lagrange para esse sistema adquirem a forma:

d<aL> 6L+6R_0 (19 — 20)
Se, além dessas forcas, também agirem outras forcas generalizadas Fy; que ndo se enquadrem na

categoria das forgas conservativas e das forgas dissipativas viscosas, as equacOes de Lagrange
adquirem a forma geral:

d (0L oL N R F 19— 21
dt\dq;) dq; 9dq; Y ( )
20. Aplicacbes das equacoes de Lagrange na sua forma geral

Nos proximos dois exemplos, mostraremos como aplicar as equacfes de Lagrange a sistemas
onde intervém forcas conservativas, forcas dissipativas viscosas e demais forcas.

20.1. Movimento autdnomo de sistema composto por massas, molas e amortecedores

Na Fig. 25 apresenta-se um sistema composto por duas massas, trés molas e trés amortecedores.
Deseja-se obter as equaces diferenciais que governam esse sistema.

xq(0) , x(0)

1k — ky — ks
o SVVAYAYYAY o WWW WWWE
1o & S =

PP AP A L L L A G A A A A L L A A A A L A A A A A v

Figura 25. Sistema composto por massas, molas e amortecedores, sem excitacdo externa.
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Como os blocos oscilam ao longo da direcdo horizontal apenas, 0 sistema possui 2 graus de
liberdade. Adotaremos x; e x, como coordenadas generalizadas. Suporemos que (x; = 0,x, =
0) correspondam a configuracdo em que as 3 molas exibem seus comprimentos naturais. Alias,
sempre que tal situacdo se verifica, diz-se que as coordenadas em foco séo de equilibrio.

Feitas as consideracdes anteriores, calcularemos as funcBes energia cinética, energia potencial e
potencial dissipativo de Rayleigh, ou seja:

1
T = E(m15€12 + m,x3)

1
V= > [kix? + ky(xy — x1)% + k3x3] (20.1 - 1)
e e .2
R—Z[C1x1 + (X — %1)* + c3x5]

O lagrangeano do sistema é

L= %(mla'clz + myx2) — % [kyx? + ky(xy — x1)? + k3x32] (20.1 —2)
Os demais termos das equacOes de Lagrange sao calculados a seguir:

dL ,

6_561 =myXxq

d (0L .

7t 5z) = ik

L

a_x1 = —kyx1 + ka(x; — x1)

dR . .

6_>'c1 = kyXy — ko (X — %)

Il | (20.1 - 3)

0_562 = MmaXy

d (0L .

7t 5z;) = ot

oL

a_xz = —ky(x; — x1) — k3x;

dR . .

9%, = ¢y (X, — X1) + c3%;,

Substituindo-se 20.1-3 nas equacOes de Lagrange, obtém-se as equagdes de movimento do
sistema, ou seja:
m15c'1 + (Cl + Cz)xl - szz + (kl + kz)xl - kzXz == O
mzjéz -7 szl + (CZ + C3).’)&2 - kle + (kz + k3)X2 = O

(20.1 — 4)
20.2. Movimento forgado de um sistema composto por massas, molas e amortecedores

Determinar as equagdes do movimento do sistema material ilustrado na Fig.26, onde se destaca
a acao de uma forca senoidal excitando um dos blocos.
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kq k;, ks Asin(wt)
AVAVAVAS (R W maVAVAVAVAVAVAY: IS maVAVAVAVAVAVAL: BERLCN o 2

O O O O O O
/;//////i////////////|/////////// P
| | |

]

=
s

v

Y Y .
U N ——

X3

Figura 26. Sistema material composto por massas, molas e amortecedores, sujeito a excitacdo externa.

O sistema tem 3 graus de liberdade. Adotaremos x;, x,, x3 como coordenadas generalizadas. As
funcbes energia cinética, energia potencial e potencial dissipativo de Rayleigh séo:

1
V= 5 [keyxf + kp(x3 — x1)% + k3 (xp — x3)?] (20.2-1)
1L
R = 5[01(953 —%1)% + ¢ (% — %3)7]
O lagrangeano do sistema €
1 .2 .2 oy _ 1 2 2 2
L =2 (myxf + mais +m¥3) — 5 [kaxd + ka(xs = x1)* + k3O — x3)°] (20.2 - 2)

Os termos das equacdes de Lagrange sdo determinados a seguir:
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oL )
6_561 =myxq
d /0L .

zi3z,) = mi®

dL

o, = —kyx1 + kp(x3 — xq)
OR
9%,
dL
0%,
d /0L
dt (a_fcz
oL
dx,
OR
9%,
oL
05
d /0L .

2 3x;) =¥

dL

6_x3 = —ky(x3 — x1) + k3(x; — x3)
OR
93

= —c;1 (k3 — %1)
= MyX;

= myX;
) (20.2 -3)
= —k3(x; — x3)

= (X, — X3)

= M3X3

= ¢ (&3 — %) — (X — %3)
Notando que a componente F,, da forca generalizada €
E,, = Asin(wt) (20.2—-4)

e substituindo-se os termos 20.2-3 nas equacdes de Lagrange, obtém-se as equacdes diferenciais
que governam o sistema, ou seja:

myXy + kyxy —ka(x3 — %) — (X3 — %) =0

mzjéz + k3 (xZ - X3) + C2 (xz - X3) = A Sln((l)t) (202 - 5)
M3¥3 + ko (x5 — x1) — k3(x; — x3) + ¢, (X3 — %1) — (%, —%3) =0

21. Introducdo as vibragoes lineares

Neste topico e nos seguintes, estudaremos o movimento de sistemas mecanicos em torno de suas
configurac@es de equilibrio estatico.

Para que as oscilacdes desses sistemas possam ser descritas por equacOes diferenciais lineares e,
por decorréncia, tenham solucdes analiticas harmdnicas, as seguintes condi¢Ges devem ser satisfeitas:

a) Os deslocamentos impostos a partir da configuracéo de equilibrio estatico sdo muito pequenos;
b) As velocidades impostas ao sistema, em sua configuacdo de equilibrio estatico, sdo muito
pequenas.
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Nas Figs. 27a-b, apresentam-se dois sistemas mecanicos — um com 2 graus de liberdade, outro
com 3. Esses sistemas, uma vez atendidas as condic¢des a e b acima destacadas, apresentardo vibragoes
lineares harmonicas com 2 e 3 modos de vibrar, respectivamente.

> X — *2 —» X3
keq ! k, ' ks :
@) (b)

Figura 27. Sistemas mecanicos oscilando linearmente para

6, =0,0,=0,0,=0,0,=0,x, =0, % =0,x,=0,%, =0,x3 =0,%; =0.

Demonstraremos, oportunamente, que a solucdo do sistema de equacOes diferenciais que

governam o movimento do péndulo duplo da Fig. 27-a, para pequenos valores de 6,,64, 85, 6,, é da
forma :

0,(t) = A; cos(w1t + ¢1) + A, cos(w,t + @)
0,(t) = By cos(wqt + 1) + B, cos(w,t + ¢,)
Observe-se, nas equacgdes acima, que ambas as hastes do péndulo duplo realizam movimentos

oscilatérios compostos por dois conjuntos de harménicos — w4, @1 € w4, P, eM que w; € w, S0 as
frequéncias naturais do sistema e ¢, e @, as respectivas fases.

(21-1)

22. Método heuristico para linearizar equaces diferenciais ndo lineares em torno da
configuracéo de equilibrio estatico

Esse método simplesmente aplica as regras (a) e (b) destacadas no topico 21. Além disso, caso
comparecam nas equacdes diferenciais funcbes trigonomeétricas sin ¢, cos ¢, adotam-se as seguintes
aproximacdes:
sing = @
¢p? (22-1)

cosqozl—?

E importante enfatizar que essas aproximagcdes sdo validas apenas para valores de ¢ proximos de
zero.

Para ilustrar esse método, examinaremos o problema do péndulo duplo da Fig. 27a. As equacdes
diferenciais que governam o seu movimento podem ser obtidas aplicando-se as equacdes de Lagrange
e, em assim procedendo, chega-se ao seguinte sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares:

(my + my)1r26, + myry1,6, cos(8, — 6,) — m,1y1,0% sin(8, — 0,) + (m; + m,)gr; sinf; = 0
m,r20, + myr;1r,0; cos(6, — 60,) + m,ry1,67 sin(8, — 6;) + m,gr, sinf, = 0
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(22 -2)
Aplicando-se as regras (a) e (b) do tépico 21, bem como as aproximacoes 22-1, obtém-se:

(m1 + mz)leél + mzrlrzéz + (m1 + mz)gT191 = 0 (22 _ 3)
mzrzzéz + mzrlrzél + ngrzez = 0

E importante realcar o carater linear das equacdes diferenciais 22-3 acima. Nelas, os coeficientes
das derivadas de ordem 2,1 e 0 sdo constantes, diferentemente do que se observa nas equagdes

diferenciais 22-2, onde diversos desses coeficientes sao fungdes nao lineares.

23. Método para obter equacdes diferenciais lineares a partir das equacdes de Lagrange

Esse método tem como fundamento aproximar as fungdes energia cinética, energia potencial e
potencial dissipativo de Rayleigh por funcGes quadraticas nas variaveis qy, ..., qn, 41, -, 4. ESSaS
aproximacdes, quando introduzidas nas equacdes de Lagrange, ddo origem a equagdes diferenciais
lineares, conforme serd mostrado nos topicos a seguir.

24. Expansdo de uma funcdo de n variaveis em séries de Taylor

Uma funcéo f de uma unica variavel g, ou seja, f = f(q4), pode ser aproximada nas vizinhancas
do ponto q; = q?, por uma série de Taylor, conforme indicado a seguir:
of 10%f
= 0 + — —_ 40 + ——
f(q1) = f(q1) 00l o (41 —a1) + 5 0

3

f
0\2
(g1 —q1)° + 319g°

(@1 —q))*+- (24-1)
q?

0
q1
Caso a funcédo f dependa de n variadveis qy, ..., ¢, Sua expansao em séries de Taylor, em torno

do ponto ¢° = (q?,q?, ..., q3) se expressa como:

S . of of
@ =@+ |7 @-ad+sH @)+
dq, 30 aqy 70
1 (’)Zf 0 0 aZf
— 5= — — + -+ _ 0 0 +
Z!Nquaql 60("1 q:)(q: — q1) 50,90 ao(ql a9)(qn — 49
62f aZf
( _ 0)( v _ 0)_|_..._|_ ( _ 0)( _ 0)+
dq,0q, - 42~ 42)\ — 0 94,04 " 2 — 42)\qn — qn
o (24— 2)
0% f 0% f _
(@n— (@1 —q7) + -+ (G — 02 (g, — q0)| +
04,09, 40 In = Gn)\0 — 1 0,0, " n — qn)Gn — qn
1] o3
~l==— @ -a))@—-aD@—a)++
3![661166]16611 " 41 — q1)\q1 — q1)\91 — q1
o3f
+...+—
00n0904n ao] +
4ot

Analisando-se a expressao acima, notamos que a expansao de f = f(g) por uma série de Taylor,
em torno do ponto ¢° é dada por:
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f(q>—f<a°)+z S, @D+
+iii azf (g —a)(a; —aj) +
VAYATrEr P (24 - 3)
1 n n n 3f . . .
+§Zzzaqa%aqkqo(ql a)(a;—a?)(ax —a@) +
i=1j=1k=1

E importante ainda observar que, se q4, ..., g, S0 coordenadas de equilibrio, medidas a partir da
configuracdo de equilibrio estatico do sistema, a expansdo de f(q) deve ser feita em torno do ponto

0= (g9 ..,q%) = (0,..,0) = 0.

Utilizaremos a abordagem exposta neste topico para expandir as fungdes T,V,R em torno da
posicdo de equilibrio estatico do sistema.

25. Expansdo aproximada da energia cinética descrita em coordenadas de equilibrio

Consideremos um sistema material com m particulas P; de massas m;, situadas nas posicdes
(xi,vi, z;). Admitiremos que essas particulas estejam sujeitas a n vinculos holénomos, de modo que
suas coordenadas cartesianas possam ser expressas como fungdes das coordenadas generalizadas
q1, -+ »qn, OU SEja:

xi::xiqlﬂ"rqn)
Vi = ¥i(q1, ) qn) (25-1)
Z; = Zi(Ql! ey qn)

Expandindo-se as fungdes x; (e 0 mesmo vale para y; e z;) em torno da configuracdo de equilibrio

x;(0), resulta:
I 0%
2
a(qf_ +§ZZ@

n
- — ax
x;(§) = x;(0) + Z—l
£ 0q; ~ya
j=1 j=1k=1

Como ¢} = qp = 0,% j, k, a expressao anterior se transforma em:

= dx v 0%
(@) = (3 Z_l _Z Z i
Jj=1 Jj=
Admitindo-se que os deslocamentos q; bem como as velocidades generalizadas g; sejam muito

pequenos, de modo que se possam ignorar os produtos q;qy (deve-se observar que, na expressao da

energia cinética, esses produtos seriam ainda elevados ao quadrado), as velocidades x; podem ser
aproximadas por:

(qj a))(a—a))+-  (25-2)

ajai + - (25-3)

n n
. N0 0| . 25 _ 4
%= 2 aq | YT L% (25—-4)
=1 Yo =1
onde a;; :Z_Z~
0

Naturalmente, y; e z; sdo aproximadas por fungdes similares, da forma:
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"o
|\<
1
<
~
I
S
~
<
~

ml
)
~.

Il
=
<
K
~

Z .
Z n (25-5)

dy i
onde :Bij = a_qj|a e Yl'j = a_q]
0

Elevando-se ao quadrado o termo x;, obtém-se:

2
n n

n n
xf = Zaijfb' = Z%C’Ij Z“qu zz:aif“ikqf‘?k (25-6)

A energia cinética do sistema material, dada por
m
1 ©2 .2 22
=§Zmi(xi +yi +27) (25=7)
i=1

pode, portanto, ser aproximada por:

r=3 Z Z [Z my (i + BijBu + Vij)/ik)fquk] (25 — 8)
=1

j=1k=1

A expressao anterior pode ser representada como:

T zz a5 (25-9)

onde

Ak = Ayj = 2 m; (@i + BijBix + VijVik) (25-10)
i=1
Como todos os valores de aj, sdo constantes, vé-se que a aproximagdo 25-9 € uma fungéo
quadrética das velocidades generalizadas.

26. Expressao aproximada do potencial dissipativo de Rayleigh

Consideremos um sistema material com m particulas P;, sujeitas a n vinculos holénomos.
Admitamos que essas particulas sofram a acéo de forgas viscosas e que c; sejam os coeficientes de
atrito viscoso associados a P;. Nessas condicGes, o potencial dissipativo de Rayleigh € dado por:

m
I
=2 Gl + 37+ 2) (26 - 1)
i=1

Notando-se a similaridade algébrica entre 26-1 e 25-7 (expressdo da energia cinética de um
sistema material com m particulas), concluimos que a mera substituicao formal m; — c; é suficiente
para que se obtenha a expressdo aproximada da funcéo potencial dissipativo de Rayleigh, ou seja:
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1 n n
R==D D by (26 - 2)

j=1k=1

onde
m

by, = Z ci(ajay + BiBrx + ¥j¥k) (26 —3)
i=1

27. Expressao aproximada da energia potencial

Como V depende apenas das posi¢Oes das particulas materiais, sua expansdo em séries de Taylor,
em torno da configuracdo de equilibrio estatico, é dada por:

v V(6)+Zn:av‘ +1n ' 0 + (27 - 1)
j=16q, 5 2j=1k=10q,0qk 5
Notemos que
A R (27 - 2)
5. ]

pois O corresponde a configuragdo de equilibrio estatico (ponto de minimo da funcdo energia
potencial). Além disso, V(6) € uma constante arbitraria e de todo irrelevante. Dessa forma, chega-se
a seguinte expressao aproximada de V:

1
V=3 Z Cikd;qk (27 = 3)
j=1k=1
onde
0%V
Cik (27 — 4)
0q;0qy|5

28. Exemplo de célculo das expressdes aproximadas de T, R,V

Utilizaremos as aproximacOes apresentadas nos trés tOpicos anteriores para obter formas
quadraticas das funcdes energia cinética, energia potencial e potencial dissipativo de Rayleigh,
tomando como referéncia 0 modelo do péndulo duplo plano (Fig. 28).

Adotando-se 8 e ¢ como coordenadas generalizadas, as equacdes vinculares séo:
X1 =X +115In0O
V1 = Yo — Ty COS O
X, =Xg+711SIn0 +1,sing
Y, = Yo — 11 €C0SO — 1, COS @

(28—-1)
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Figura 28. Péndulo duplo plano.

A expressao exata da energia cinética desse sistema é:
1
T =5 mi@f +31) + mp (7 +37)]
e sua forma quadréatica aproximada €:

2
aj = Z m;(ajay + BiBx + ¥Yk)
im1

e
“i1=? .Bij=% Vij=%
Uil 0,0y CRICYS 91 0.0y
Assim, tem-se:
. <6x1 0x4 X 0y, 6y1> i <6x2 0x, N 0y, 6y2>
0q;0qx  0q;0qy /| 0q;0q,  0q;0qk )|

Portanto, a expressdo aproximada da energia cinética é:
1 dx, 2 ay, 2 dx, 2 day, z

S IR R (R
2{ 1[ 0q, g, 3 2 g, dq,

0
1 0x, 0x 0y, 0
—{Zml( 19%1 Y1 3’1)

2 0q,0q, 0q,0q,/1;

m () (6]

R

}q%+
0

<ax2 axz_l_ayz a}’Z) } )

2\0q, 0q; * 8¢, 0q,/I5J 112
}q%
5

dx, 2 day, 2
+mo(525) + (57)
= 2[ 0q; 04,

0
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(28 —2)
(28 —3)
(28 — 4)
(28 —5)
(28 — 6)
(28 —7)

Fazendo-se q; = 6 g, = ¢, as derivadas parciais que comparecem na expressao acima Sao

dadas por:
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6x1 _0xy g1 Oxy|
aql 20 =T, COS 3g.l: =n
axl ax1
aq, dp
dy: 0y, 0y,
—_— —_——= > — =
3q, 90 71 Sin 6 3q:l- 0
Oys _ 0y _
dq, 09
axz . axZ . 6 o 2% axZ _ (28 ~ 8)
34 30 =1, COS 941 =n
0x; axz _0x dx,
= =T, COS =r
0, 0 2P T ogl T
97> 6y2 =1,Sin 0 :% =0
dq, 00 * gl
%=%—r sm(p:% =0
dq, 0 2 dq; g
Substituindo-se 28-8 em 28-7, resulta:
1
T = — [(m1 + my)rf 0% + 2m2r1r26<p + m,ry <p2] (28—-9)
A expressao quadratica aproximada da energia potencial é dada por:
1
Ve 52 Z 6l (28 - 10)
onde
oV (28 —11)
C: e —
T 0q;0quly
Portanto, tem-se:
1
V= E(Cnﬂﬁ + 20120192 + €2293) (28 -12)
onde
0%V 0 ,
€11 = a_qz - 30 [(my + my)gry sin 6] 5 = (my + my)gr; cos 9|6 = (my + my)gn
1
azv_a[(+) inf]| =0 2 1
R P o (28 ~13)
7V _ 9 Imagr, sing] |
Cop = = = —|mygry sin@]| =m,gr, cos|g = mygr:
22 aq% a(p 2 2 (_)’ 2 2 0 2 2
Assim, resulta:
V= > [(my + my)gri 0% + mygr¢?] (28 —14)
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Aplicaremos agora as equacOes de Lagrange ao sistema, adotando as expressdes quadraticas
aproximadas de T e V. Para tanto, calculamos o lagrangeano

1 ) . 1
L= 5 [(m1 + my)r6? + 2m2r1r26<p] ~3 [(my + my)gr10% + mygr,@?] (28 — 15)
e as derivadas

— = (my + my)rE0 + myrn@

06

d (0L o .
E (%) = (my + mpr{0 + myr 1§
oL

T —(my + my)gr, 0

oL . , (28 — 16)
— =Myl + Myt

ap

d (0L .. 5.
T (%) = myn 1,0 + myrs @
oL

% = —Mygnr@

Aplicando-se, finalmente, as equagdes de Lagrange, chega-se ao seguinte sistema de equacOes
diferenciais de segunda ordem
(my + m)r20 + myryr,g + (Mg + my)gr 6 = 0
y ) (28 — 17)
myri1,0 + myrs @ + mygr, =0

Notamos que o sistema de equacdes diferenciais obtido a partir das aproximacdes quadraticas das
fungdes T e V € Inear, ou seja, nessas equacdes ndo comparecem expressdes ndo lineares envolvendo

919191<p1(p1(p .

29. Equacdes de Lagrange aplicadas a formas quadraticasde T,V e R
Introduzindo-se nas equac@es de Lagrange as funcdes aproximadas de T, V e R, ou seja:

n

n
z Z Ak q;q; (29— 1)
=1

k=1

T

R

N =

bjrq;qr (29 -12)

=~

IR
N -
NG
MM T

14 Cikq;jqxk (29 -3)

IR
N[ =
(NgE

1l
=
=

1l
=

j
obtém-se um sistema de equacdes lineares de coeficientes constantes.

Mostraremos a seguir que a afirmacg@o anterior € verdadeira, para 0 qué consideraremos um
sistema mecanico com n = 3 graus de liberdade. Em tal caso, tem-se:
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ajrqiqj = E(aan +2a12G1G; + 20130143 + 20234203 + 02245 + az345)

vﬂ

IR
N[ -
NGl

-
1l
[y

&
w |l w
=

bjxq;q; = E(bnq% + 2b12G1q2 + 2b13G143 + 2b23G203 + ba2q5 + b33q3)

s
I

N =

(Ngl

~.

Il
=
&
=

<<
IR
N =
Nl
=
w
=Y

1
Cikqjq = E(C11CI% + 2¢1201q2 + 2¢13q1G3 + 2€23G2G3 + €22G5 + €33G3)
1

J
(29 —4)
Os termos das equacdes de Lagrange s&o calculados a seguir:

aL. b i+ Gt

94, = aq191 T Q1242 T 41343

d (oL , . .

%(a_ql) = a11q1 + A12q; + A4343

dR : : :

ETN = b11G1 + b12G2 + b13Gs

oL

0q,
Substituindo-se esses termos na equagdo de Lagrange, resulta:

(29 —-5)
= —C1191 — C12q42 — C13q3

a11Gq + a12Gz + a13Gs + b11Gq1 + b12q; + b13qs + €111 + €129z + €133 =0 (29 -6)
Estendendo o resultado anterior para um sistema com n graus de liberdade,obtém-se:

all e aln ql bll e bln ql Cll b Cln CI1 O
[ e N -
anl a1 bnl e bnn Cnl CTlTl q3 O

d2 92
ds as
As matrizes [A], [B], [C], quadradas e simétricas, sdo denominadas, respectivamente, de matriz
de massa, matriz de dissipacdo e matriz de rigidez. Dessa forma, o sistema de equacOes
diferenciais lineares 29-7 pode ser representado como:

[A]l4] + [B1[4] + [C1lq] = [O] (29-8)

As equacdes diferenciais acima descrevem as vibracdes lineares realizadas por um sistema
mecanico autbnomo (néo excitado por forgas externas) com n graus de liberdade.

+

Caso as forcas dissipativas sejam despreziveis, tem-se
[A14] + [Cllq] = [0] (29-9)
e o sistema exibira vibrages harmonicas ndo amortecidas tendo, como autofuncdes,
q1 = A; cos(wt + @)

: (29 — 10)
qn = Ay cos(wt + @)
Derivando-se 29-10 duas vezes, resulta :
G; = —w?A; cos(wt + @)
: (29 — 11)

Gn = —w?A, cos(wt + @)
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Introduzindo-se 29-10 e 29-11 em 29-9, obtém-se:
6111(02 — €11 alan — 10 ] [A1 0
anla’)2 —Ch1 anno’)2 — Cnn An 0

Para que o sistema de equacdes lineares homogéneas 29-12 tenha solucdo diferente da trivial,
deve-se impor:
2 _ 2 _
a; w €11 * OpW Cin
2 2
Ap1W™ —Ch1 *° AppW™ — Cpp

A equacdo anterior € uma equacéo polinomial algébrica de grau n, cujas raizes sdo as freqliéncias
naturais w, ..., w, do sistema. Uma vez determinadas essas raizes, sua substituicdo, uma a uma, no
sistema de equacdes lineares homogéneas 29-12, fornece, a menos de um fator de escala irrelevante,
as amplitudes A4, ..., A,, das vibracGes harmdnicas correspondentes. O conjunto dessas amplitudes,
para uma dada freqiiéncia natural w;, caracteriza o i¢™° modo de vibrar do sistema.

30. Exemplo de aplicacdo do método de geracdo de equacbes diferenciais lineares de um sistema

Na Fig. 29, apresenta-se um sistema mecanico constituido por 2 péndulos simples de mesmo
comprimento £ e massa m, interconectados entre si por uma mola de constante elastica k. Admitindo-
se que, na configuracao de equilibrio do sistema a mola exiba seu comprimento natural, determinar
as equacoes diferenciais que governam o movimento do sistema, supondo pequenas oscilacdes.

Adotando 6; e 8, como coordenadas generalizadas, as equacao vinculares se escrevem como:

x; =+ cos0,
y, = ¥sin 6,

x, =¥ cos b, (30-1)
y, =b+¥sinb,
A energia cinética do sistema é:
1 . .
7'::§1n£2(954-9§) (30 —2)
s/ S S S S S S /OI/ / y

k
—VVVVVV

'
0,

Xy
Figura 29. Péndulos conectados por mola.
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A energia potencial do sistema é:
1
V= Eka2 (sin B, — sin8,)% — mg¥(cos H; + cos B,) (30—-3)

Notando que a expressdo de V € ndo linear e ndo quadratica, utilizaremos o procediemnto
apresentado no topico 27 para aproxima-la por uma forma quadréatica. Assim, tem-se:

ov.  av

FPR = 36, = ka?(sin; — sin§,) cos 6; + mg¥sin 6, (30— 4)
0%V 9%V ) _ _
—— = — = ka®(cos?® 6, — sin® 0;) + ka* sin 6, sin ; + mg¥ cos 6, (30 —5)
dq; 06;
0%V ) )
— = ka?(1 — 0) + ka®sin 0sin 0 + mg¥ cos 0 = ka? + mg? (30-16)
691 6,=6,=0
0%V = 0%V = —ka? 0 0 30—-7
90,90, 90.08, a“ cos 6, cos 6, ( )
o'V ka2 (30 — 8)
= —ka —
00,00, 0,=6,=0
av. av
= ka?(sin 6, — sin 6,)(cos 8,) + mgf sin 6, (30-9)
6q2 692
0%V 9%V 5 . ) 5 5 4
— = = = ka*®sin6; sin 6, + ka*(cos* 6, — sin” B,) + mg¥ cos 0, (30 — 10)
dq; 065
0%V
= ka?0- 0+ ka?(1 — 0) + mg? = ka? + mg? (30 — 11)
602 0:=6,=0

Portanto, a expressao quadratica aproximada da energia potencial é:

[(ka + mg£)0? — 2ka?6,0, + (ka?® + mg?)6%] (30 —12)

IIZ

Desprezando-se 0 termo constante da expressdo aproximada de V, chega-se a:
1
= 5 [ka® (6, — 62)* + mg2(65 + 67)] (30 — 13)

Poderiamos ter chegado ao resultado anterior fazendo a substituicdo direta de expressdes
aproximadas das funcBes seno e cosseno na expressdo exata da energia potencial (30-3). Tomando-
se, portanto,

sm9—9—§92 +..=0
1 1 (30 —14)
— 1 __p2 e ~1 —_-_p2
cosf =1 2¢9+ =1 29
e substituindo-se em 30-3, resulta:
1 1 1
V= —ka2(91 — 92)2 —mg? (1 ——912 +1 ——912)
2 2 2
1
>V = 3 [ka?(8, — 6,)? + mgf(0% + 62)] — 2mg?t (30 — 15)
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Vé-se, portanto, que as expressdes 30-15 e 30-13 sdo iguais, a menos de uma constante de todo
irrelevante.

Tomando-se as funcdes T e V dadas, respectivamente, por 30-2 e 30-13, o lagrangeano do sistema
e os termos das equacdes de Lagrange sdo:

1 o 1
L= Em{)z(ef +02) — > [ka?(8, — 6,)% + mg£(6? + 62)] (30 — 16)
oL
—_— = mfzel
26,
d (oL ,
a ﬁ =mé 91
1
oL ,
ﬁ = _ka (92 - 91) - mgf@l
aLl (30 — 17)
= 2
70, me<0,
d /0L -
a(@) =mto;
oL

6_92 = ka2(91 - 92) - mgf@z

Assim, resultam as seguintes equacdes diferenciais lineares, validas para o caso de o sistema
realizar pequenas oscilacdes:

m#26; + ka?(6; — 6,) + mg£6; = 0 (30 — 18)
me?6, — ka®(6; — 6,) + mg£6, = 0
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