Sobre funcoes de trés variaveis

Uma funcao de trés variaveis é indicada por
f:GCR*— R
(x7y7 Z)—> w = f(xv Y, Z)
O dominio de uma tal funcao é um subconjunto G do espac IR?.

O gréfico de f é o subconjunto de IR* definido por
Gy ={(z,y,2,w) e R": (z,9,2) € Gew= f(z,y,2)} = {(x,9, 2, f(2,9,2)) : (2,y,2) € G}

Agora nao é possivel desenhar o grafico de f, mas temos o recurso das chamadas superficies de
nivel.

Definigao: Considere a fungdo w = f(z,vy, 2), (z,y,2) € G, e ¢ € IR. A superficie de nivel ¢ da
funcao f é definida por

Se=A{(z,y,2) € G: f(z,y,2) =c}

Exemplo: Considere a funcao f(z,y,2) = Va? 4+ y? + 22 — 1.
Determine o dominio G de f e a sua superficie de nivel 7.

Temos que (z,y,2) € G «— 22 +y>+y*> 1

A superficie de nivel 7 é dada por f(z,y,z) = 7, e portanto, /a2 + y?> + 22 — 1 = 7, e obtemos
2+ + 22 —1=49, e x? +y* + 22 = 50: a superficie de nivel 7 é a esfera de centro na origem e

raio v/50.

Definigao: Seja w = f(z,y, 2), (z,y,2) € G, e (xo, Yo, 20) € G.

(i) Dizemos que f é continua em (xg, Yo, 20) Se lim f(z,y,2) = f(xo,v0, 20), isto é:
(I,y7z)_>(a?07y0720)
para todo € > 0, existe § > 0 tal que

”(I‘,y,Z) - (5150,?/07 ZO)" <0 — |f(l’,y,Z) - f(any()aZON <€

f é continua se é continua em todos os pontos de seu dominio.

(ii) As derivadas parciais de f no ponto (g, yo, 20) sdo definidas por

a—f(x %) = lim f(@o + hy 9o, 20) — £ (20, Yo, 20)
o 05 Yo, 20 = o h

of o f(xo,yo + K, 20) — f(o, Yo, 20)
a*y(%,yo,zo) = klglo 2

d . fmo, 0,20 + 1) — f(x0, Y0, 20)
g(ﬁo,yo,zo) = }}glo

(iii) f é diferencidvel em (xg, yo, 29) se existem «, 5,6 € IR tais que



ﬂ%%@—fummww—a@—ww—ﬁw—yw—ﬂz—%):O

|(x — xo,y — yo, 2 — 20)]|
Pode-se demonstrar que, neste caso, os valores de «a, 3, d sao as derivadas parciais de f no
ponto (Zo, Yo, 20):

of

o = o ($07y0a Zo)
0

p = af(xoayoazo)
0

0= D2 ($o,y0,zo)

Definigao: Seja w = f(z,y, 2), (z,y,2) € G, uma fungao diferencidvel.
O gradiente de f num ponto (z,y, z) de seu dominio é definido por

0 0 0
VI02) = (502 5 (0.9, G 0,2)

Proposigao: Seja w = f(x,y, z) uma funcao diferencidvel e (zg, o, 2z0) um ponto de seu dominio.

Se f(xo, Yo, 20) = ¢ entao o vetor
v f(x0, Y0, 20) é perpendicular a superficie de nivel ¢, isto é, é perpendicular ao plano tangente a

superficie de nivel de f que passa pelo ponto (xg, yo, 20)-
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Exemplo: Determine o plano tangente ao elipséide 9 + 1 + 36" 3 no ponto (3,2,6).
52
Considere a fungao f(x,y,z) = % yz TR Entao o elipsdide dado é superficie de nivel 3



da funcdo f. Pela proposicao anterior, vale que 7f(3,2,6) é vetor normal ao plano tangente
procurado. Por sua vez,

2¢ 2y 2 6 4 12
VH(e,y.2) = (55 50, de maneira que v£(3,2,6) = (5. 7.5
ao vetor (6,9,3). Como o plano tangente passa pelo ponto (3,2,6), pode ser determinado pela
equacao 6(z —3) 4+ 9(y — 2) +3(z — 6) = 0.

) que, por sua vez, é paralelo

Proposigao: Sejam f(z.y.z) e g(x,y, z) fungoes diferencidveis, e considere a curva v definida pelas
equacoes

{ f(xayaz) =0
g(‘ThyVZ) = G2

isto é, a curva 7y é intersegao de duas superficies de nivel de f e g, respectivamente. Dado (o, yo, 20)
um ponto do trago de v, se o vetor ¥ = 7 f(xo, Yo, 20) A Vg(Zo, Yo, 20)7# 0 entao ¥ é tangente a
curva 7y no ponto (g, Yo, 20)-
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Exemplo: Determine a reta tangente a curva v dada por intersecao do elipséide 2% + 3% +32%2 =5
e o cilindro 422 + 3y* = 7 no ponto (1, —1,1).

Temos que:

2?2 + y? + 322 = 5 é superficie de nivel 5 da fungao f(z,y,2) = 2? + y? + 322

4% + 3y? = 7 é superficie de nivel 7 da fungao g(z,y, 2) = 42% + 3y>.

Entao um vetor diretor v para a reta procurada pode ser obtido como

Vamos as contgd (z,y, z) = (2x,2y,62) — <7 f(1,—1,1) = (2,—2,6)



vg<x7y7z> - (8%,61%0) — \V4 f(17 _17 1) - (87 _670)
i j k

T=[2 -2 6| = (36,48,4).
8§ —6 0

Portanto, a reta tangente a curva no ponto considerado tem equacao

(x,y,2) = (1,—1,1) + t(36,48,4), t € R.



