Regressao linear simples



Analise estatistica bivariada

= Associagao entre duas variaveis qualitativas
Tabelas de contingéncia

= Associacao entre duas variaveis quantitativas
Correlacao e Regressao



Associacao entre variaveis quantitativas

l

Correlacao e Regressao
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Suponha que X e Y sao duas variaveis quantitativas que podemos
assumir serem variaveis aleatorias com distribuicoes normais.

Estamos interessados em analisar uma possivel
Associacao Linear entre elas.

Um modelo simples seria:
E(Y /)(:%> = /abﬁ) = f"'?(’

para algum valor dec( e (> . Ou seja, estamos considerando
a possibilidade de que "Y e’ uma funcao linear de X".

)/: X+ X+ " oo alestrio”
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Figura 16.2: Representagdio do modelo E(Y|x) = o + Bx.

y i

E(Y|x) = o + Bx
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Exemplos:

Idade e altura das criancas;

Tempo de pratica de esportes e ritmo cardiaco;
Tempo de estudo e nota na prova;

Taxa de desemprego e taxa de criminalidade;
Expectativa de vida e taxa de analfabetismo.
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Estamos supondo que, para cada valor observado de X, Y e' uma variavel

aleatoria P valoce esFemdo o2
Y para esse

X y >/(: - * e(-. wzlor olezrVC‘e&b

oo h— Olz >( L
X | ¥ iy
X.Z b[z A aleatoriedade, o "erro", aparece apenas na
o dependencia do Y correspondente a cada valor
Xl Y observado de X.

Note que nao estamos levando em conta a aleatoriedade das observacoes de X: sao
supostas "dadas" ou "deterministicas”.

Em geral supomos: 6(6( | X;= 1) =0 j noD O/QFQI/\JZM
vac( e X;=x)= T*

QUQ‘Z‘——"]QV\ 90.’0 LoLod

Por simplicidade, suponha:

oN0S VA OmoSI. o~ N (036%)



Diagrama de dispersao
Exemplo 2: Nota na prova e tempo de estudo

X : tempo de estudo (em horas) e Y : nota na prova

Tempo(X) Nota(Y) @ -

3,0 4,5 N
7,0 6,5

2,0 3,7 s |
1,5 4,0 &

12,0 9,3 o -

Tempo



A partir dos dados observados: >—<—
X
[

Y

b/
X2 | s

Vi

temos duas questoes basicas, que estao intimamente relacionadas:

1) Ha' evidencias que "Y depende linearmente de X" como
o modelo supoe?

2) Quais sao as estimativas para os parametros
correspondentes?

0( | P> <e'l'l'allf%)é—)

n H ", H H ?
Reality check": por que estou interessado nestes dois parametros e /?) o

Como estimar b 2 ﬁ <
0



Temos dois parametros desconhecidos: X < ﬂ\

Z
Para cada par de valores C X, (";) e IK

teriamos o valor esperado correspondente a cada valor observado X .

b{(o(.(g) = 0< +ﬂ“|>(l_-

e poderiamos calcular os erros correspondentes:

Q= >/L-—- >{(D(|‘%> = >/L.—' (< + [ﬁXL) ) (=0,2,... N
4

A (5N (SN

Va/or
VQ,‘OF V&[Of l 9
plservado esgerads ? Se ><0

TQ m
Olé y C(iiz iﬁ?ma%(>



Erro quadratico total:

yi(%@ 20 Tk

> o/’:"W IS .
15‘ J 5 . G . .
yL o /j‘\error term (e) QL

100 200 300
Xy
‘] Z
SQp)= € 4
(=\
"erro quadratico total" -

Min
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Encontrar os valores de X e. ﬁj que minimizam 5&2 CO( ,ﬂ)

A )
A A - "ochmadores Jarm K e fo

e’ um problema simples de calculo. Encontramos:
A —_— A —
X= Y- pBX

i —_—
ngy{- -nXY

?3

— - —
2 X7 —nX
EX

.9:&+@X\ I

"reta de regressao”




Avaliacao do modelo:

"Parece razoavel que Y depende linearmente de X ?"

'S
un

Altura (cm)
=

0
S
1 1
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{

y = 0,4734x + 85,012  °*
L

9, (5
Y

100

"Variabilidade observada em Y":

n —\Z
sat=> (Y:-Y) /Vp\/ .

t= (
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Idade (meses)

X
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155 y=04734x + 85012 *
.
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2.0Y0 quadm'qlfco W 0 eshmadr

"Erro do modelo” —~—A— 2 o obgervado

6&2@9 = ?; CYE_'§[)Z
J

T rpsiduo® = I(Faﬁ(e o mrfahrﬁ'o}aale Jeo f/or()e, o
woddo NAD exPQCcoo .

"Erro explicado pelo modelo": “soma devide @ mgr@s@f;
a0 modelot

"variabilidade observada em Y" se o modelo fosse "verdadeiro"

Seram oS wrlores
OVJ_CerV&dDS 'Fim X,,Xz,



Temos 3 somas de quadrados:




De novo:

y L e 5
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Ops, aqui isso vale ... lores doser\/ada&
pelo teorema Vi Je
de Pitagoras! 7
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Para todo par de valores (0(\ ()J> temos yCN I ) em algum lugar no plano
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Entao temos

S lof = SGkey + SRfes

/\?\ % \‘t/\ ! [ResFup*!
V&IN&W@HOJQ do

" VeV lbde Parde nao
Xz Z]DQﬁ) P o
Mo&z{o O):/Q@" &0&
\& r&fon Uesholo

O modelo sera' bom se explicou a variabilidade observada em Y!

(< = 6&,2@?!’ - [O,(Z che w@r amvxo‘g
o 1ot

/

o



Coeficiente de correlagao linear

E uma medida que avalia o quanto a “nuvem de pontos’
no diagrama de dispersao aproxima-se de uma reta.

altura
1.25 1.30 135 140

120

115

20 25 30 35

peso

’
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O coeficiente de correlacao linear de Pearson é

dado por
S (X, XY, - V)
_ =l
' (n—1)S,.S, ”

XeY saoasmeédiasde XeY,respectivamente;

S, eS, saoosdesvios padraode X e Y, respectivamente.
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FOormula alternativa

ZXY nXY

I =

(n 1)S, S,

ZX —nX

Q? = =
(n—1)
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Voltando ao Exemplo 2

Tempo (X) Nota (Y) (X- )-() (Y - 9) (X- )-() (Y- 9)
3,0 4,5 -2,1 -1,1 2,31
7,0 6,5 1,9 0,9 1,71
2,0 3,7 -3,1 -1,9 5,89
1,5 4,0 3,6 -1,6 5,76
12,0 9,3 6.9 3,7 25,53
25,5 28,0 0 0 41,2
X =5,1 Y-56

2,1)% +...+(6,9)%> 78,2

2 _( :
Sy = =19,55=S, =4,42

2 2
(-1,1) —|—...‘|‘(3s7) — 21’9 :5,47:>Sy :2!34
4 4

2 _
Sy_

Entao,
. 41,2
4.4,42.2,34

=0,9959
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Propriedade: -1<r<1

Casos particulares

r = 1= correlacao linear positiva e perfeita;
r = -1 = correlacao linear negativa e perfeita;
r = 0 = inexisténcia de correlacao linear.

18



r =1, correlacao linear positiva e perfeita

20— -

r = -1, correlacao linear negativa e perfeita

n

— 15 —
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10 — -
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Exemplo 3: criminalidade e analfabetismo

Considere duas variaveis observadas em 50 estados
norte-americanos:

Y: taxa de criminalidade
X: taxa de analfabetismo




Diagrama de dispersao
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Taxa de analfabetismo

Podemos notar que, conforme aumenta a taxa de
analfabetismo (X), a taxa de criminalidade (Y) tende a

aumentar. Nota-se também uma tendéncia linear.
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Calculo da correlacao

Y=7,38 (médiadeY) e Sy = 3,692 (desvio padrdo deY)
X=117 (médiadeX) e S_ = 0,609 (desvio padrao de X)
2X.Y;= 509,12

Correlagaoentre X e Y:

n —_— —
in Y;—nXY
1

(n—1)S, S,
 509,12-50.7,38-117 77,39

= = 0,702
49.3,692.0,609 110,17

24



Exemplo 4: expectativa de vida e analfabetismo

Considere duas variaveis observadas em 50 estados
norte-americanos:

Y: expectativa de vida
X: taxa de analfabetismo

25



Diagrama de Dispersao
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Taxa de analfabetismo

Podemos notar que, conforme aumenta a taxa de
analfabetismo (X), a expectativa de vida (Y) tende a

diminuir. Nota-se também uma tendéncia linear. y



Calculo da correlacao

Y= 70,88 (médiadeY) e Sy =1,342 (desvio padrdo deY)
X=1,17 (médiadeX) e S, = 0,609 (desvio padrio de X)
>X.Y.=4122,8

Correlagcaoentre XeY:

n — —
in Yy—nXY
1

(n—1)S, S,
__41228-50-70,88-117 23,68

= =-0,59
149.1,342-0,609 40,047




Taxa de criminalidade

Analise de Regressao

Diagramas de Dispersao

— 747
15

—
i

m
|
Expectativa de vida

0.5 1.5 25 ns 1.5 25
Taxa de analfabetismo Taxa de analfabetismo

= Explicar a forma da relacao por meio de uma

funcao matematica: Y =a + bX N



Analise de Regressao

M

Reta ajustada: |Y = a + bX

Oquesiodeb?

a : intercepto
b : inclinacao ou coeficiente angular

o=

intercepto
/ g

coeficiente angular (tags)
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Analise de Regressao

e|guais coeficientes angulares eDiferentes coeficientes angulares

eDiferentes interceptos e|guais interceptos

30



Reta ajustada: ? —a+ bX

Interpretacao de b: Para cada aumento de uma
unidade em X, temos um aumento médio de b
unidades em Y.

tag(a):J’2_y1: V2™ N
=% x+l-x
:y2_yl :b




Reta ajustada
(método de minimos quadrados)

157

—_—
1

Taxa de criminalidade

0.5 1.5 25
Taxa de analfabetismo
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Reta ajustada
(método de minimos quadrados)

Os coeficientes a e b sao calculados da seguinte
maneira:

33



No Exemplo 3, .

107 . ® e

A reta ajustada fica dada por

Taxa de criminalidade
-

M

Y=2,397+4,257X 7

0.5 1.5 2.4
Taxa de analfabetismo

Y :valor predito paraataxade criminalidade

X :taxade analfabetismo

Interpretacao de b: Para um aumento de uma unidade
na taxa do analfabetismo (X), a taxa de criminalidade

(Y) aumenta, em média, 4,257 unidades.
34



M

Graficamente, temos Y =2,397+4,257 X

157

107

(T
I

Taxa de criminalidade

0.5 1.5 2.5
Taxa de analfabetismo

Como desenhar a reta no grafico?
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N

No Exemplo 4,

|
i

i |
i

A reta ajustada fica dada por

Expectativa de vida
=
I

-]
7

" " °

Y=72,395-1,296 X o

m
]
|
L
L

o
]
|
&
L J

0.5 1.5 25
Taxa de analfabetismo

Y :valor predito paraaexpectativade vida
X :taxade analfabetismo

Interpretacdao de b: Para um aumento de uma unidade
na taxa do analfabetismo (X), a expectativa de vida

(Y) diminui, em média, 1,296 anos.
36



Graficamente, temos

M

Y=72,395-1,296 X

747

=]
5]
I
L
-

Expectativa de vida

0.5 1.5 2.5
Taxa de analfabetismo
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Exemplo 5: consumo de cerveja e temperatura

Y: consumo de cerveja diario por mil habitantes
(em litros);

X: temperatura maxima (em 2C).

As variaveis foram observadas em nove localidades
com as mesmas caracteristicas demograficas e sdcio-
economicas.
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Exemplo 5: descricao dos dados

Localidade

OO JdJo OlddWDNDHRK

Temperatura
(X)
16
31
38
39
37
36
36
22
10

Consumo
(Y)
290
374
393
425
406
370
365
320
269
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Diagrama de Dispersao

400 —

350 —

Consumo

300 —

| | | |
10 20 30 40

Temperatura

A correlacao entre XeYér=0,962.
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Consumo de cerveja

M

A reta ajustada fica dada por: Y=21737+474X

400 — y Qual é a interpretacao de b?

Aumentando-se um grau de
temperatura (X), o consumo
de cerveja (Y) aumenta, em
média, 4,74 litros por mil
habitantes.

350 —

300 —

| | | |
10 20 ad 40
Temperatura

Qual é o consumo previsto para uma temperatura de 252C?

Y =217,37+4,74 (25)= 335,87 litros
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