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Variaveis Aleatorias

Variavel aleatdria é uma funcao, X(w), que associa a
cada um dos resultados de um experimento aleatdrio
um numero real;

Experimento: Captura de trés aves e classifica-la
quanto ao habito em insetivora e frugivora

Cada ave: i = insetivora e F = frugivora
Espaco amostral Q
Q = {iii , iiF, iFi, Fii, iFF, FiF, FFi, FFF}
Transformar os resultados do experimento em valores
numericos?



Variaveis Aleatorias

Variavel aleatoria € uma fun¢ao que associa a cada um
dos resultados de um experimento aleatdério um
numero real;

X(w) =2 numero aves insetivoras

Y(w) =2 numero de aves frugivoras

Espaco amostral Q
Q = {iii , iiF, iFi, Fii, iFF, FiF, FFi, FFF}



Variaveis Aleatorias

Variavel aleatoria € uma fun¢ao que associa a cada um
dos resultados de um experimento aleatdério um
numero real;

X(w) =2 numero aves insetivoras

Espaco amostral Q
Q = {iii, iiF, iFi, Fii, iFF, FiF, FFi, FFF}

X(w) ={3



Variaveis Aleatorias

Variavel aleatoria € uma fun¢ao que associa a cada um
dos resultados de um experimento aleatdério um
numero real;

X(w) =2 numero aves insetivoras

Espaco amostral Q
Q = {iii , iiF, iFi, Fii, iFF, FiF, FFi, FFF}

X(w)={3 ,2



Variaveis Aleatorias

Variavel aleatoria € uma fun¢ao que associa a cada um
dos resultados de um experimento aleatdério um
numero real;

X(w) =2 numero aves insetivoras

Espaco amostral Q
Q = {iii , iiF, iFi, Fii, iFF, FiF, FFi, FFF}

X(w)={3 ,2 ,1



Variaveis Aleatorias

Variavel aleatoria € uma fun¢ao que associa a cada um
dos resultados de um experimento aleatdério um
numero real;

X(w) =2 numero aves insetivoras

Espaco amostral Q
Q = {iii , iiF, iFi, Fii, iFF, FiF, FFi, FFF}

N\

X(w)={3 ,2 ,1 ,0}



Variaveis Aleatorias Discretas

Pode ser classificada como:

* Variavel aleatoria discreta: os possiveis valores da
variavel pertencem ao conjunto dos numeros Inteiros

— geralmente associado a contagens

*Variavel aleatoria continua: os possiveis valores da
variavel pertencem ao conjunto dos numeros Reais

— geralmente associado a medidas (mensuragdo)



Variaveis Aleatorias Discretas

Pode ser classificada como:

* Variavel aleatoria discreta: os possiveis valores da
variavel pertencem ao conjunto dos numeros Inteiros

— geralmente associado a contagens

*Alguns exemplos:
— Numero de plantas infectadas por uma praga;
— Numero de insetos capturados em armadilhas;

— Numero de empresas que adotam um plano de gerencial de
descarte de residuos;

—Numero de familias que usufruem de algum subsidio municipal;



Variaveis Aleatorias Discretas

Pode ser classificada como:

* Variavel aleatoria continua: os possiveis valores da
variavel pertencem ao conjunto dos numeros Reais;

*Alguns exemplos:
— Didmetro de drvores (cm);
— Descarte de residuos sélidos (t/ha);
— Consumo de dgua em uma comunidade (m3/dia);
— Produgdo de resina (kg);



Exercicio — Aula passada

* Num levantamento de fauna, as aves em uma
determinada area foram classificadas segundo a
sua dieta preferencial em insetivoras (i) e

frugivoras (F).
a) Represente o espaco amostral para uma amostra
de trés aves;

X(w) = numero de aves insetivoras
X(w)={0 ,1 ,2 ,3}



Variaveis Aleatorias Discretas

Chama-se funcao de probabilidade (f.p.) da
variavel aleatdria discreta X, a funcao que a
cada valor de X associa sua probabilidade de

ocorréncia.
P[X = Xi]: P;

Como notacao, utilizaremos letras maiusculas
(X, Y, Z, W, etc.) para representar as variaveis
aleatdrias e letras minusculas (x, y, z, w, etc.)
para representar os valores que a variavel
aleatoria assume.



Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo: P[X = X ] =P

Pontos amostrais em Q Valores de X Probabilidade
(FFF) 0 P[X=0]
(iFF, FiF,FFi) 1 P[X=1]
(iiF, iFi, Fii) 2 P[X = 2]
(iii) 3 P[X = 3]

Devido as caracteristicas da area e levantamento
anteriores de fauna naquela area demonstram que a
probabilidade de ocorréncia de aves frugivoras é de
0,30 e de aves insetivoras e de 0,70.

P(F)=0,30 e P(i)=0,70



Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

P[X :Xi]: P;

Pontos amostrais em Q

Valores de X

Probabilidade

(FFF) 0 P[X=0]
/ N
P[X =0]=p,
P[X =0]=1xP(F)x P(F)x P(F)
P[X =0]=1x0,3%x0,3x0,3=0,0270

X(w) = numero de aves insetivoras




Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo: P[X — xi]: o
Pontos amostrais em Q Valores de X Probabilidade
(iFF, FiF, FFi) 1 P[X=1]

—— /
\p[x =1]|=p,
P[X =1]=3xP(i)x P(F)x P(F)
P[X =1]=3x0,70x0,30x0,30 =0,1890

X(w) = numero de aves insetivoras




\

Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

P[X :Xi]: P;

Pontos amostrais em Q

Valores de X

Probabilidade

(iiF, iFi, Fii)

2

P[X =2]

J

|

P
P

4

\\\\\:jX:ﬂ:H

X =2]|=3xP(i) x P(i) x P(F)
X = 2]=3><0,70><0,70><0,30=0,4410

X(w) = numero de aves insetivoras




Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

P[X :Xi]: P;

Pontos amostrais em Q

Valores de X Probabilidade

(iii)

3 P[X = 3]

/
\[X =3|=p,

P
P

X =3

X=3

=1xP)xP(i)xP(i)
=1x0,70x0,70x0,70=0,3430

X(w) = numero de aves insetivoras




Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

Tabela 1. Distribuicao de probabilidades da variavel aleatdria X,

numero de aves insetivoras em uma amostra de trés aves.

Probabilidade

Pontos amostrais em Q Valores de X
(FFF) 0
(iFF, FiF,FFi) 1
(iiF, iFi, Fii) 2
(iii) 3

P[X = 0]=0,0270
P[X = 1]=0,1890
P[X = 2]=0,4410
P[X = 3]=0,3430

X(w) = numero de aves insetivoras



Variaveis Aleatorias Discretas

Chama-se funcao de probabilidade (f.p.) da
variavel aleatdria discreta X, a funcao que a
cada valor de X associa sua probabilidade de

ocorréncia.
P[X = Xi]: P;

Condicgoes:

i) P[X=x]|>0Vi=1..,k
oo k
S PIX =x]=1

1=1



Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

Tabela 1. Distribuicao de probabilidades da variavel aleatdria X,

numero de aves insetivoras em uma amostra de trés aves.

Probabilidade

P[X = 0]=0,0270
P[X = 1]=0,1890
P[X = 2]=0,4410
P[X = 3]=0,3430

Pontos amostrais em Q Valores de X
(FFF) 0

(iFF, FiF,FFi) 1

(iiF, iFi, Fii) 2

(iii) 3

Total

0,0270+...+0,3430=1,00

X(w) = numero de aves insetivoras



Variaveis Aleatorias Discretas

Existem muitos problemas em que o interesse é
conhecer com que probabilidade uma variavel aleatoria
X assume valores menores que um particular x e nesse
caso precisamos definir a funcao de distribuicao
acumulada da variavel aleatdria X.

F(x)=P[X <x ]
Condicoes:
i) 0<F(x)<1
i) E ndo decrescente: se X, <X, entdo F(x )< F(x,)
iii) lim F(x)=0 e lim F(x)=1

X—>—00 X—>+00



Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

Tabela 1. Distribuicao de probabilidades da variavel aleatodria X, e Fun¢ao de
Distribuicao Acumulada do numero de aves insetivoras em uma amostra de
trés aves.

Pontos amostraisem Q  Valores de X P[X = xi] F(x)=P[X <x]
(FFF) 0 P[X = 0]=0,0270 0,0270

(iFF, FiF, FFi) 1 P[X=1]=0,1890  0,0270+0,1890
(iiF, iFi, Fii) 2 P[X = 2]=0,4410  0,0270+...+0,4410
(iii) 3 P[X = 3]=0,3430  0,0270+...+0,3430




Variaveis Aleatorias Discretas

Exemplo:

Tabela 1. Distribuicao de probabilidades da variavel aleatodria X, e Fun¢ao de
Distribuicao Acumulada do numero de aves insetivoras em uma amostra de
trés aves.

Pontos amostraisem Q  Valores de X P[X = xi] F (X) — P[X < X, ]
(FFF) 0 P[X = 0]=0,0270 0,0270
(iFF, FiF,FFi) 1 P[X = 1]=0,1890 0,2160
(iiF, iFi, Fii) 2 P[X = 2]=0,4410 0,6570
(iii) 3 P[X = 3]=0,3430 1,0000




Variaveis Aleatorias Discretas

Média de uma variavel aleatdria discreta
E(X) = ) x;P[X =x]

No exemplo:

E(X)=(0x0,0270)+(1x0,1890)+(2x0,4410)+(3x0,3430)
E(X)=2,1 aves insetivoras

A esperanca matematica E(X) de uma variavel aleatodria
discreta pode ser interpretada como a média dos valores
observados dessa variavel em uma sequéncia grande de
repeticoes do experimento.



Variaveis Aleatorias Discretas

Variancia de uma variavel aleatdria discreta
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
k

E(X?) = Z x“P[X = x;]
i-1

No exemplo 2:
E(x 2) - (o2 %0, 027o)+(12 X 0,189o)+(22 %0, 4410)+ (32 X 0,3430)

E(XZ) =5,04 (aves insetl’voras)2
Logo,

Var (X )=5, 04—(2,1)2 =0,63 (aves insetl’voras)2



Variaveis Aleatorias Discretas

 Temos, basicamente, dois tipos de variaveis
aleatodrias discretas a serem estudadas:

—Contagens considerando um espaco
amostral enumeravel e finito 2 Modelos
Binomiais;

—Contagens considerando um espaco

amostral enumeravel porém infinito -2
Modelos de Poisson.



Modelo de Distribuicao Binomial

* Ele considera que um experimento tem dois
possiveis resultados que podem ser chamados
de sucesso e fracasso (sim ou nao).

 Para cada um destes resultados existe uma
probabilidade associada de forma que a soma
destas sempre sera igual a 1.

* O interesse neste modelo €& descrever o
comportamento probabilistico do numero de
sucessos (p) em n repeticoes do experimento.



Modelo de Distribuicao Binomial

* O modelo Binomial:
P[X _ Xi]:C): v pXi X(l— p)n—Xi
em que:

n!

C, =
ox(n—x )

Relembrando: 5! = 5x4x3x2x1 =120



Voltando!!!]

Exemplo:
Pontos amostrais em Q Valores de X Probabilidade
(iiF, iFi, Fii) 2 P[X = 2]
J
| Sucesso: P(i)=0,70 2p

\ Fracasso: P(F)=0,30 21-p

P[X =2]|=3xP(i)x P(i) x P(F)

P:X _ Xi]:CQi v pxi X(l— p)n—Xi

X(w) = numero de aves insetivoras




Modelo de Distribuicao Binomial

 Exemplo 2: Considerando a populacao de estudantes
da ESALQ em que 80% é favoravel a uma mudanca
curricular. Sorteando uma amostra aleatéria de 10
estudantes, qual a probabilidade de 9 serem

favoraveis a alteracao curricular?
X(w) = numero de alunos favoraveis

* X~Bin(10;0,80)
P[X =9]=C"x0,80°x(0,20)" "



Modelo de Distribuicao Binomial

 Exemplo 2: n=10, X=9 (sao 9 F e 1 N) em que p=0,80
(FFFFFFFFFN) = (0,80)° (0,20)t ——
(FFFFFFFENF) = (0,80)° (0,20)?
(FFFFFFFNFF) = (0,80)° (0,20)* C, =
(FFFFFFNFFF) = (0,80)° (0,20)* X (n-x)
(FFFFENFFFF) = (0,80)° (0,20)*
(FFFFNFFFFF) = (0,80)° (0,20)*
(FFFNFFFFFF) = (0,80)° (0,20)*
(FENFFFFFFF) = (0,80)° (0,20)*
(FNFFFFFFFF) = (0,80)° (0,20)*
(NFFFFFFFFF) = (0,80)° (0,20)1 _

o[ =1 =G i )

n!

—— 10 possibilidades

o 100 10x9

Clo _ = 10
T O(10-9)  9h(1)




Modelo de Distribuicao Binomial

 Exemplo 2: Considerando a populacao de estudantes
da ESALQ em que 80% é favoravel a uma mudanca
curricular. Sorteando uma amostra aleatéria de 10
estudantes, qual a probabilidade de 9 serem
favoraveis a alteracao curricular?

* X~Bin(10;0,80)
P[X =9]=Cx0,80°x(0,20)""°
P[X =9]=10x0,1342x0,2000 = 0, 2684




Modelo de Distribuicao Binomial

 Exemplo 2: Considerando a populacao de estudantes
da ESALQ em que 80% é favoravel a uma mudanca
curricular. Sorteando uma amostra aleatoria de 10

estudantes,

Qual a probabilidade de no maximo 2 alunos serem
favoraveis a alteracao curricular?

X~Bin(10;0,80)

PlX <2] =



Modelo de Distribuicao Binomial

 Exemplo 2: Considerando a populacao de estudantes
da ESALQ em que 80% é favoravel a uma mudanca
curricular. Sorteando uma amostra aleatoria de 10

estudantes,

Qual a probabilidade de no maximo 2 alunos serem
favoraveis a alteracao curricular?

X~Bin(10;0,80)
P[X <2]=P[X =0]+P[X =1]+P[X =2]



Modelo de Distribuicao Binomial

* Exemplo 2:

P[X = O] — Céo (0,80)0 (O, 20)10 _ 72999
P[X =1]=C(0,80)'(0,20)° =272
P[X =2]=C¥(0,80)(0,20)° =272




Modelo de Distribuicao Binomial

* Exemplo 2:

P[X =0]=C(0,80) (0,20)" =0,0000001

1 9

P[X =1]=C;°(0,80) (0,20)" =0,000004

P[X =2]=C¥(0,80)(0,20)" =0,000074

P[X <2]=P[X =0]+P[X =1]+P[X =2]
P[X < 2]=0,0000001+0,000004 + 0,000074 = 0,0001



Modelo de Distribuicao Binomial

e O modelo Binomial:

P[X =x]=C} x p* x(1— p)"™

 Média:

E(X) =np

e Variancia:
Var(X)=np(1-p)



Modelo de Distribuicao Binomial

 Exemplo aves:
X ~Bin(3;0,70)
 Média: E(X) =3 x0,7 = 2,1 sementes

Em uma captura de trés aves espera-se que em
meédia 2,1 aves apresentem habitos
insetivoras.

 Variancia: Var(X)=3x0,7x0,3 = 0,63 aves?
* Desvio padrao:S(X)=v0, 63 =0,79 aves



Variaveis Aleatorias Discretas

 Temos, basicamente, dois tipos de variaveis
aleatodrias discretas a serem estudadas:

—Contagens considerando um espaco
amostral enumeravel e finito 2 Modelos
Binomiais;

—Contagens considerando um espaco

amostral enumeravel porém infinito -2
Modelos de Poisson.



Modelo de Distribuicao Poisson

* Uma outra distribuicao muito comum é

a distribuicdo Poisson, e é frequentemente usada
para modelar o numero de ocorréncias de um
evento por um certo periodo de tempo ou por um
certo volume ou por uma certa area (por uma
unidade de medida qualquer);

Enquanto a distribuicao binomial pode ser usada
para encontrar a probabilidade de um numero
desighado de sucessos em n tentativas, a
distribuicao de Poisson é usada para encontrar a
probabilidade de um numero desighado de
sucessos por unidade de intervalo.



Modelo de Distribuicao Poisson

 Exemplos:
— N2 de insetos predadores por folha, em milho;

— N2 acidentes com moto em uma determinada
estrada/mes;

— N2 de colénia de bactérias de uma dada
cultura/0,01mm?;

* Estudo do padrao de dispersao de uma certa
espécie (vegetal/animal) em uma
determinada area =2 n? de quadrantes com
0, 1, 2....individuos.



Modelo de Distribuicao Poisson

* A distribuicao Poisson tem apenas um parametro,
A, que é interpretado como uma taxa média de
ocorréncia do evento, e a probabilidade de ocorrer
exatamente o evento X = x;, ou seja, o Modelo de
Poisson é dado por:

Axie_)‘
xi!
emque:e = 2,7183 e 4 > 0.

P[X = x;| =

’

¢ SeX~Poisson(4), entdo:

E(X) =Var(X) =41



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 3: Um investigador esta interessado no
numero de ovos depositados por uma espécie de
passaro. Na primavera, ele procura e acha 80
ninhos. O numero médio de ovos por ninho foi
3,8 e a variancia 3,5. Como a variancia e
“aproximadamente” igual a média, ele acha que
pode ser razoavel descrever a variavel “numero

de ovos por ninho” como tendo uma distribuicao
ovoSs

Poisson com média A = 3,8 ——.
ninho



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: numero de ovos por ninho

X~Poisson(3,8)

a. Se esta realmente representa a distribuicao

populacional, qual seria a probabilidade de
encontrar um ninho com exatamente 5 ovos?



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: nimero de ovos por ninho, X~Poisson(3, 8)

Axi —A
P[X = x;] = x‘; ,
3 858_3’8
P[X =5] == =0,1477




Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: numero de ovos por ninho

X~Poisson(3,8)

b. Se esta realmente representa a distribuicao

populacional, qual seria a probabilidade de
encontrar um ninho com mais do que 5 ovos?



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: numero de ovos por ninho

X~Poisson(3,8)

b. Se esta realmente representa a distribuicao

populacional, qual seria a probabilidade de
encontrar um ninho com mais do que 5 ovos?

Lembrando:
A soma de todas as probabilidade é iguala 1

P|X >5]|=1-P|X <5]
PIX>5]=1—-{P[X=0]+P[X=1] +--+ P[X = 5]}



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: nimero de ovos por ninho, X~Poisson(3, 8)

Axie—l
P[X — xi] — -
Xi:
3 806_3’8 3 816_3’8
P[X =0] = o= P[X=1] = =
3 823_3’8 3 836_3’8
P|X =2] = TR P[X=3] = TR
3,8% 38 3,8°¢7 38
P[X = 4] == TR P[X=5] == o =



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: nimero de ovos por ninho, X~Poisson(3, 8)

Axie—l
PIX = x;] =——,
Xi:
3 Oe—3,8 3 81 -3,8
P[X =0] =— o = 0,0224 P[X=1]=— T = 0,0850
2,-3,8 3,-3,8
P[X = 2] = 3'8; —0,1615 P[X =3] = 3'8; —0,2046
3,8% 38 3,8°¢738
P[X = 4] == = 0,1944 P[X =5] =— = 0,1477



Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 1:

X: nimero de ovos por ninho, X~Poisson(3, 8)

P[X>5]=1-P[X < 5]
PIX>5]|=1—-{P|IX=0]+P|X=1]+ -+ P|X = 5]}

P[X >5] =1-{0,0224 + 0,0850 + ---+ 0,1944 + 0,1477)}
P[X >5]=1-{0,8156} = 0,1844

Ou seja, a probabilidade de encontrar um ninho
com mais do que 5 ovos é de 0,1844.



Modelo de Distribuicao Poisson

Exemplo 2: Uma central telefonica recebe uma

média (A) de 5 chamadas por minuto. Supondo que
as chamadas dque chegam constituam uma

distribuicao de Poisson, ou seja,
X~Poisson(5), qual é a probabilidade de que:

a) A central nao receba nenhuma chamada em um
minuto?




Modelo de Distribuicao Poisson

* Exemplo 2: Uma central telefonica recebe uma
média (A) de 5 chamadas por minuto. Supondo que
as chamadas dque chegam constituam uma
distribuicao de Poisson, ou seja,
X~Poisson(5), qual é a probabilidade de que:

b) Ela receba no maximo 2 chamadas em 2 minutos?




Modelo de Distribuicao Poisson

 Exemplo 2: (alteracao do valor médio)

Resoluc¢ao:

b) Ela receba no maximo 2 chamadas em 2 minutos?

Primeira coisa é olhar no calculo da probabilidade se a
unidade de medida é a mesma do enunciado. Se nao
for tem que primeiro fazer a alteragao do valor médio
(A)

1 minuto = 5 chamadas A=10 chamadas/dois minutos

2 minutos =2 ? chamadas



Modelo de Distribuicao Poisson

 Exemplo 2: (alteracao do valor médio)

b) Ela receba no maximo 2 chamadas em 2 minutos?

Resoluc¢ao:

b) Considerando A.=10 chamadas/dois minutos

P[X <2]=P[X =0]+ P[X = 1] + P[X = 2]

Aie=* 100710 —~
P[X = 0] = — — 0,00005
xi! 0!
Arie=4  10le—10
P[X = 1] = — — 0,00045
xi! 1!
AXie=4 102710
P[X = 2] = — = 0,00227

xi! 2!

_P[X <2]=0,00277




Modelo de Distribuicao Poisson

 Exercicios:

1) Num certo ano, o IBAMA registrou no litoral
catarinense (area de reserva), 25 mortes de golfinhos.

a) Qual é a probabilidade de, num determinado més
do proximo ano, ocorrerem menos de 5 mortes?

b) Qual é a probabilidade de ocorrerem 8 mortes no
proximo semestre?



Modelo de Distribuicao Poisson

 Exercicios:

1) Num certo ano, o IBAMA registrou no litoral
catarinense (area de reserva), 25 mortes de golfinhos.

a) Qual é a probabilidade de, num determinado més
do proximo ano, ocorrerem menos de 5 mortes?

R: 0,9396

b) Qual é a probabilidade de ocorrerem 8 mortes no
proximo semestre?

R: 0,0551



Modelo de Distribuicao Poisson

 Exercicios:

2) Supondo-se que durante o abate de suinos, em um
determinado frigorifico, o numero de suinos
descartados pelo Servico de Inspecao Federal seja
uma variavel aleatéria com média de 90 animais por
meés (30 dias). Pergunta-se, qual a probabilidade de
serem descartados:

a) Quatro suinos por dia?

b) Pelo menos dois suinos por dia?



Modelo de Distribuicao Poisson

 Exercicios:

2) Supondo-se que durante o abate de suinos, em um
determinado frigorifico, o numero de suinos
descartados pelo Servico de Inspecao Federal seja
uma variavel aleatéria com média de 90 animais por
meés (30 dias). Pergunta-se, qual a probabilidade de
serem descartados:

a) Quatro suinos por dia?

R: 0,1680

b) Pelo menos dois suinos por dia?
R: 0,8008
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