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1. Estrutura dos Espacos ¢y e ¢,

A seguinte notacao serd usada nos Exercicios 1, 2 e 3: dados X um espaco de Banache 1 < p < oo,
¢,(X) denota o espago de Banach das sequéncias (x;) , em X tais que (|| x, ), € £, munido da norma
I- 1. Analogamente, ¢o(X) denota o subespaco fechado de ¢, (X) das sequéncias (x,), em X tais
que x; — 0. Também escreveremos X = Y se os espacos X e Y sdo isomorfos.

1. Dada uma bijecdo o :N x N — N, considere a aplicacao linear T: (KN)N — KN dada por

T((xp)n) = (ﬁk)kzl;
onde x, = (a)}) m=1 € Pr = aj, se k=o(n, m).

a) Mostre que arestricdo de T a £,(¢ ) € uma isometria sobre ¢, para todo 1 < p <oo.

b) Mostre que a restricao de T a cy(cp) € uma isometria sobre cy.

2. Dados X e Y espacos de Banach e 1 < p < oo, prove as seguintes afirmacdes:

Q) (p(XeY)Zl,(X)ely(Y).

b) £,(X)® X = £, (X).

0) co(X®Y)Zco(X)®cy(Y).

d) co(X)® X = cp(X).

e) Se X=Y,entdo £,(X)=,(Y) e co(X) = co(Y).

3. (Método de Decomposicao de Pelczyriski) Sejam X e Y espacos de Banach tais que X é isomorfo
a um subespaco complementado de Y e Y é isomorfo a um subespagco complementado de X.
Suponha também que uma das condicdes a seguir seja satisfeita:

(i) X=XeXeY=YoY.
(i) X =cp(X) ou X = ¢, (X) paraalgum 1< p <oo.

Siga o roteiro abaixo para provar que X =Y.

a) Mostre que se (i) € satisfeita, entio X = Xe Y =Y.

b) Mostre que se (ii) é satisfeita, entdo X = X @& X e Y = X & Y. Em seguida, use o Exercicio 2
paraprovarque X = XoY.

4. Mostre que ¢y e ¢1 ndo possuem nenhum subespaco reflexivo de dimensao infinita.

5. Sejam X e Y espacos de Banach e T: X — Y um operador linear continuo. Dizemos que T € estri-
tamente singular se T|z nédo é isomorfismo sobre sua imagem para todo subespacgo de dimensao
infinita Z de X.

a) Mostre que todo operador compacto é estritamente singular.

b) Dados 1 < p,r < oo, p # r, mostre que todo operador linear continuo T : £, — ¢, € estrita-
mente singular.

¢) Dados 1 < p <r <oo, mostre que a inclusdo natural I : £, — ¢, é um operador linear conti-
nuo estritamente singular que nio é compacto.



6.

10.

11.

12.

Mostre que ¢, contém um subespaco fechado que nao é complementado. (Sugestdo: escolha um
espaco de Banach separavel X nao isomorfo a ¢; e use o Teorema de Banach-Mazur.)

Mostre que ¢y nao é isomorfo a nenhum dual.
Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco fechado de X. Prove as seguintes afirmacoes:

a) Se Y éinjetivo, entdo Y é complementado em X.
b) Se X é injetivo e Y é complementado em X, entdo Y também € injetivo.

¢) Se X éinjetivo, Y é complementado em X e Z é um subespaco de X isomorfo a Y, entdo Z
também é complementado em X.

Mostre que um espaco de Banach separdvel € injetivo se, e somente se, é isomorfo a um subespaco
complementado de fooE](Sugestdo: vimos em aula que se X € separdvel, entdo existe T: X — £
isometria linear sobre sua imagem. Use o exercicio anterior e a injetividade de ¢,.)

Mostre que ¢y ndo € injetivo (embora seja separavelmente injetivo). Conclua que ¢, ndo contém
nenhum subespaco complementado isomorfo a cy.

Seja ¢ o espaco de Banach das sequéncias convergentes de escalares munido da norma || - |, €
considere o funcional linear continuo e; € c* dado por ey (x) = 1iIP X paratodo x = (x;)n=1 € C.
n—+oo

Seja P : ¢ — c¢p uma projecdo continua sobre cy.
a) Mostre que P é da forma P(x) = x - e(’; (x)xp, para algum xp € ¢ com ea‘ (x0) = 1.
b) Mostre que || P|| = 2.
¢) Conclua que 2 é a melhor constante possivel no Teorema de Sobczyk.
Dizemos que um espaco de Banach X é projetivo se X verifica a seguinte condi¢do: se Y é um

espaco de Banache T: Y — X é um operador linear continuo sobrejetor, entdo existe Z subespaco
complementado de Y isomorfo a X.

a) Mostre que ¢ € projetivo.

b) Mostre que todo espaco de Banach separdvel projetivo de dimensao infinita é isomorfo a ¢;.

1Com uma pequena modificacao, é possivel mostrar que um espaco de Banach ¢ injetivo se, e somente se, é isomorfo a

um subespac¢o complementado de £ (I, K) = {(a,-),-el ek!: (a))ier € limitada} para algum conjunto nio vazio I.
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