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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Exercicios Sobre Zeros de Funcgoes?

[] Mostre que no Método da Dicotomia vale a igualdade

b—a

[1Dado o intervalo [a, b], mostre que no Método da Dicotomia o ntimero de iteragdes,
n, para que |a — z| < €, deve satisfazer

1n<(b - a)/s)

In2

n > — 1.
[1A equagio 2z — cosz = 0 possui um fnico zero real o em I = [0,7/4]. Prove que
existe zg € I, ¢y # a tal que a seqiiéncia
CoS Z,
2

Tpi1 =
converge para .

A equagdo z? + z — 0.7 = 0 possui um Unico zero real @ em [0,1]. Prove que existe
zo € I, zy # o tal que a seqiiéncia z,,1 = 0.7 — 22 converge para a.

A equagdo ze” —2 = 0 possui um tinico zero real & em I = [0.7, 1]. Prove que a seqiiéncia
o € I, z,.1 = 27" converge para a, qualquer que seja zq € I.

[1Dada a fungdo f(z) = z* + 3z — 2 pede-se

(a) determine um intervalo I que somente contenha a primeira raiz o positiva de
f(z) = 0. Justifique.

(b) escreva a funcdo ¢(z) do Método de Newton.

(c) escolha uma aproximacéo inicial zo # «, tal que se possa assegurar que a seqiiéncia
definida por
Tni1 = O(Tn)

com ¢ dada em (b), convirja para a. Justifique.

1.7 (a) Sejaa € Reseja ¢ : R — R continua com derivada continua satisfazendo ¢(a) = a.

1.8

Seja 7o € R e considere a seqiiéncia z, = ¢(z,_1), paran = 1, 2, .... Mostre que
se |¢/'(z)| < M, para todo z € R, entdo |z, — a| < M™|z, — al.

(b) Seja ¢(z) = cos(z/3), z € R. Mostre que existe o € R tal que ¢(a) = o e determine
um m € N tal que |z,, — o] < 107*, onde 2o = 0, z, = ¢(z, 1), n =1, 2, ....

[]1A fungdo f(z) = ze > —e~3, z € R, possui exatamente duas raizes reais: a; € [0.01, 1]

e as € [4,5].

Considere as fungdes ¢:(z) = €* % e ¢o(z) = lnz + 3.

2No fim da segdo esta o teorema global sobre convergéncia do Método de Newton.
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(a) ¢ pode ser usada para aproximar a; pelo Método das Aprorimagébes Sucessivas
com garantia de convergéncia ? E ¢,?7 Justifique.

(b) ¢; pode ser usada para aproximar o, pelo Método das Aprozimagdes Sucessivas
com garantia de convergéncia? E ¢,? Justifique.

1.9 Deseja-se utilizar o Método de Newton para aproximar uma raiz a de

z2+3z -3
z)=——777—7—.
(a) Escolha um z, # o convenientemente de modo a garantir convergéncia. Justifique.
(b) Faga 2 iteragdes.
1.10 Complete cada uma das frases abaixo com uma das seguintes alternativas, de forma a
tornéa-las verdadeiras. Justifique, a seguir, cada afirmagdo obtida.

(i) ¢'(z) >0 VzeR
(ii) 0< ¢'(z) < 1/4 VzeR
(iii) ¢'(z) <0 VzeR

(a) Se ¢ é uma funcdo continua em R, com derivada continua, tal que ¢(10) = 10 e
.................. entdo a seqiiéncia zo # 0, , = ¢(z, 1), n = 1, 2, ... oscila em torno

(b) Se ¢ é uma fungdo continua em R, com derivada continua, tal que ¢(10) = 10 e
.................. entdo a seqiiéncia z, < 10, z, = ¢(z, 1), n =1, 2, ... dispde-se em R
da seguinte forma:

<21 <... <2y <...<10.

(c) Se ¢ é uma fungdo continua em R, com derivada continua, tal que ¢(10) = 10
[ entdo a seqiiéncia zo > 10, z, = ¢(z, 1), » = 1, 2, ... satisfaz
z, > 10 VneNlN

1.11 Determine o valor numérico de 1/3 através do Método das Aprorimagbes Sucessivas
sem usar divisOes utilizando ¢(z) = z(2 — 3z).

1.12 Mostre que o processo iterativo definido por

Tnir = $(an) =

n

ndo converge para +/a, se Ty 7# 1/a.

1.13 [ Utilizando o Método das Aprozximagdes Sucessivas determine

s:\/2+\/2—|-\/?.

Justifique o que for necessario para garantir convergéncia.
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1.14 []

(a) Aplique o Método de Newton para a fungdo

B vz z>0
e ={ Vo

Qual é o comportamento das iteradas z,? Elas convergem?

(raiz a = 0).

(b) Faga o mesmo que (a), mas com

Vz2 >0

f(x):{ ~ Y12 z<o.

1.15 (a) O Método de Newton pode ser usado para fungdes de uma varidvel complexa a
valores complexos f(z) (z =z + 1y, = e y reais):

Zni1 = Zn — ;,((ZZ)) n > 0.

Se for desejavel evitar o uso de aritmética complexa, mostre que

. _ . A.C, + B, D,
ml T C2 + D2
B B,C, — A,D,
Ynti = Yn C’% T Drzl

com f(z,) = A,+1B, e f'(z,) = Cn,+1tD,, decomposi¢do em parte real e imaginaria.

(b) Use o Método de Newton para calcular um zero de
p(z) = z* — 32° + 202% + 44z + 54
localizado perto de zo = 2.5 + 4.51.
1.16 Use o Método de Newton para aproximar um zero de
f(z) = (** — 10z)(z® + 1).
Justifique tudo que for necessério para garantir convergéncia e, a seguir, faga 3 iteragdes.
1.17 Use o Método de Newton para aproximar um zero de
f(z) = e*"75%(¢® — 1.452% + 3z — 4.35).
Justifique tudo que for necesséario para garantir convergéncia e, a seguir, faga 3 iteragdes.

1.18 Mostre que nenhuma das fungdes abaixo pode ser usada para aproximar 1/2 pelo método
iterativo a partir de chutes iniciais diferentes de 1/2 com garantia de convergéncia.

(a) ¢(z) = cos(z/2+ 2).
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(b) ¢(z) =z%+z —2.

1.19 A fungdo f(z) = z° — 2z +2z —6 assume o valor —4 num ponto o € R. Usando o Método
de Newton aproxime «. Justifique o que for necessario para garantir convergéncia.

1.20 Seja zo € R e considere a seqiiéncia z; = ¢(zx 1), k=1, 2, 3, ..., onde ¢ é uma fungdo
definida em R, continua e diferenciavel, satisfazendo —1/2 < ¢'(z) < 0, com um ponto
fixo a € R. Mostre que se zo < a entédo:

(a) zx < a, se k for par, e z; > a se k for impar.

(b) A seqiiéncia z;, dispde-se em R da seguinte forma:
o< ...<Zop2< T2 <...< 0K ...< Topy1 <Top_1<...<7

(Sugestédo: Teorema do Valor Médio.)
1.21 Dada f(z) = In(z) + = — 4, pede-se:

(a) Mostre que f tem um tdnico zero em I = [2, 4].

(b) Considerando o processo iterativo
Tp =Tp 1+ Cf(l:n,l)
determine um intervalo para c de forma que o processo convirja, tomando-se z, o

extremo de I mais préximo da raiz.

(c) Utilizando (b) com ¢ = —1 e tomando-se z, convenientemente, calcule 3 iteragdes
e delimite o erro de truncamento cometido na 32 iteragdo.

(d) Calcule a raiz real de f utilizando o Método de Newton com erro inferior a 0.001
(precisao pré-fixada).

1.22 Para os itens abaixo responda se a afirmagdo feita é verdadeira ou falsa, justificando
através de uma prova ou contra-exemplo:

(a) Seja f(z) continua num intervalo I com um tdnico zero o € I. Se m < |f'(z)],
m > 0, para todo z € I, entdo o erro de truncamento |y — a| é delimitado por

()]
— ol < A9 I.
y—oaf < e Vy €

(b) Seja ¢ continua com derivada continua no intervalo I = [a, b] e & 0 seu Gnico ponto
fixo em I. Se

(i) 0# ¢ (z)| <1, Vz el

(ii) zpelez,=¢(zn1)€l,n=1,2,...
(iii) zo # o
entdo, apesar de z, convergir para o, nunca atingiremos a raiz num ndmero finito
de passos.
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(c) Idem, com I = R.

(d) Se ¢ é continua e o processo z,,; = ¢(z,) converge, entdo z, converge para algum
ponto fixo de ¢.

(e) Seja ¢ continua e diferenciavel no intervalo I e o o seu tnico ponto fixo neste
intervalo. Tomando-se zo < @, Zo € I, e tendo-se 0 < ¢'(z) < 1, Vz € [z0, ), entdo
o0 processo iterativo definido por z,,; = ¢(z,) converge para o.

(f) Seja a € [a,b] o tnico zero da fungdo f(z), continua em [a,bd]. Se f(a) - f(b) <
0 entdo utilizando apenas o Teorema de Bolzano podemos obter o extremo do
intervalo mais préximo da raiz.

(g) Seja ¢ continua e diferencidvel em R e a o seu tnico ponto fixo. Se ¢'(z) > 1,
Vz > a, e o > a entdo o processo iterativo definido por z,,; = ¢(z,) converge.

(h) Se ¢ é uma fungdo continua em R, com derivada continua, tal que ¢(4) = 4 e
¢'(z) > 0, Vz € R, entdo a seqiiéncia zy > 4, Tn11 = ¢(zs), n = 1, 2, ... satisfaz
T, >4,Vz e N

(i) Se ¢ é uma fungdo continua em R, com derivada continua, tal que ¢(0) = 0 e
0< ¢'(z) < 1/3,Vz € R entdo a seqiiéncia zo = -2 e 11 = P(z,),n=1,2, ... &
estritamente crescente.

(j) Dada a fungdo f(z) = e ® — z, o processo iterativo zo = 1, z,11 = ¢(z,) = e *,
converge para a fnica raiz de f(z).
1.23 Dada a fungdo f(z) = e® — 2,
(a) localize a raiz o de f, delimitando um intervalo I = [a, b] tal que o seja a tnica
raiz em I. Justifique.
(b) Escreva ¢(z) do Método de Newton para determinar o zero de f(z).

(c) Escolha uma aproximacdo inicial zo # o tal que se possa assegurar a convergéncia
da seqgiiéncia obtida pelo processo iterativo definido por z,.1 = ¢(z,), com ¢(z)
dada em (b), para raiz o de f(z), isolada em I no item (a). Justifique a escolha
feita.

(d) Faga 2 iteragbes do processo definido em (c) e delimite o erro de truncamento
la — x4

1.24 Mostre que se

(i) ¢ e @' sdo fungbes continuas em I = [a, b].
(ii) a € I é um ponto fixo de ¢ (i.e. ¢(a) = ).
(iii) k = max.¢r |¢'(z)] < 1;

(iv) zo€el ezpiy =¢(z,) €I parai=0,1, ...

entao

k
(@) la—z,| < ﬁmn — Tp_1].
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(b) Se —1 < ¢'(z) < 0 para todo z € I entdo a convergéncia da seqiiéncia é oscilante
e se 0 < ¢'(z) < 1 entdo a convergéncia da seqiiéncia € monoténica.

(c) Prove que a é o tnico ponto fixo de ¢ em I.

Método da Falsa Posicao

Suponhamos que f(z) é continua, possui um tnico zero real o isolado no intervalo
[a,b] e satisfaz f(a) - f(b) < 0. Seja Z a intersec¢do do eixo Oz com a corda PQ onde

P = (a, f(a)) e Q = (b, £(D))-
O Método da Falsa Posi¢do, parecido com o da Dicotomia, consiste em
(i) calcular z;

(ii) substituir um dos extremos de I por Z.

Podemos utilizar o critério de parada: |Z — Zanterior| < €, € > 0 dado.
(a) Aplique o Método da Falsa Posi¢do para calcular a raiz de f(z) = 2> — 5 com
e = 0.01 partindo-se do intervalo inicial [2, 2.5].

(b) Pode-se afirmar que a raiz exata satisfaz o = £ + €7

Use o Método de Newton para determinar o ponto de minimo global do polinémio
abaixo, se existir tal ponto.

p(z) =z(z — 1)(z+ 1)(z — 2).

Atencgao: Primeiro verifique se existe ou ndo um ponto de minimo global (isto &, um
ponto o € R tal que p(a) < p(z), Vz € R). Depois isole os possiveis candidatos (se
existirem) e sé entdo calcule, pelo método pedido, o ponto de minimo global.

Use o Método de Newton para determinar o ponto de maximo global do polinémio
abaixo
p(z) = —2z* +62° — 52 + 14z — 1

sabendo que ele é um ponto critico® de f isolado no intervalo [1,3]. Delimite o erro
cometido.

Dada a fungdo

HORESE
determine um intervalo I = [a, b] € uma condigéo inicial o # o de modo que
f(zn)

xn-}—l = mn - fl(m )
n

convirja para a raiz positiva o de f(z). Justifique.

Faca as iteragdes, verificando se é possivel utilizar precisdo pré-fixada de € = 0.001.

3Ponto critico & um ponto onde a derivada se anula.



Exercicios sobre Zeros de Fungdes 9

1.29 Dada a fungdo
5
=——0.6z —2
f@)="—06c

pede-se

(a) Determine um intervalo que contenha apenas uma raiz desta fungdo. Justifique.

(b) A seqiiéncia gerada por
5
0.6z, + 2
converge para a raiz a delimitada em (a), escolhendo-se convenientemente zo # a?
Justifique. Em caso afirmativo, exiba um tal z, que garanta a convergéncia.

Tni1 = P(Tn) =

(c) Faga 2 iteragdes do processo.

(d) Encontre a raiz delimitada em (a) pelo Método de Newton, com precisdo € = 0.01.

1.30 Dada a funcéo
f(m) — e—l—a:

que possui um ponto fixo a > 0, pede-se
(a) Mostre que a seqiiéncia dada por
ZTni1 = f(zn), ©=0,1,2,...

converge para o, qualquer que seja o chute inicial o € R.

(b) O ntimero de iteragdes que devem ser feitas para garantir que o erro absoluto
cometido seja menor que 0.00001, partindo-se de zo = 5 e sabendo-se que [5—a| < 5.

1.31 Dada a fungdo
z* — 1.42% +0.49z2 — 1.4z — 0.51

2 4+ 2

f(z) =

que tem exatamente 2 zeros reais,

(a) utilize o Método de Newton para aproximar o maior zero de f de forma a garantir
a convergéncia utilizando z, diferente desta raiz.

(b) Faga 3 iteragdes.
Observagdo: Justifique tudo que for necessario para garantir a convergéncia.

1.32 Use o0 Método de Newton para encontrar um zero positivo de

22 +222 -5z -7
2 +4z+ 1

f(z) =

num intervalo em que vocé possa garantir a prior: a convergéncia do processo. Justi-
fique a escolha do intervalo e do chute inicial.
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[] A fungéo
3z

=1 —¢%
f(m) e+2x+1

tem um zero em z = 0.

Quais das fungdes abaixo vocé pode utilizar para determinar esse zero pelo Método das
Aprozimacgodes Sucessivas? Justifique.

(e* —1)(2z+1)

¢ (z) = 3

3z -
¢2(ac):m—|—1—l—m—e
bs(z) = (2z + 15)62 -1

Demonstre que a seqiiéncia

1 a
Tpi1 = 5 ((p — 1)z, + F)

pode ser utilizada para calcular #a, a > 0.

Utilizando o exercicio anterior calcule /8.

Ache o ponto de inflexdo* da fungdo f(z) = 2e® + z% — 1.

Seja a fungdo f(z) = e®* 2+ 2® — 1. Ache o valor de z no qual f(z) = 2.

Queremos determinar a tnica raiz o de uma funcéo f : [0, co[— R utilizando o Método
das Aproximacgdes Sucessivas.
Provar que se ¢ : [0,00[— R é uma func3o de classe C* (isto &, derivavel com derivada
continua) e além disso

(a) ¢p(z) =z se,esbse,z=ae

(b) ¢'(z) > 2, Vz € [0, 00]
entdo a seqiiéncia

zo=¢(0), Zn=¢ '(zn1) para n>1

é crescente e converge para o.

(Sugestdo: Estude a fungéo ¢ ' num intervalo [$#(0),a] coma > a e ...)

Teorema 1.1 Seja f: [a,b] — R duas vezes diferencidvel, com f" continua.

Suponha que

(2) f(a).f(b) <O.
(it) f'(z) # 0 para todo z € |a,b].

4Ponto de inflexdo é um ponto critico que n&o é de maximo local nem de minimo local.
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(1i2) f"(z) méo troca de sinal em |a,b).

Entdo a sequiéncia obtida aplicando-se o Método de Newton a f converge para a unica

raiz o de f em [a,b] se for escolhido z, € [a,b] convenientemente. Por ezxemplo,
escolhendo-se

b em caso contrdrio

2y — {a se ¢(a) € [a,b]

a sequéncia T, = ¢(z,-1), n > 1, onde

f(z)

¢($) =T f’(:z:)

convergird para o.
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2 Exercicios sobre Sistemas Lineares

2.1 [1Dado o sistema linear Az = b, onde

1 3 40 42
A=120 62 2 e b= | —40
18 4 10 24

(a) calcule a solugdo pelo Método de Eliminag¢do de Gauss

i. utilizando fragdes.

ii. utilizando aritmética de ponto flutuante com 3 algarismos significativos (man-
tendo o sistema na ordem dada).

iii. utilizando aritmética de ponto flutuante com 3 algarismos significativos e con-
densagdo pivotal.

(b) Coloque V se verdadeiro e F se falso:

i | 1i. | iil.

ocorre erro de truncamento.
ocorre erro de arredondamento.
sempre fornece a solugdo exata.

2.2 [JFazendo-se a triangularizagio de um sistema de ordem 3, Az = b, pelo Método
de Eliminacao de Gauss, utilizando aritmética de ponto flutuante com 2 algarismos
significativos e condensagdo pivotal, obtivemos:

2.0 1.0 3.0 -1.0
0.20 0.30 3.1 0.70 com pp=1 e p,=23.
0.60 0.40 0.60 3.0

(a) Calcule det A.

(b) Calcule a inversa de A.

(c) Calcule a matriz A original.
2.3 Fazendo-se a triangularizagdao do sistema

3.0 40 3.0 2.0 1.0
2.0 3.0 40 3.0 -1.0
1.0 2.0 3.0 4.0 —1.0
40 3.0 2.0 1.0 1.0

pelo Método de Eliminagdo de Gauss com condensacao pivotal e utilizando aritmética
de ponto flutuante com 2 algarismos significativos obtivemos:

4.0 3.0 20 1.0 1.0
0.7 1.7 15 1.3 0.25
0.50 088 1.7 1.4 —1.7
0.25 076 082 1.7 —0.10

com p1=4, py=4 e p3=4.
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(a) Calcule a solugéo do sistema.

(b) Faga uma etapa de refinamento de solugdo.

2.4 B dado o sistema linear

—16z + 10y — 40z = 80
8 + 4y + 28z = -T2
24z + 3y + 4z = 0

Aplicando-se 0 Método de Eliminagao de Gauss com condensagdo pivotal e aritmética
de ponto flutuante com 2 algarismos significativos a matriz do sistema acima obtivemos:

24 3.0 4.0
—0.67 12 =37 com =3 e py=3.
0.33 025 36

Faca uma etapa de refinamento partindo de

(xo, Yo, Zo) = (058, —13, —28)

2.5 [JConsidere o seguinte sistema

2z, + 3z, 1

T, + 2z = 2
2r1 + ®2 + T3 + 224 = 3
3z, — Ty + x4, = 4

que tem uma tnica solugdo (Z1, 2, T3, Ta)-
(a) O sistema satisfaz o Critério de Sassenfeld? Justifique.

(b) Mostre que a seqiiéncia de iteradas do Método de Gauss-Seidel converge.

2.6 Inverta a matriz abaixo usando o Método de Eliminacdo de Gauss com condensagao
pivotal e 2 algarismos significativos.

0.60 1.8 0.0
1.2 0.80 2.0
0.0 0.70 1.0

2.7 O sistema linear Az = b onde

6 0.2 -0.1 1
A= 1 2 0.1 e b=
-2 2 4 0

(a) satisfaz o Critério das Linhas ? Justifique.

(b) satisfaz o Critério de Sassenfeld 7 Justifique.
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O que se pode afirmar da convergéncia do Método de Gauss-Setdel em (a) e em (b)?

2.8 Sejam
an a;p O b
A= 0 ayn aos e b= by |,
asi 0 ass b3

com a; # 0, det(A) # 0. Considere o sistema Ax = b e a seqgiiéncia (w&k),xgk),xgk)),

gerada pelo Método de Gauss-Seidel. Seja Amgk) = mgk) — T,;, onde (T1,%,%3) € a

solugdo do sistema. Prove que:

(a)
AJ;Ek) _ _ 012023031 Aa:gk_2) _ MA:rgk_2)
G11Q22033
(b)
limz" =%, i=12e3sees6se M| <1

k—o00

(c) Dé um exemplo de um sistema linear 3 x 3 que ndo satisfaga o Critério de Sas-
senfeld, mas para o qual o Método de Gauss-Seidel seja convergente.

2.9 Dado o sistema

1 0 3 T
3 11 To =
01 2 T3

(a) Resolva-o por Eliminacdo de Gauss, com condensacdo pivotal, utilizando aritmé-
tica de ponto flutuante com 3 algarismos significativos na mantissa.

(b) Determine a 12 coluna da inversa da matriz dos coeficientes utilizando a triangu-
larizagdo feita no item (a).

2.10 Sejam
2 6 —1 —12
A= 5 —1 2 e b= 29
-3 —4 1 5

(a) Resolva Ax = b pelo Método de Eliminag¢do de Gauss com condensagdo pivotal
e aritmética de ponto flutuante com 2 algarismos significativos.

(b) Usando o mesmo método acima, calcule det A.
(c) Explique as seguintes afirmacdes:

i. No processo de refinamento de uma solugdo aproximada, obtida pelo Método
de Eliminagcdo de Gauss, as operagdes envolvidas no calculo dos residuos
devem ser feitas com precisdo maior do que a utilizada nos célculos restantes
(por exemplo dupla-precisdo).

ii. Para resolver o sistema Ac = r, o residuo é convertido para precisdo simples.
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2.11 Deseja-se resolver o sistema linear

4 1 2 T 7
2 -3 1 y|=10
-1 1 -2 P 1

pelo Método de Gauss-Seidel. Sabe-se que a solugdo estd no cubo [—3, 3] x [—3, 3] x
[—3,3|. Escolha um chute inicial e diga qual o niimero de iteracdes necessérias para se
ter certeza que o erro serd menor que 0.01 . Justifique.

2.12 Resolva o sistema linear abaixo pelo Método de Eliminacdo de Gauss com condensagao
pivotal usando aritmética de ponto flutuante de 2 algarismos significativos.

Atencao: Antes de iniciar a aplicagdo do método vocé deve passar os coeficientes numé-
ricos do sistema para 2 algarismos significativos.

1 08 —1.5 T 0.5048
-12 2 0.085 |- | zy | = | 2.44
—2 2.4 0.995 T3 2.98

2.13 Considere os sistemas lineares

4z + ly + 1z = 2 5¢ + 2y + 25z = 6
(1) 2z — 5y + 1z = 3 e (2) 2z — 5y + 1z = 3
lz + 1ly + 15z = 4 lx + 1ly + 15z = 4

Observe que o sistema (2) foi obtido do sistema (1) substituindo-se a primeira equagdo
de (1) pela soma desta com a ultima equagdo de (1). Portanto eles sdo equivalentes.

Queremos encontrar a solugdo do sistema (1) (ou (2)) usando o Método de Gauss-
Seidel, partindo de um certo chute inicial fixado (zo, ¥o, 20), de forma a obter a melhor
precisdo possivel na vigésima iteragao.

A qual dos dois sistemas devemos aplicar o Método de Gauss-Seidel segundo esse
objetivo? Justifique.

2.14 Mostre que o sistema abaixo é consistente se e somente se a = 1 ou a = —1, usando o
Método de Eliminac¢do de Gauss.

z + y + 2z = 1+a?
z 4+ 2y + 32z = —2a

z + 3y + 4z = —4a

z 4+ 2y + 2z = 2(1-a)

2.15 Para os itens abaixo responda se a afirmacao feita é verdadeira ou falsa, justificando
através de uma prova ou contra-exemplo:

(a) Quando usamos um método iterativo para determinar um nimero a com uma
calculadora comum, e apds a 102 iteracdo os valores obtidos passam a se repetir
(211 = 12 = 13 = ...) entdo certamente o = z;;.
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(b)

(c)

(d)

2.16 (a)

(b)
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Todo sistema linear que satisfaz o Critério de Sassenfeld também satisfara o
Critério das Linhas.

Dado um sistema linear, sempre existe uma ordem para as equagdes em que o
sistema satisfaz o Critério de Sassenfeld.

No Método de Eliminacdo de Gauss e no iterativo de Gauss-Seidel cometemos
erro de truncamento.

A funcéo
b a12(bs — a1 2)
, — 2T Tns)

$(z) = 922

ai1

possui um tnico ponto fixo o em R.

Mostre que se
Q12021

Q11022

<1

entdo a seqiiéncia z("*Y = @(2(™) converge para a, qualquer que seja o ponto
inicial 2(® escolhido.

Ao se resolver o sistema linear

{Gllw-i—alz’y = b
Q21T + Ay = b

pelo Método de Gauss-Seidel, com aproximagio inicial (z(®), y(®)) obtém-se uma
seqiiéncia (z(™), y(™)) que converge para a solugio do sistema sob certas condigdes.

Mostre que a seqiiéncia (™) coincide com a seqiiéncia definida no item (a) com
valor inicial z(® = 2(®,
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3 Exercicios sobre o MMQ

3.1 [Seja f(z) = z® e sejam py(z), p1(z), p2(z) € p3(z) os polinémios de Legendre de grau
0, 1, 2 e 3 respectivamente. Ao aproximarmos f no intervalo [—1, 1] pelo MMQ por um
polindmio de grau < 2 obtivemos

p(z) = Opo(z) + gpl(:z:) + 0p2(z).

Ao aproximarmos f no intervalo [—1,1] pelo MMQ por um polinémio de grau < 3
obtivemos
p(z) = bopo(z) + b1p1 () + bapa(z) + bsps(2).

Determine o valor de by, by, by € bs.

3.2 [IPara os itens abaixo responda se a afirmaco feita é verdadeira ou falsa, justificando
através de uma prova ou contra-exemplo:

(a) Considere a fungdo f(z) = 2cosz + 3sen 2z + 5cos 10z, periddica de periodo 27.
Entdo ao fazermos a Andlise Harmoénica de f até o harménico de ordem 8 obte-
remos g(z) = 2cosz + 3sen 2z.

(b) Se o polinédmio p(t) = ¢ for aproximado pelo MMQ em [—1, 1] por um polinémio
da forma

10
o
q(t) = > ait*
i=0
entdo o erro quadratico cometido sera nulo.

(c) Ao fazermos a Andlise Harmoénica de f(z) = cos’zsenz até o harménico de

ordem 3 obtemos a aproximacdo g(z) = 4 Senz + 4 sen 3z.

3.3 Aproxime a fungdo f tabelada abaixo por uma fungdo da forma g(z) = a¢ + a;cosz +
a, Sen .
z ‘ - —-7w/2 0 w2 =
f@)|1 2 0o -2 1

3.4 Considere os seguintes produtos internos:
() b
(u,v) :/ w(z)u(z)v(z) dz,

onde w(z) é uma fungdo continua em [a, b], w(z) > 0 paraa < z < b.

(ii)
(u,v) = > wiu(z;)v(zs),
=1
onde w; >0ea<z;<bparaz=1,...,n.

Seja {Pk }r—o,1,.. uma familia de polinémios ortogonais relativamente a (, ) (no caso (iz)
temos 0 < k < n — 1). Mostre que:
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(a) se g(z) € um polindmio de grau < k entdo (pg,q) = 0.
(b) se g(z) & um polindmio de grau k entdo:
b 2
/ w(z)q(z) dz = (g,9) > 0.

ZwiQ(mi)z ={(g,q) >0, sek<mn.
=1

(c) se g(z) € um polinémio de grau k entdo
(piyg) =0 Vi=1,....,k= g(z)=0.

(d) pr(z) tem k zeros reais distintos

e no intervalo [a, b], no caso (z).

e no interior do menor intervalo que contém {z,,...,z,}, no caso ().

3.5 [l Determinar os trés primeiros polinémios ménicos® ortogonais relativamente ao pro-
duto interno

U@>:/:u—xﬁﬂ@¢@dm

3.6 Determinar os trés primeiros polindmios ménicos ortogonais relativamente ao produto
interno

(f,9) = Z_%f(S)g(S)-

3.7 U

(a) Gere os trés primeiros polinémios ortogonais moénicos em relagdo ao produto interno
(o) = [ I (O)ha(0)e dt
(b) Encontre a, b e ¢ de forma a minimizar
F(a,b,c) = /1 #—a—bt— )2t

3.8 U

(a) Use os polinémios de Legendre para aproximar f pelo MMQ no intervalo [1, 5] por
um polindmio P de grau menor ou igual a dois, onde

1 paral <t <3
ft) =
—1 para3 <t<5h.

(b) Calcule o erro quadratico cometido ao utilizar tal aproximagao.

5Polinémios ménicos sdo aqueles cujo termo de maior grau tem coeficiente unitario.
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3.9 []Familia ndo linear nos parametros.

(a)

z | 2 5 8 11 14 17 27 31 35 44
f(z) [ 94.8 89.7 81.3 749 687 64.0 49.3 440 39.1 316

Usar o MMQ para obter uma aproximagdo da fungdo tabelada por uma fungdo da
familia
i. aet®
ii. 1/(a+ bz)
iii. z/(a + bz)
(b)
z |01 2 3
fz)|1 1 17 25

Usar o MMQ para obter uma aproximacdo da funcdo tabelada por uma funcgdo

racional
a+ z?
b+z
3.10 (a) Sejam hy, ..., h, funcdes definidas num retdngulo I x J C R?, z, ..., z, pontos de

I, distintos 2 a 2, ¥, ..., ys pontos de J, também distintos 2a2 e F = [h4,..., h,]°.
Mostre que:

(h,g) = Z Z h(z:, ¥5)9(Ti, ¥5), h,g€ F

i=1j=1
define um produto interno em F. (Este produto interno pode ser degenerado’).

(b) Sejam Ay, ..., h, fungdes definidas num retangulo [a,b] x [c,d] C R?, integraveis
em [a,b] X [c,d] e F = [hy,...,h,]. Mostre que:

(h,g>:/ab [/th(w,y)g(w,y)dy dz, h,g€F

define um produto interno em F. (Este produto interno pode ser degenerado).

Mostre também que se A4, ..., h, forem continuas em [a, b] X [c, d] entdo (, ) &€ ndo
degenerado em F'.

3.11 Sejam f(z,y) uma fungio definida num retangulo I x J C R?, z,, ..., z, pontos de I
distintos 2 a 2 e ¥y, ..., y; pontos de J também distintos 2 a 2. é dada uma tabela

fii = f(@iy), 1<i<n,1<j<s.

Fixados m < m e p < s, queremos aproximar esta tabela por um polinémio de duas
varidveis da forma

m P
Imp(Z,9) =D > amz®y,, m<n, p<s
k=0 1=0

6i.é., F & o espago vetorial das fun¢des da forma aihy + aghy + -+ - + anhn.
"i.é. (h,h) =074 h=0.
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pelo MMQ), relativamente ao produto interno
(w,v) = > > u(@i, y;)v(i, y)- (%)
1=1j5=1

Note que estamos aproximando f por uma fungdo pertencente ao subespago dos poliné-
mios de grau < mp. Mostre que este problema tem uma tnica solugao.

Sugestdo: Sejam F o espago vetorial gerado por f e pelas fungdes z*y!, 0 < k < m,
0 <1< pe G osubespago de F gerado pelas fungdes z*y', 0 <k <m, 0 <1 <p.

Queremos determinar a projegdo ortogonal de f em G relativamente ao produto interno
dado por (x).

Seja {Pa(Z)}a=0,1,.,m uma familia de polinémios ortogonais relativamente a

(h,9): = 3 h(@)g(z)

e {gs(y)}p=0,1,., uma familia de polindmios ortogonais relativamente a
(R g)2 =) h(y;)9(y;)-

=1

Mostre que v,5(Z, y) = Pa(T)gs(y) é€ uma base ortogonal de G (relativamente ao produto
interno dado por (%)). Mostre também como obter a solugdo a partir de v,s € fij.

3.12 Os polindémios

po(z) =1

m(z)=1-2z

p2(z) = 1 — 62 + 62°

ps(z) = 1 — 12z + 30z% — 20z

satisfazem as relagdes

1 0 se1# ]
(i )1 = /0 pi(z)p;(z)dz = { 1

21+1

se1=7

Utilizando estes polinémios, aproxime f(z) = sen z no intervalo [0, /4] por um poliné-
mio de grau < 3, pelo MMQ. Justifique.

3.13 [ Sabe-se que os seguintes polinémios

po(s) =1
S
pi(s) = 2
52
Da(s) = 5 1
5s3 — 17s
pa(s) = ————

6
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sdo ortogonais relativamente ao produto interno

2

(u,v)1 = > u(s)v(s).

s=—2

Dada a tabela

T \ 0 04 08 12 1.6
f(z)| 021 125 231 270 2.65

aproxime f por um polindémio de grau < 3 pelo MMQ), relativamente ao produto interno

(£:9)2 = f(0)g(0) + £(0.4)9(0.4) + £(0.8)9(0.8) + f(1.2)g(1.2) + f(1.6)9(1.6)

usando os polindmios dados acima. Obtenha também o valor da aproximagdo no ponto
0.7. Justifique.

3.14 Mostre que

cos —sen——dz =0, Vk=0,1,2,..,Vp=1,2,3, ...

/C+2L kmz P
c L L

cos——cos——dz=42L sek=p=0 (k,p>0)

0 sek#p
/C+2L kmzx P
c L L
L sek=p k>0

(k,p>1).

/C+2L krzx pPIT 0 sek#p
c L L

sen — sen ——dz =
L sek=p k>1
3.15 Seja f periddica de periodo 2L. Deseja-se aproximar f por uma fungdo da forma

kmx

i k
gm(T) = a0+ > (ak cos 7% 4 b, sen —)
1 L L

pelo MMQ relativamente ao produto interno
c+2L
(f,9) = / f(z)g9(z)dz (Anélise Harmoénica — Dominio continuo).

(a) Apresente as expressdes para se calcular os coeficientes ag, K > 0 e b, & > 1.
Justifique.

(b) Mostre que se f é uma funcdo par entdo b, = 0, kK > 1 e que se f € uma funcéo
impar entdo ar =0, k£ > 0.

3.16 Faga a Anélise Harmoénica da funcdo abaixo até o harménico de ordem 3.
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3.17 Analise Harmonica (Dominio discreto).

T

Seja f periddica de periodo 27. Suponha que f estd tabelada nos 2n pontos z; = 77,
j =1, 2, ... 2n, pertencentes ao intervalo [0,2m]. Deseja-se aproximar f por uma
funcdo da forma

gm(T) :a0+z<akcoskx—|—bk senkm), m<n
k=1

pelo MMQ), relativamente ao produto interno
2n
(f.9) =>_ f(z;)9(z;).
j=1

(a) Mostre que
2n

> senpz;senqgz; =0, 1<p<n-1, 1<q<n-1, p#gq
=1

2n

Y cospzjcosqr; =0, 0<p<mn, 0<g<nm, p#gq
7=1

2n

Zsenpa:jcosq:cjzo, 1<p<n-1, 0<¢q¢g<mn,
7=1

2n
> sen’pz; =n, 1<j<n
7=1
2n
> cos’pz; = n, 1<j5<n.
7=1

(b) Quais as expresses para os coeficientes ax, k > 0 e by, k > 17

(c) Faga a Andlise Harmonica Discreta para a fungdo f tabelada abaixo, até o harmé-
nico de ordem 3

j |1 2 3 4 5 6 7 8
f(z;) | 126 159 191 178 183 179 176 149

T
onde z; = —7.
nde z; = - j
3.18 [
(a) Ao aproximarmos a funcéo
T
— 0<z<7w
T
f(z) =
_z +2 < <27
™

por uma parabola, pelo MMQ), relativamente ao produto interno

(1.9 = [ 1(@)gz) da,
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3.19

3.20

3.21

3.22

obtivemos a fungdo
(z) = 1 N 15m 15 22
I =g T 8" 16n2

Ajuste f por uma fungdo do tipo
h(z) = ao + a;senzx + ay cos z,

pelo MMQ), com o mesmo produto interno. Qual das duas aproximagdes é melhor?
Justifique.

(b) Dada a tabela

z |0 1 2 3
fz)|1 -1 0 1

aproxime-a por uma “reta” pelo MMQ. Esta mesma reta ajusta, pelo MMQ, a
tabela

z |-1 0 05 1
f@)|1 -1 0 1

?

Para a tabela

z [-1 0 1 2
fy|1 1 0 1’

vocé tem condigdes, sem fazer os calculos, de dar informagdes sobre a “reta” que
melhor a aproxima pelo MMQ? Justifique.

Ao fazermos a aproximacdo de uma fungdo f por um polinédmio da forma
2 3
Qg —+ a|x —+ asT + asT

utilizando o MMQ), obtemos um polindmio de grau 2. Fazendo a aproximagdo de f por
um polindmio da forma
Qg + a1Z + asz? + asz® + a.zt

obteremos novamente um polinémio de grau 27 Justifique.

Dada uma fungdo f tabelada em 5 pontos aplicou-se 0 MMQ para aproxima-la por um
polindémio g de grau menor ou igual a 3 e obteve-se uma “reta” com (f —g,f —g) = 0.
Entdo f(z) é uma “reta”? Justifique.

[ Calcule a e b reais tais que

2 /1 ) 2
f(a,,b):/1 (?—a—bx) dz
seja minimo.

Seja gm(z) a aproximacdo obtida para f(z) por um polinémio de grau m usando o
MMQ. Prove que
(f = 9ms1, f = Gms1) <CF = Gmy [ — gm)-
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3.23 Dados

(i) F espago vetorial sobre R.

(ii) (, ) produto interno em F'.

(iii) Gm =1[90s---19m) € Gmi1 = [9o, - - -, 9m, 9m+1] SUbespacos vetoriais de F' (note que
Gm-l—l - Gm + Rgm-i—l)-
(iv) feF.

Entéo se A, € hp, 1 sd0 aproximacgdes 6timas de f relativamente a (, ) em G,, € Gt
respectivamente, temos

<f - hm—l—laf - hm+1> S <f - hm;f - hm)

Interprete este resultado.

3.24 Sejam f e h fungdes reais distintas ndo identicamente nulas. O que deve acontecer ao
se tentar aproximar f num intervalo [a, b] pelo MMQ por

9(z) = aoh(z) + a1 f(z)?

Calcule ag, a; e o erro quadratico
b 2
| (@) - 9(@))" dz.
3.25 [ Mostre que os polinémios 1, z, 22, z°, ... nfo sdo ortogonais em relagio a

(,9) = [ F(@)o()dz

quaisquer que sejam a e b (b > a).
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4 Exercicios sobre Interpolacao

4.1 [Determine os valores de (a,3) para os quais o polinémio interpolador da tabela

z, |01 2 3 4
fm)|1 3 B+l o pB*15

tem grau 2.
4.2 [1Sejam =y, 1, ..., T, € [a,b] distintos 2 a 2, e seja f uma fungdo continua em |[a, b]
com derivadas f, f”, ..., f(1% continuas em [a, ].

Seja g(z) o polinémio de grau < 7 que melhor aproxima a tabela

To I T Z10

f(zo) f(z1) - f(zw)

pelo MMQ. Mostre que se EQ(f,g) = 0 entdo®

(z — z0)(z — z1) - - (T — 27)| )
30 gle[gfg]lfs (2)].

f(z) — 9(z)| <

4.3 Para os itens abaixo responda se a afirmagdo feita é verdadeira ou falsa, justificando
através de uma prova ou contra-exemplo:

(a) p(z) = 52° — 223 + z — 1 & o polinémio interpolador de

z, |01 -1 2 -2
f(z)|-1 3 5 305 333"

(b) Tabelamos f(z) = 2z° + 7z — 1 em 11 pontos distintos 2 a 2

f(xo) f(z1) -+ f(zw)

Entdo ao aproximarmos essa tabela pelo MMQ por um polinémio de grau < 8
certamente obteremos um polinémio de grau 5.

(c) Aproximamos uma fungdo f continua pelo MMQ por um polindmio de grau menor
ou igual a k no intervalo [0, 1] e obtivemos erro quadratico igual a zero. Podemos
entdo concluir que f é um polinémio de grau menor ou igual a k.

(d) Se um polinémio P de grau 5 é tabelado em 10 pontos igualmente espagados e se
@ é o polindmio interpolador da tabela obtida, entdo o grau de @ é menor ou igual
a 6.

(e) Se um polinémio P de grau 5 é tabelado em 5 pontos distintos e se @ é o polinémio
interpolador da tabela obtida , entdo o grau de @ é 5.

8 EQ: Erro Quadratico.



26 Departamento de Matematica Aplicada

4.4 Conseguimos a seguinte tabela de uma certa fungao f:

z|0 1 2 3 4
y|1 2.7 53.1441 387.420480 2824.295365

Queremos usar interpolagdo para aproximar o valor de f(0.5) de forma a ter a menor
avaliacdo de erro possivel. Sabendo que f é continua, tem derivadas de todas as ordens
continuas e satisfaz |f(*)(z)| < 2*e?, para todo z € [0, 4], resolva nosso problema, e dé a
melhor avaliagdo que puder para o erro cometido.

4.5 Determinar o polindmio de grau minimo que passa pelos pontos

z|0 1 3 4 6
y|3 0 18 63 285

4.6 Através da tabela para y = senx que se segue,

T y
1.2 | 0.93204
1.3 | 0.96356
1.4 | 0.98545
1.5 | 0.99749
1.6 | 0.99957

encontre z correspondente a y = 0.96968.

4.7 Uma tabela de senos é dada com argumentos variando de grau em grau. Delimitar o
termo complementar para polinémios interpoladores de grau 1, 2 e 3.

4.8 Considere a tabela

Tg T T

o) f@) - f@n)

(a) Sejam g(z) o polindmio interpolador de f relativamente a zo, Z1, ..., Tn_1 € A(z)
o polinémio interpolador de f relativamente a zi, z,, ..., z,. Mostre que
_ (& —zo)h(z) — (z — z4)9(z)
q(z) =
ZTn — T
é o polinémio interpolador de f relativamente a zq, z1, ..., T,.

(b) Usando o item (a) obtenha a Férmula de Newton para a interpolagdo polinomial.
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5 Exercicios sobre Integracao Numérica

5.1 [IMostre que quando a regra de Simpson é aplicada para

21
/ senz dz
0

0 erro é zero, se assumirmos que nao houve erro de arredondamento.

Vale 0 mesmo para
/2 5
/ cos“ z dz?
0

/2 cos T
/ dz
o 1+=z

pela férmula dos Trapézios e pela féormula de Stmpson com passo h = 7/20. Delimitar
os termos complementares.

5.2 []Calcular

5.3 [ Facga a anélise harménica da fungdo tabelada nos pontos

z ‘—7r /2 0 w/2 =
f(z) | 2 1 0 -1 2

até o terceiro harménico, calculando as integrais pelo Método dos Trapézios e pelo
Método de Simpson.

5.4 Utilize a tabela abaixo para obter um valor aproximado da area sob a curva

z | 2 22 23 24 25 27
f(z) | 0.707 0.674 0.659 0.645 0.632 0.609

5.5 (a) Dé uma condicdo suficiente para que o Método dos Trapézios seja exato. Idem
para o Método de Simpson.

(b) Seja
224+3z+1 se0<z<4
—2z+ 3 sed<z<6

f(z) = ¢ —=22 se6<z<8
1 se8< <12
anzT se12< <14

\

Qual o melhor método para aproximar

/014 f(z) dz?

Justifique.

(c) Estime o erro cometido para o calculo da integral do item (b) ao se utilizar o
Método dos Trapézios e o Método de Stmpson, com h = 1/2.
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5.6 [1Considere a fungio f(z) = e®. Aproxime f no intervalo [2,6] pelo MMQ por um
polindmio de grau < 2, usando os polinémios de Legendre. Calcule as integrais que
envolvam f pelo Método de Stmpson com 2 repetigdes.

5.7 Seja f uma fungdo continua em [a,b] tal que existam as derivadas f/, f”, f" e f*
existam e sejam continuas em [a,b]. Seja p3;(z) o polindmio interpolador de f em 4
pontos a = o < T; < To < T3 = b. Aproximamos [’ f(z)dz por [’ ps(z)dz. Mostre
que o erro E cometido satisfaz

(b—a)® 4
Bl <~ @ (2)].
Bl < T max [F7()

5.8 Seja f(z) = cos(sen(2z + 1)). Queremos aproximar [’ f(z)dz pelo Método dos Trapé-
zi0s com n repeticdes, de forma a obter |erro| < 0.0001. Sabemos que |f*)(2)| < 2% |
para todo z € [0,5] e todo k € N.

Encontre um valor de n (0 menor que vocé conseguir) que possa ser usado para resolver
este problema.
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6 FORMULARIO

Polinémios de Legendre:

p@)=1 pE@=z wBE=2"1 pE=2 %
Estes polindmios satisfazem
1 0 se1# ]
27+1

Polindmios de Lagrange:
Li(z) = (z —2o)(z —21)--- (2 =2 1)(Z = Zip1) -~ (T — Zn)
(@i — zo) (@i — 1) -+ (i — Tim1)(@i — Tiga) - - (%0 — Ta)
Polinémio interpolador na forma de Lagrange:

p(z) = f(2o)Lo(z) + f(21)L1(2) + - - - + f(2n) Ln(2).

Polindémio interpolador na forma de Newton:

p(z) = flzo] + (z — zo) flzo,z1] + -+ (z —z0)(z — 21) - - - (T — Tp_1) fT0, T1y - - -, T

ou ainda
Af(x A" f(z
p(z) = f(zo) + (z — o) f}(z 0) ++(z—z0)(z—21) - (T — xn_l)#.
Erro de truncamento na interpolagdo polinomial:
(o)
— (7 — _ co(z—zp)—— 2, I.
E.(z)=(z—zo)(z—21) - (T — z4) I oc

Férmula dos Trapézios repetida n vezes:
b h
/ f(z)dz ~ 2 [f(xo) +2f(z1) + -+ 2f(2n1) + f(iBn)]

_(b—a) ~—~ (o), o € [a,b].

nh?
Bp= -2 erg) =
T 2l @) ="

Férmula de Simpsom repetida n vezes:
/ab f(z)dz ~ %[f(%) +4(21) + 2f(22) + 4f (23) + - + 2f (Tan—2) + 4F (€2n-1) + f(22n)]

hb b
By = 30 10) =~ e F0), o€ fad

Anilise Harménica:

f(:z:)_ao+z<ancosnL + b, sin n_zx)

onde

1 rL 1 rL nwT 1 L . NI
ap = ﬁ/_Lf(a:)da:, Qn = Z/_Lf(a:)cosTda:, b, = Z/_Lf(a:)sde:c.



