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ASSUNTO: Teoria Cinética dos Gases, Distribuicao de velocidades de

Maxwell-Boltzmann

LIVROS: Introduction to Atomic Physics, H. A. Enge, M. R. Wehr, J. A. Richards,
Addison-Wesley Publishing Company, (1973). Capitulo 1 (1-7 até 1-9)
Fisica para Cientistas e Engenheiros, P. A. Tipler, G. Mosca, Vol. 1, 62 Ed., LTC

INTRODUCAO A MECANICA ESTATISTICA

Ja vimos estatistica: probabilidade, distribuicdes de probabilidade quaisquer e
gaussiana e calculos de médias de grandezas em sistemas governados por uma
distribuicao de probabilidade especifica.

Resultado de exercicios anteriores que nio podemos esquecer:

Usando a distribuicio de velocidades de  Maxwell-Boltzmann f(v) =

3/2
m _ 2 . . 7 1s 8kT . .
41 (%) v2e MV /2kT gbtivemos a velocidade média (v) = /%; velocidade mais

, ,ZkT : - L as 3kT
provavel vy, = e velocidade quadratica média v,.q,, = —

Mudando a varidvel velocidade para a energia de um gas ideal (F =K =

%mvz) na distribuicao de Maxwell-Boltzmann chegamos a distribui¢do de energia de

Boltzmann f(E) = A E'/?e~E/kT  onde obtivemos o fator de normalizacio como

, 4 . _3 . . . _1
A= —apw aenergia média (E) = . kT e a energia mais provavel E,,, = . kT.

Revisiao de Termodinamica
Lembrando da Lei dos Gases Ideais: PV = nRT = NkT

onde n é o numero de moles, R é a constante universal dos gases ideais, N é o nimero
de moléculas, k = R/N, = 1,38x10723J/K é a constante de Boltzmann, e N, =
6,02x1023 é o nimero de Avogadro que define a quantidade de moléculas num mol.

12 Lei da Termodinamica: AU = Q — W, sendo total essas grandezas referentes ao
sistema: AU é a variacdo da energia interna, Q o calor trocado e W o trabalho
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realizado. Na forma infinitesimais: dU = dQ — dW, onde d indicar uma diferencias
inexatas, Q = [ CdT portanto a capacidade calorifica C depende do caminho ou
processo termodindmico entre os estados inicial e final, W = [ PdV portanto a forma
de P varia com V depende do processo termodinidmico, AU = [C,dT
independentemente do processo termodinamico. y = C,/C, = ¢,/c, € uma grandeza
definida como a razao entre a capacidade calorifica a pressao e volume constantes ou
como a razdo entre o calor especifico, c = C/m ou ¢ = C/N. Para o gas ideal, essas
capacidades calorificas estdo relacionadas, C, — C, = R.

22 Lei da Termodinamica: Para qualquer processo termodindmico da variacdo da
entropia do universo (sistema e seu entorno) nunca diminui, ou é nula quando os
processos sdo reversiveis ou é positiva quando os processos sdo irreversiveis. A

e d d .
entropia é definida como dS = % = AS=| %, onde Q,..,, € o calor trocado do

sistema num processo reversivel entre os mesmos estados inicial e final desse
sistema.

Revisao de Mecanica

Energia mecanica E é a soma da energia cinética K = %mv2 com a energia potencial
U(r): E=Kw)+U().

Ly . > dp
A forga é definida como a variacio do momento p = mv no tempo t: F = d—f.

A velocidade (grandeza vetorial) é dada pela variacdo da posi¢do no tempo:

- dar N A 7.
= =nitvj+ v, k.

A pressdo é definida como o médulo da for¢a que atua numa superficie de area A:

p==
A

Teoria Cinética dos Gases

Como a Teoria Cinética dos Gases é possivel relacionar algumas grandezas
microscopica dos gases com grandezas macroscopicas do sistema. Vejamos a seguir
como podemos chegar a essas relagoes.

Como podemos calcular a pressao que um gas exerce nas paredes de um recipiente
através da analise do movimento das moléculas desse gas?
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Assumindo que o espaco é isotrépico, entdo a pressao é igual em todas as
paredes do recipiente. Lembrando que a pressdo é dada pela razao entre a forca

. . F__1(A
exercida na parede e a area da parede: P = i (A—i).

Vamos inicialmente considerar um recipiente cibico (de lado #, drea 4 = #% e

volume V = #3) com um gas ideal (colisdes raras) de particulas idénticas (mesma
. . . M Nm 7 .
massa m) no seu interior de densidade p = i Uma molécula do gas com

velocidade ¥ = v,1+ v,j+ v,k, ao colidir elasticamente com a parede Aj, por

exemplo, sofre uma inversao na componente v, (v, e v, mantém-se inalteradas).

V_AY
VX& . parede
—} > x

Ilustragdo da colisdo de uma particula na parede de um recipiente.

Portanto ocorre uma variagdo do momento linear da molécula: Ap = p; —p; =

\

muv,(—1) — mv, (1) = —2mv, (1) = Ap = 2mv,, que é transferido a parede do
recipiente. Apés colidir com a parede Ai a molécula colide com a parede A; e volta a

. . . 2¢ . ~

colidir novamente com A; apdés um intervalo de tempo At = — Assim, a pressao na
X

vxl.) _ mv,zci _ mv,%i

20) T 3 v

parede A1 devido a uma molécula i é dada por: P; = {%(vaxi)(

Considerando a pressao exercida por N moléculas do gas:

mN

N
m m
P = 7(17,?1 + v+ +vE) = 72 vi=>P= A (vZ) = p(vi).
i=1

Agora, para cada molécula temos: v = vZ +v;+v7 e como ndo ha direcio
privilegiada (espaco isotrépico), entdo na média:

©3) = () = @W3) = (7) =308 = () =3 ()
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Portanto substituindo esse resultado na pressao, obtemos:

P_lmN( 2)_1 )
—3 Ty WIT3PY

ou seja, conhecendo grandezas macroscépicas de um gas como a densidade e a
pressdo, é possivel calcular a velocidade quadratica média das moléculas ou sua
rapidez (Vygm):

w%=%=wm=WM=f§

Tipicamente, um gas a 1 atm na temperatura de 27°C, tem uma densidade de

, N P 1,01x105P
moléculas de —=—= o a = 2,44x107?
vV kT (1,38x10-23]/K)(300K)

molécula de H; tem massa de 2 u.m.a., Nz e CO tem 28 um.a. e 0; tem 32 u.m.a. (onde
lu.m.a.= 1,66x10-27 kg), podemos calcular as densidades dos gases dessas moléculas
(b= mTN): p(Hy) = 0,08g/m>, p(N;) = p(CO) = 1,13g/m* e p(0;) = 1,30 = 5g/m?,
e a rapidez das moléculas usando a expressdo acima: vV.,m,(Hp) = 1946m/s,
Vrqm(N2) = Vpqm (CO) = 518m/s e v,4,,, (0;) = 483m/s.

g moléculas
m3

Sabendo que a

Percebemos que tipicamente as moléculas de um gas se movem bastante
rapido (da ordem de 1km/s). Sendo assim, por que nao sentimos o cheiro de um
perfume instantaneamente quando estamos a cerca de 1 metro de distancia de um
frasco que abrimos?

Para responder essa pergunta precisamos pensar no livre caminho médio
que uma molécula de gas vai percorre. Pois como existem varias moléculas num gas
(da ordem de 1023) elas colidem entre si e em cada colisio, mudam a dire¢ao do
movimento. Desta forma, cada molécula se desloca como se tivesse seguindo um
caminho aleatério, também conhecido como movimento Browniano que discutiremos
posteriormente, devido as inimeras colisdes que elas sofre por segundo. Vamos entao
mostrar qual a expressdo para calcular o livre caminho médio (deslocamento sem
colisbes) e a quantidade média de colisdes num intervalo de tempo At qualquer.
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Leia o texto abaixo retirada do livro do Tipler (pdg. 586) sobre o Livre Caminho Médio

586 I CAPITULD 17

LIVRE CAMINHO MEDIO

A rapidez média das moléculas de um gds, em pressdes normais, é de vdrias centenas
de metros por segundo, mas se alguém se dirige a um canto da sala afastado de onde
voce estd ¢ abre um vidro de perfume, vocé sO sentird o odor apds alguns minutos. A
razao para esta demora é que as moléculas do perfume ndo viajam diretamente até
vOCé, mas sim viajam em um caminho em ziguezague, em virtude de colisbes com
as moléculas de ar. A distancia média A percorrida por uma molécula entre colisoes
¢ o seu livre caminho médio. (A razdo que o leva a efetivamente sentir o perfume é
a existéncia de correntes de ar (convecgdo). O tempo para uma molécula de perfume
se difundir através de uma sala é da ordem de semanas.)

O livre caminho médio de uma molécula de gas esta relacionado ao seu tamanho,
ao tamanho das moléculas de gés da vizinhanga e 3 massa especifica do gds. Seja uma
molécula de gas de raio r, se movendo com rapidez v em uma regido de moléculas
estaciondrias (Figura 17-12). A molécula em movimento ird colidir com outra molé-
cula de raio r, se os centros das duas moléculas chegarem a uma distinciad = r, +
r, entre eles. (Se todas as moléculas s3o do mesmo tipo, entdo d € o didmetro mole-
cular.) A medida que a molécula se move, ela colidird com qualquer molécula cujo
centro estiver em um circulo de raio d (Figura 17-13). Em um tempo f a molécula se
move uma distiancia v e colide com todas as moléculas que estao dentro do volume
cilindrico m#vt. O nimero de moléculas neste volume € n, md®vt, onde n, = N/Véo
nimero de moléculas por unidade de volume. (Apés cada colisdo a molécula muda
de diregio passando, portanto, a tragar um caminho em ziguezague.) O comprimento
total do caminho dividido pelo nimero de colisdes € o livre caminho médio:

1

A= 0 enmm—
n, m=d*

n, wd*vt
Esse cdlculo do livre caminho médio supde que todas as moléculas do gés, menos
uma, estejam estaciondrias, o que nio é uma situagio realistica. Quando o movimento
de todas as moléculas é levado em conta, a expressio correta para o livre caminho
médio é dada por

17-23

LIVRE CAMINHO MEDIO DE UMA MOLECULA

O tempo médio entre colisdes ¢ o chamado tempo de colisdo 7. O inverso do tempo
de colisdo, 1/7, é igual ao nimero médio de colisdes por segundo, ou a freqiiéncia
de colisdes. Se v, € a rapidez média, entdo a distincia média percorrida entre co-
lisdes é

A=y . 17-24

FIGURA 17-12 Modelodeuma
molécula (esfera central) se movendo em
um gas. A molécula de raio r, colidird
com qualquer molécula de raio r; se os
scus centros estiverem afastados de uma
distinciad = r, + r,, isto &, com qualquer
molécula de raio r; cujo centro esteja em
uma esfera de raio d = r, = r, centrada na
primeira molécula.

¥
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FIGURA 17-13 Modelo de uma
molécula movendo-se com rapidez v

em um gis de moléculas iguais aela. O
movimento ¢ mostrado durante um tempo
1. A molécula de didmetro d colidird com
qualquer molécula igual a ela cujo centro
esteja em um cilindro de volume =fot.
Neste desenho, todas as colisdes sdo
supostas elisticas e todas as moléculas,
Menos uma, sio SUPOstas em repouso,

Voltando a expressdo da pressdo, essa expressdo pode ser re-arrumada e
multiplicando (1/2) em ambos os lados da expressdao obtemos que:

1mN 3PV 1
= = 2 —_—— = - 2
P 3V(v)=> >N 2m(v) =

3kT = (K)

Note que usamos a Lei dos Gases Ideais para relacionar PV /N com kT e chegamos a
uma relacdo entre a temperatura e a energia cinética média de cada moléculas, ou
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seja, com o grau de agitacdo molecular. Essa relagdo esta de acordo com o Teorema
da Equiparticio de Energia que estabelece que cada grau de liberdade contribui

1 g . .
com EkT para a energia cinética de cada molécula do sistema e nos leva ao valor da

. s .- 3KT .
velocidade quadrética média de v,gy, = /(v?) = —— que esta de acordo com a

obtida a partir da distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann.

Observe que até o momento apenas o valor médio da velocidade quadratica
ofereceu as informagdes possiveis sobre os sistemas. Entretanto para saber todas as
informacdes do sistema é necessario conhecer a funcdo de densidade de
probabilidade da velocidade e para isso é necessario mostrar como Maxwell chegou a
essa distribuigdo.

No inicio da 2a metade do século XIX (1859) ]J. C. Maxwell divulgou estudos
sobre como se distribuiam os médulos das velocidades das moléculas de um gas, em
equilibrio térmico. Posteriormente, esses estudos foram solidificadas por L.
Boltzmann.

Maxwell chegou a distribuicdo de probabilidade de velocidades de um gas
ideal a partir de trés hipoteses:

1) O espaco é isotropico. Portanto as componentes x, y e z da velocidade devem
exibir a mesma distribuicdo = f(v,)dv, = f(v3)dv, = f(vF)dv,, onde f(v}) é
uma funcdo que descreve a densidade de probabilidade da componente i da
velocidade, expressdao em fun¢do do quadrado da componente da velocidade. Isso
faz com que apenas uma variagdo positiva seja considerada, 0 < viz < oo,

2) As componentes x, y e z da velocidade sdo independentes. Portanto
P(Ux: vy'vz) = f(vag)f(ng)f(vzz)dvxdvydvz-

3) O Teorema de Equiparticio de Energia é valido. Portanto para um gas ideal

A : . . 1 3
monoatOémico a energia por molécula é dada por E = Emv2 =3 kT.

Considerando um sistema de coordenadas -cartesianas (vx,vy,vz) é possivel
rotaciona-lo para que um dos eixos coincida com o moédulo da velocidade, v =
J17§+v—3%—|-17§, e isso ndo modifica a distribuicdo de velocidade. Portanto,
P(vy, vy, v,) = P(v,0,0)= f(v2)f(0)f(0)dv,dv,dv, = Af (v?)dv,dv,dv,, onde A é
uma constante. Agora realizando uma mudanc¢a no sistema de coordenadas, de
cartesianas para esférica (ver figura abaixo) termos:
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(b)

(a) Sistema de coordenadas cartesianas e a unidade de volume, dV = dv,dv,dv,; (b) Sistema de

coordenadas esférica e unidade de volume dV = vdv.vsen8d6.de = 4mwv?dv. Figura retirada do livro
do Enge

P() = fwi)f () f wP)dv,dvydv, = Af w*)dv,dv,dv, = 4nAv? f(v?)dv

E facil perceber que a fungio exponencial satisfaz a equacéo a cima e a hipétese 1:

f(v?) = e~ av? = p-aWE+vi+vd) — p-avio—avig—avi — f(v,?)f(vf)f(vzz).Assim,

P(v) = 4mAvie~*’dv.

A constante A é obtida pela normalizacao da fungao de distribuicao de probabilidade

0o 2 —qu? _ ~ ®© 5 _qu? _ _ l T _
J, AmAv?e™®""dv =1, entdo 4mA [ v’e *'dv = 4TAG, —47TA4\/;—1.

Daf A= (5)3/2.

Y

Usando a hipétese 3, temos:

* 1 2 3
(E) = J (—mvz) AAv?e Y "dv = = kT
. 2 2

T 234 a 2

o 3/2
Assim, 2mmA fo vie=®dy = 2mnAG, = EkT = 2mm (a) 3 15 = EkT =
2 \}

m

‘T 2T

Entdo a forma final da distribuicdo de velocidade de Maxwell-Boltzmann é
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3/2 1 5
L2kt
) v2e 2™ /KT gy,

P(v) =4n (

2nkT

Distribui¢dao de Maxwell-Boltzmann Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann
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Ilustragdo da Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann para: o mesmo gds com diferentes temperaturas
(esquerda) e para gases com particulas de massas diferentes a mesma temperatura (direita).

E possivel re-escrever a funcio de densidade de probabilidade de velocidades
em termos de energia do gas ideal, fazendo uma mudanca de variavel

(E = %mv2 edE = mvdv):

2T
f(E) = G EY/2g~E/KT

Para um caso mais geral a energia E é dada por E = K(v) + U(r) = energia
total do sistema. Entdao seguindo o mesmo procedimento adotado por Maxwell, a
distribuicdo de probabilidade de se encontrar uma particula em um volume
infinitesimal do espago de fase, (dI' = dxdydzdv,dv,dv,), definido pelas

componentes da velocidade e da posicao das particulas:

f(x)f(y)f(z)f(vx)f(vy)f(vz)dxddedvxdvydvz = f(x: V) Z, Uy, Uy, vz)dr = f(0)dr
= Ce EM/KTqr,

onde C é a constante de normaliza¢do e I' um ponto no espago de fase, ou seja, todas
as coordenadas cartesianas das posi¢des e velocidade de todas as particulas. Uma
outra forma de escrever a densidade de probabilidade para um sistema de N
particulas com energia E é

o—E()/KT

f(F)=T
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Y
z

7

Z=1= U e EM/KTgr
C

é a constante de normalizacdo, também conhecida como fun¢ao de particao.

Como a energia é aditiva, a energia do sistema pode ser escrita como uma
soma da energia de cada particula, E; = E(I}), sendo [} = x;y;2;V,;Vy,;V,;. Assim, a
densidade de probabilidade de uma particula i pode ser escrita como:

e_Ei/kT

f@) =

V4

onde Z = z", ou seja a fungdo de particdo total é N vezes a funcdo de parti¢cdo de uma

7 = Jf e_E(Fi)/deFi

particula,

E importante salientar que tudo que foi discutido até agora assume que o Teorema
da Equiparticao de Energia é valido. Mas esse teorema é sempre valido? O que sao
os graus de liberdade para os quais temos (1/2)kT de energia?
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Leia o texto abaixo retirada do livro do Tipler (pdg. 619-621) sobre a Falha do Teorema de Equiparticdo

Ao e ,

SR ¢ i e e R
1 » _i' 2T -

JU i {

& T ‘_._-.-g..‘d. ) SNV N

Embora o teorema da eqiiiparti¢io tenha tido um sucesso espetacular ao explicar as
capacidades térmicas de gases e solidos, ele também apresentou falhas espetacula-
res. Por exemplo, se uma molécula de um gds diatdmico, como a da Figura 18-14,

girasse em torno da linha que une os dtomos, haveria um grau de
liberdade a mais. Da mesma forma, uma molécula diatbmica ndo
sendo rigida, os dois dtomos poderiam vibrar ao longo da linha que
os une. Teriamos, entdo, mais dois graus de liberdade, correspon-
dendo as energias cinética e potencial de vibragdo. Mas, de acor-
do com os valores medidos das capacidades térmicas molares na
Tabela 18-3, gases diatdmicos aparentemente ndo giram em tormo
da linha que une os atomos nem vibram. O teorema da equipar-
tigho ndo explica esta conseqliéncia nem o fato de que moléculas
monoatdmicas ndo giram em torno de nenhum dos trés possiveis
eixos perpendiculares do espago. Além disso, observa-se que as
capacidades térmicas dependem da temperatura, ao contrério do
que prevé o teorema da equipartigio. O caso mais espetacular de
dependéncia da capacidade térmica com a temperatura é o do H,,
como mostrado na Figura 18-17. Para temperaturas abaixo de 70
K, ¢} vale +R para o H,, 0 mesmo que para um gis de moléculas
que sofrem translagdo, mas ndo giram nem vibram. Para tempe-
raturas entre 250 K ¢ 700 K, ¢, = $ R, que € o valor para moléculas
com movimento de translagio e de rotag¢io, mas que ndo vibram.
E, para temperaturas acima de 700 K, as moléculas de [, come-
gam a vibrar. No entanto, as moléculas se dissociam antes que ¢,
atinja £ R. Finalmente, o teorema da eqiiipartigdo prevé um valor

cy

+ -

7/2

20 5 100 200 500 1000 2000 5000 10.000
T.K

FIGURA 18-17 Dependinaa com a temperatura da
capacidade térmica molar do H,. (A curva é qualitativa nas
regides onde ¢, estd variando.) Noventa e cinco por cento das
moléculas de H, sdo dissociadas em hidrogénio atdmico a 5000 K.

constante de 3R para a capacidade térmica dos sélidos. Enquanto este resultado va-
le para quase todos os solidos a altas temperaturas, ele nio vale para temperaturas

muito baixas.

O teorema da eqiiipartigio falha porque a energia ¢ quantizada. Isto ¢, uma molé-
cula pode ter apenas certos valores de energia interna, como ilustrado esquematica-
mente pelo diagrama de niveis de energia da Figura 18-18. A molécula pode ganhar
ou perder energia apenas se 0 ganho ou a perda a conduza a outro nivel permitido.

Por exemplo, a energia que pode ser trocada entre moléculas de gis que colidem ¢

da ordem de kT, a energia térmica tipica de uma molécula. A validade do teorema £

da eqliiparticdo depende do valor relativo entre kT e o0 espacamento entre os niveis

de energia permitidos.

Se 0 espagamento entre 0s niveis permitidos de energia for grande em com-
paragio a kT, entdo nio podera ocorrer transferéncia de energia através de
colisdes ¢ o teorema cldssico da eqliiparti¢do ndo serd vdlido. Se o espaga- &
mento entre os niveis for muito menor do que k7, entio a quantizagio da
energia ndo seré notada e o teorema da equipartigdo sera valido.

FIGURA 18.18 Diagrama de niveis

CONDICOES PARA A VALIDADE DO TEQOREMA DA EQUIPARTICAO de energia. Um sistema ligado pode ter
discretas.

apenas certas energias

x

" “Centrode
FTeass

ricguRa 18-19 Modelo de haltere
rigndo para uma mobécula diatdmica.

10
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620 | CAPITULO 18

Considere a rotagio de uma molécula. A energia de rotagdo é

1. . Uw)yf I[°
E=3lei=—r=73 o

onde | ¢ o momento de inércia da molécula, w € sua velocidade angulare L = lwéa
sua quantidade de movimento angular. Haviamos mencionado, na Segio 10-5, que a
quantidade de movimento angular ¢ quantizada, e sua magnitude estd restrita a

L=\l + 1)k (=012,... 18-29

onde # = It/(2%) e i é a constante de Planck. A energia de uma molécula que gira é,
portanto, quantizada nos valores

L i+

37 31 ={{+1)E, 18-30

onde
-
., &
¢é caracteristica do intervalo de energia entre os niveis, Se esta energia é muito me-
nor do que kT, esperamos que a fisica cldssica e que o teorema da eqliiparticio sejam
vélidos. Vamos definir uma temperatura critica T, como

“2
KT, =E, =2 18-32

18-31

Se T for muito maior do que esta temperatura critica, entdo kT serd muito maior do

que o espacamento entre os niveis de energia, que ¢ da ordem de kT, e esperamos
que a fisica clissica e o teorema da eqiiiparticio sejam vilidos. Se T for menor, ou da
ordem de T, entdo kT ndo serd muito maior do que o espacamento entre os niveis de
energia e esperamos que a fisica clssica e o teorema da equipartigio falhem. Vamos
estimar T, para alguns casos de interesse.

1. Rotagdo de H, em torno de um eixo que passa pelo centro de massa perpendicularmente a
Iinha que une os dtomos de H (Figura 18-19): O momento de inércia de H, em relagio
ao eixo ¢

I, = 2M (s)’..1M :
H H 2 2 H'
onde M, é a massa de um dtomo de H e r, é a distincia de separagio. Para o hidro-
génio, My, = 1,67 X 10 ¥kger, = 8 x 10 " m. A temperatura critica é, entdo,
T -ﬁ—zz e

B (1,05 X 10-% ) - sp i
(1,38 X 102 JJK)(1,67 X 10 © kg)(8 % 10" m)*

Como vemos na Figura 18-17, esta ¢ aproximadamente a temperatura abaixo da
qual a energia rotacional ndo contribui para a capacidade térmica.

11
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2. 0, Como a massa do O, € aproximadamente 16 vezes a do H,, e a separagdo é
aproximadamente a mesma, a temperatura critica para o O, deve ser aproxima-
damente (75/16) ~ 4,6 K. Para todas as temperaturas para as quais O, existe co-
mo gds, T == T ; logo, kT € muito maior do que 0 espagamento entre os niveis de
energia. Conseqlientemente, esperamos que o teorema da eqliiparticio da fisica
classica seja valido,

3. Rotagdo de um gds monoatdmico: Considere o &tomo de He, que tem um nicleo
constituido por dois prétons e dois néutrons e possui dois elétrons. A massa de
um elétron é cerca de 8000 vezes menor do que a massa do niicleo de He, mas o
raio do nucleo ¢ aproximadamente 100.000 vezes menor do que a distancia entre
o niicleo e um elétron. Portanto, o momento de inércia do dtomo de He é pratica-
mente todo ele devido aos seus dois elétrons. A distincia do nicleo de He a um
de seus elétrons é aproximadamente a metade da distincia de separagio entre os
atomos de H no H,, e a massa do elétron é cerca de 2000 vezes menor do que a do
nucleo de H. Portanto, usando m, = M, /2000 e r = r /2, encontramos 0 momento
de inércia dos dois elétrons no He sendo aproximadamente

2 l““ f, 3 IH
lye = 2mr? =2 > | =

A temperatura critica para o He ¢, assim, cerca de 2000 vezes a do H,, ou aproxi-
madamente 150.000 K. Isto é muito maior do que a temperatura de dissociagio
(a temperatura na qual os elétrons sdo arrancados dos seus niicleos) para o hélio.
Logo, o intervalo entre 0s niveis permitidos ¢ sempre muito maior do que kT e
as moléculas de He nio podem ser induzidas a girar, pelas colisdes que ocorrem
no gas. Outros gases monoatomicos tém momentos de inércia levemente maiores
por possuirem mais elétrons, mas suas temperaturas criticas sdo, ainda assim, de
dezenas de milhares de kelvins. Portanto, suas moléculas também ndo podem ser
induzidas a girar pelas colisdes que ocorrem no gés.

4. Rotagdo de um gds diatdmeico em torno de um eixo unindo os dtomos: Vemos, de nossa
discussdo sobre gases monoatdmicos, que o momento de inércia de uma molé-
cula de gds diatdmico em relagio ao seu eixo também serd praticamente todo ele
devido aos elétrons e serd da mesma ordem de grandeza que para um gis mono-
atdmico. Novamente, a temperatura critica calculada, T, associada a ocorréncia
de rotagoes provocadas por colisdes entre moléculas do gids, excede a temperatura
de dissociagdo do gds, tornando impossivel a rotagio nestas circunstincias.

£ interessante observar que o sucesso do teorema da eqiparticio ao explicar os
valores medidos para as capacidades térmicas de gases e sdlidos conduziu ao pri-
meiro entendimento real sobre a estrutura molecular no século XIX, enquanto sua
falha desempenhou um papel importante no desenvolvimento da mecanica quan-
tica no século XX.

12
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Para sistemas quanticos, a energia ndo é continua como nos sistemas classicos,
ou seja, as particulas nao podem ter valores de energia que variam continuamente.
Nesses sistemas, a energia é quantizada, ou seja, s6 assumem valores multiplos de
uma constante, &,. A densidade de probabilidade continua sendo escrita da mesma
forma, porém a fun¢ao de particdo passa a ser escrita como:

Z = Z e_En/kT
En

Exemplos de sistemas com energia quantizada:

E, = ne, onde ¢, é uma constanteen =0, 1, 2, 3, ... para um oscilador quantico,
E, = — &y/n? para o atomo de Bohr,

E = gyn(n + 1) para o rotor rigido quantico, etc.

Aplicacbes:

Na obtencdo da chamada Lei das Atmosferas, supondo uma temperatura T

constante, e que g da gravidade ndo varia com a altura, a funcao distribuicdo de
densidade de probabilidade correspondente serad dada por:

f(vxr vy, Uy, Z) — Ce—mv,%/ZkTe—mvjz,/ZkTe—vaZ/ZkTe—mgz/kT — Ce—mvz/ZRTe—mgz/kT.

Entéo P(ve, vy, 0, 2) = P(v,2) = P)P(2) = P(v)C"e ™*/¥ d,

onde P(v) é a distribuicio de Maxwell-Boltzmann obtida anteriormente. Como a
integral desta fun¢do em todo o espac¢o tem que ser igual a um, entao:

C*j e—mgz/deZ — 1,
0

C* = % e f(z)= %e‘mgz/” = funcgao distribuicdo das moléculas em funcao da
altura z.

Note que a distribuicdo depende da massa das particulas do gas, dada uma
temperatura, e que a quantidade de particula decresce exponencialmente com a
altura. Paraz = 0= f(z =0) = f(0) = mg/kT.

Portanto, a Lei das Atmosferas é dada por:

f(2) = f(0)e mo7/AT,

13
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Exercicios :

1) O centro local de controle ambiental quer saber mais sobre o monéxido de carbono
(CO) e como ele se espalha em uma sala. Vocé deve (a) calcular o livre caminho médio
de uma molécula de CO e (b) estimar o tempo médio entre colisdes e o nimero de
colisdes/s. A massa molar do CO é 28 g/mol. Suponha que a molécula de CO viaja no
ar a 300K e a 1atm e que o didmetro é de 3,75A tanto para o CO como para as outras
moléculas do ar. (Resp: (2) 6,54x10®m, (b) 1,27x10-9s e 7,87x10° colisdes/s.)

2) Determine a energia cinética total de translacdo das moléculas de 1 L de gas de
oxigénio (02) a uma temperatura de 0°C e a uma pressao de latm

3) Os atuais equipamentos de vacuo podem atingir pressdes tdo baixas quanto 7 x
10-11 Pa. Seja uma camara de vacuo contendo hélio (He) a esta pressdo e a
temperatura ambiente (300K). Estime o livre caminho médio e o nimero de
colisdes/s para o hélio nesta camara.

4) Ao nivel do mar, a composi¢do volumétrica da atmosfera é 21% de oxigénio (02) e
78% de nitrogénio (N2). Ha sempre 1% de outros gases, principalmente argonio (Ar).
Suponha (embora ndo seja uma boa aproximacdo!) que a temperatura do ar nao
variasse com a altitude e que seu valor fosse 10°C e que a composi¢cdo dos outros
gases permanece em 1% independentemente da altitude. Nesse caso, qual seria a
composicdo volumétrica da atmosfera a 10 km de altitude? (resp: [0:] = 18, 4%, [N2] = 80, 6%.)

5) Calcule o valor mais provavel da velocidade e a velocidade quadratica média dos
gases de 02, N2 e Ar considerando uma temperatura média da atmosfera de 10°C.

. 2GM ’
Compare esses valores com as velocidades de escape da Terra v, = /TT no nivel do
mar e a 10km de altitude.
(Resp: a velocidade média para N é 462,6 m/s, para O; é 432,7 m/s e para Ar é 387,2 m/s, onde (v) = :—Z; velocidade mais
provével para Nz € 409,9 m/s, para O é 383,5 m/s e para Ar € 343,2 m/s, onde vy, = % e velocidade quadratica média para

N: € 502,1 m/s, para O: € 469,6 m/s e para Ar é 420,3 m/s, onde v,,,, = % A velocidade de escape no nivel do mar é 11155
m/seal0km.)

6) Um feixe molecular de oxigénio contendo 101° moléculas/cm3, com velocidade
média de 500 m/s, incide sobre uma placa com um angulo de 30° com a normal da
placa. Calcule a pressdao exercida pelo feixe sobre a placa, supondo as colisdes
elasticas. (Resp: 2x10+Pa)

7) Uma caixa cubica de 1,0 cm de aresta contém ar (p= 1,2 g/m3) a pressao

14
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atmosférica (1 atm = 105 Pa) e temperatura de 22°C. Estime o nimero de colisdes
moleculares por segundo nas paredes da caixa.

(Resp: 1025 colisdes/s, assumindo que (v) = Vgm =+ (v?) pois esse ndo é um calculo exato, mas apenas uma estimativa.)

8) 0 diametro efetivo de uma molécula de CO> é de cerca de 4,6x10-8 cm. (a) Qual é o
livre caminho médio dessa molécula a temperatura de 298K e pressao de 1 atm? (b)

Qual é a frequéncia de colisdes moleculares nesse sistema gasoso? (Resp: (a) 4,4x10% cm, (b)
9,4x10° colisdes/s.)

9) O livre caminho médio em Hélio (He) gasoso é de 1,86x105> cm quando sua
densidade é de 0,169kg/cm?3 a pressao atmosférica. (a) Calcule a temperatura que se

encontra esse gas. (b) Calcule o diametro efetivo de um atomo de He. (Resp: (a) 15¢C, (b)
2,2x108 cm.)

10) Uma pessoa embriagada anda cambaleando com um movimento muito parecido
com um movimento Browniano em 1D com a probabilidade de dar um passo para
direita de 0,55. Considere que cada passo dessa pessoa tem cerca de 1m e dura cerca
de 4s (a) Qual é a posicdo média desta pessoa apds 100 e 1000 passos? (b) Qual o
coeficiente de difusdo desse movimento? (c) Quanto tempo essa pessoa demoraria
para percorrer 1km com esse movimento e com um movimento uniforme?

11) Considere um sistema constituido por 5 particulas independentes ( que nao
interagem entre si), em equilibrio térmico com um reservatério a temperatura T.
Cada uma destas particulas i pode assumir um valor de energia E; = n;e, onde n; =0,
1, 2, 3, ... . Note que a energia total do sistema é a soma da energia de cada particula,
E=E,+E,+E;+E,+Es. (a) Determine (e construa a tabela) dos arranjos
possiveis para a energia total de cada nivel. (b) Determine a degenerescéncia de cada
estado (numero de possibilidades com mesma energia total), ou seja o nimero de
microestados Q(E;). (c) Determine a correspondente funcio de particdo Z do sistema.
(d) Mostre, em um mesmo grafico, a forma das curvas correspondentes a P(E;), Q(E;),
Pl (El) = P(EL)Q(EL) (Resp: (b) Q(ney) = (n+4)/nt4l, () Z = (1 - e"”e")_s.)

12) Considere um sistema de N particulas, em que cada particula pode ter somente
dois estados acessiveis, um com energia 0 e outro com energia €. A energia total das N
particulas pode ser escrita da seguinte forma: E = Y, n;e, onde n; = 0, 1. (a)
Determine a fun¢ao de particdo deste sistema, (b) Calcule a energia interna a partir da

funcdo de particao, (E) = U = —% (InZ). (c) Escreva a expressido para a energia livre
de Helmholtz (F) a partir da funcdo de particdo, F = —kTInZ. (d) Calcule a entropia

do sistema a partir da energia livre de Helmholtz, § = — (Z—;) . (Resp: (a) Z = (1 +e7%9)", (b)
14
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(©) F = —NkTIn(1 + e75), (d) S = kfp (Fopr) + Nkin(1 - e75¢))

T 14e-B€
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Relacdes matematicas importantes: Yo, x™ = (1 — x)™?

Dados:

uma unidade de massa atdmica 1 um.a. = 1,66x10-27 kg

m(He) = 4 um.a,, m(C)= 12 um.a.,, m(0)= 16 u.m.a.,, m(02) = 32 um.a,, m(Nz) = 28
u.m.a. e m(Ar) = 39,95 um.a.

G =6,67x10-11 N.m2/kg2, My = 5,97x10%* kg, Ry= 6400 km, g =9,8 m/s
k=1,38x1023]/K

m

3/2
Distribuicdo de velocidades de Maxwell-Boltzmann f (v) = 4n (ﬁ) v

2 ,—mv?/2kT

e
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