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Programacao inteira

® Otimizagdo discreta

¢ QOtimizagdo inteira

® Programagao combinatdria
® Programacdo discreta

Algumas (ou todas) as varidveis pertencem a um conjunto discreto
tipicamente um subconjunto dos inteiros.
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Formulacdo problemas

ETE’s a construir

Considere uma regido com baixa densidade populacional média, com
rede de esgoto precdria, que somente junta efluentes de n pequenos
setores e entrega cada um sem tratar no curso d'agua local. Cada um
dos setores atende uma populacao diferente, p;.

Por convenio com uma universidade foram elaborados projetos de n
pequenas ETE's (uma para cada setor), com estimativas de custo ¢;.
Foi obtida verba especial de V' para projetos de saneamento, e vocé
deve indicar quais ETE’s construir para que a maior quantidade de
pessoas seja atendida.
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Formulacdo problemas

ETE’s a construir

maximizar: f(x) = Z piXi
i=1

n
S. a. E cixi < vV
i=1

n
x € B
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Formulacdo problemas

ETE’s a construir

maximizar: f(x) = Z piXi
i=1

n
S. a. ZC,'X,' < vV
i=1
x € Bl

Problema da mochila
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Formulacdo problemas

ETE’s a construir

maximizar: f(x) = Z piXi
i=1

n
S. a. ZC,'X,' < vV
i=1
x € Bl

Problema da mochila
Existem varia¢ées de maior complexidade como mochila
multidimensional, mochila inteira, multiplas mochilas...
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Formulagao problemas

Atendimento de ocorréncias na rede

Uma companhia de dgua estad recebendo grande nimero de
reclamacdes por vazamentos e outras ocorréncias na rede, € o
atendimento estd sendo muito demorado.

Em reunido sobre o tema é levantado que muito tempo é gasto indo
a atender a ocorréncia e voltando a companhia para sair de novo, as
vezes a0 mesmo setor que ja foram.

Surge ent3do a ideia de juntar todas as n ocorréncias ativas no inicio
do dia e elaborar uma rota para que a equipe atenda todas com
menos perda de tempo por deslocamentos.

Como a pessoa com maior formacgao, vocé deve elaborar as rotas.

Anilise de sistemas (SHS5960) 8.PI 16/10/2023 5/25



Formulacdo problemas

Atendimento de ocorréncias na rede

Primeira ideia:

xij =1 Se vai deiparaj'Ose nao

minimizar: f(x) = ZZ tiixij

i=1 j>i

a: Z)(fi+ZXU =2 [=12.n

Jj<i J>i

o
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Formulacdo problemas

Atendimento de ocorréncias na rede
Primeira ideia:

x;j =1 Se vai de i para j; 0 se ndo

n n
minimizar: f(x) = Z Z tiix

i=1 j>i
s. a: g xj,-—l—E xj=2 1=12.n
j<i J>i

o

Pode gerar subrotas desconexas
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Formulacdo problemas

Atendimento de ocorréncias na rede
Formulagao completa:

S: subrota
minimizar: f(x) = i z": tix;i
i=1 j>i
S. a. Zx;j—i—ZxUZQ
J<i J>i
SS x5+ Y g2 ScN
i€S j¢s igS jes

X € IB%l("_l)/z
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Formulacdo problemas

Atendimento de ocorréncias na rede
Formulagao completa:

S: subrota
minimizar: f(x ZZtUX,J
i=1 j>i
s. a: Zx;j—i—Zx;j =2
Jj<i J>i
€S jgs igS jes

x € B2
Problema do caixeiro-viajante

VariacGes: vdrios caixeiros viajantes, caixeiro-viajante e aquisi¢do, e
lucro, etc...
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Formulacdo problemas

Coleta de material reciclavel

As cooperativas de reciclagem sao grandes alternativas para o
melhoramento da gestao de residuos séfidos, além de ter alto impacto
social positivo.

A cooperativa do municipio tem somente um caminh3o para fazer a
coleta de material reciclavel, e se ndo consegue garantir uma
frequéncia de atendimento pelo menos nas principais ruas da cidade
pode ter seu funcionamento suspenso.

Até agora a rota é decidida pela experiéncia do motorista, e ndo esta
conseguindo atender todas as ruas, de forma que pedem sua ajuda
para melhorar a coleta.
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Formulacdo problemas

Coleta de material reciclavel

minimizar: f(x) = Z tix;i

ijeE
S. a: Z Xjj — Z Xjj =
{:(ij)eE} {:U.neE}
xj > 1V(i,j) € E

E
x €15

Anilise de sistemas (SHS5960) b 16/10/2023



Formulacdo problemas

Coleta de material reciclavel

minimizar: f(x) = Z tix;i

ijEE
s. a: Z Xijj — Z xji =0
{:(iJ)eE} {:G.)eE}
xj > 1v(i,j) € E

E
x €15

Pontes de Konigsberg - Problema do carteiro chinés

Anilise de sistemas (SHS5960) b 16/10/2023



Programacao inteira

Programacao linear inteira Pl
Variadveis de decis3do inteiras
maximizar: f(x) = cx
s.a: Ax<b
n
x €L
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Programacao inteira

Programacao linear inteira mixta PIM
Varidveis inteiras e varidveis reais
maximizar: f(x) = cx + dy
s.a: Ax+Dy <b
xeR} |, yelZf
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Programacao inteira

Programa binaria
Variaveis de decisdo binarias
maximizar: f(x) = cx
s.a: Ax<b
n
x € BT
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Programacao inteira

Exemplo PI:

maximizarf(X) = 10x; + 6xz
s. a: 9x; + 5x < 45
— 4-X1 + 5X2 S 5
x € 7%
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Exemplo

5 . t t

glx)

£2(x)
4 + + + 1
3 + + + 4
2+ + + + 1
1 + + + + 4
0 ‘ . . ‘

0 1 2 3 4 5
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Exemplo PI:

5 . t t
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5 . t t
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Exemplo

5 t t
glx)
£2(x)
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Exemplo

5 . t t

glx)

£2(x)
4 + + + 1
3 + + + 4
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0 ‘ . . ‘

0 1 2 3 4 5

Anilise de sistemas (SHS5960) b 16/10/2023



Exemplo PI:

glix)
g2(x)

a4

3t

2F

1

0 L 1 L

0 1 2 3

Otimo (méximo): (5.0, 0.0) = 50.0
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Exemplo PIM:

Se relaxarmos a condicdo de integralidade de x:

maximizarf(X) = 10x; + 6x;
s. a: 9x1 + bx < 45
—4x;1 +5x <5
x] € Ri ;X2 € Zi
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Exemplo PIM:

glix)
g2(x)




Exemplo PIM:

5
glix)
g2(x)
a4
3
2
1
0 L 1 L L
0 1 2 3 4 5

Otimo (maximo): f(3.333 , 3) = 51.333
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Exemplo PL:

Se relaxarmos as duas condi¢cdes de integralidade:

maximizarf(X) = 10x; + 6xz
s. a: 9x1 + bx < 45
— 4-X1 + 5X2 S 5

X1, Xo ERl+
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Exemplo PL:

glix)
g2(x)




Exemplo PL:

5

! glix)
g2(x)
a4
3t
2F
1
0 L 1 L L
0 1 2 3 4 5

Otimo (méximo): f(3.077, 3.462) = 51.538
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Relaxac3o Linear

A relaxacdo linear do problema de Pl leva a PIM, e no fim a PL.
¢ Conjunto solucdes factiveis da Pl: Sp,
¢ Conjunto solugdes factiveis da PIM, relaxando alguns: Spiy

¢ Conjunto solugdes factiveis da PL, relaxando todos: Sp;
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Relaxac3o Linear

A relaxacdo linear do problema de Pl leva a PIM, e no fim a PL.
¢ Conjunto solucdes factiveis da Pl: Sp,
¢ Conjunto solugdes factiveis da PIM, relaxando alguns: Spiy

¢ Conjunto solugdes factiveis da PL, relaxando todos: Sp;

Spi C Spim C Spr
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Relaxac3o Linear

A relaxacdo linear do problema de Pl leva a PIM, e no fim a PL.
¢ Conjunto solucdes factiveis da Pl: Sp,
¢ Conjunto solugdes factiveis da PIM, relaxando alguns: Spiy

¢ Conjunto solugdes factiveis da PL, relaxando todos: Sp;

Spi C Spim C Spr

fmaxP, S fmaxP,M S fmaxPL
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Resolucao do problema de programacao inteira

® Tem finitas solucdes factiveis. Mas podem ser muitas

® Tem menos solucdes factiveis que PL. Mas é mais dificil de
resolver.
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10%teraFLOPS; Supercomputadores: 10°petaFLOPS
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Resolucao do problema de programacao inteira

® Tem finitas solucdes factiveis. Mas podem ser muitas

® Tem menos solucdes factiveis que PL. Mas é mais dificil de
resolver.

Tem finitas solug¢des factiveis — Enumeracao

Enumeracdo completa?

® Computador pessoal: 10'teraFLOPS; Computacio distribuida:
10%teraFLOPS; Supercomputadores: 10°petaFLOPS

® Problema do caixeiro viajante. Nimero de rotas = (n — 1)!

® Crescimento do tempo para o nimero de cidades é exponencial!
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Resolucao do problema de programacao inteira

Enumeracdo completa? Torna-se invidvel!
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Resolucao do problema de programacao inteira

Enumeracdo completa? Torna-se invidvel!

Melhor: Enumeracdo implicita: Considerar subconjuntos de solugdes,
descartando alguns. Repetir implicitamente.
Estrategia de dividir para conquistar.
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Resolucao do problema de programacao inteira

Enumeracdo completa? Torna-se invidvel!

Melhor: Enumeracdo implicita: Considerar subconjuntos de solugdes,
descartando alguns. Repetir implicitamente.
Estrategia de dividir para conquistar.

Método: Branch and bound. Baseado em &arvores de busca. Doig,
Land (1960) e Dakin (1965)
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Branch and bound

Exemplo
max f(X) = 10x; + 6xz
s. a: 9x3 + 5x, < 45
— 4X1 + 5X2 S 5
X € Zi

9100
9200
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Branch and bound

® Relaxar inicialmente : Fazer relaxacado linear e encontrar o 6timo
com PL (simplex). Problema inicial com n restri¢des.
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Branch and bound

® Relaxar inicialmente

® Ramificar : Considerando uma das variaveis, criar novas
restricoes com o inteiro menor e o maior ao valor étimo, e com
cada uma delas um novo problema. Obtém dois problemas com
n-+1 restricoes.
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Branch and bound

® Relaxar inicialmente
e Ramificar

® Limitar : Resolver cada um dos novos problemas de PL.
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Branch and bound

¢ Relaxar inicialmente

® Ramificar

® Limitar

¢ Eliminar : Desconsiderar os subproblemas que:
*N3o tem solucdo factivel
*A solucdo étima tem valor de f. objetivo pior que outro obtido,
e tem alguma varidvel que n3o € inteira.
*A solucdo étima tem todas as varidveis inteiras. Se o valor da
f. objetivo for melhor que qualquer obtido, salvar ele.
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Branch and bound

® Relaxar inicialmente
® Ramificar

® Limitar

e Eliminar

® Ramificar : Somente no problema ndo desconsiderado. Com o
resultado do novo problema '6timo’, fazer nova 'ramificagcao’.
Considerando uma outra varidvel e os correspondentes inteiros
maior e menor, criar dois novos problemas com n+2 restricoes.
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Branch and bound

® Relaxar inicialmente
e Ramificar

® Limitar

e Eliminar

e Ramificar

® Parar : Repetir até ter analisado todo o espac¢o e ter uma Unica
solugdo Gtima (se existir). Ou, critério tolerancia
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Branch and bound

Relaxar inicialmente

Ramificar

Limitar
¢ Eliminar
® Ramificar
® Parar

Varidveis bindrias: A particao do problema segundo x; é utilizando
x; = 0 e x; = 1 nos novos problemas, respectivamente.
Selecdo de nés pode ser sequencial
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Branch and bound

Essa ideia geral é adaptada para tipos especificos de problema, para
melhorar desempenho.
Selegdo do problema (nd) a ser ramificado:

® A priori: Busca em profundidade (mais usada. Mais tempo).
Busca lateral.

® Adaptativo: Maior limitante superior (menor tempo, maior
memdria).
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