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Programacao Linear

Hipéteses de linearidade
Aditividade

Proporcionalidade

Fracionamento ou divisibilidade

Coeficientes constantes
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Forma padrao

Formulacao geral

Problema linear
minimizarf(X) = c1x1 + caxo + ... + cpxy
sujeito as restricdes: a1 + a19T2 + ... + a1, + b1 <0
a1 Ty + A92ZTo + ... + AopTy, +bo <0

Am1T1 + Q2T + ... + App Ty + bm S 0
r; >0 Vi€l n]
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max. 6x; + 8o
s.a. 3x1+ x9 <50
221 + 319 < 40
T <15
To < 10
x>0
x9 >0
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Problema de programacao linear

Para programacao linear:
Métodos de calculo definidos para restricbes de igualdade.
Incorporar varidveis de folga (ou de excesso): ;. ;

minimizarf(X) = c1x1 + coxg + ... + cpx,
sujeito as restricoes: ay1x1 + a19T2 + ... + A1, Ty + Ty = by

2171 + A22%2 + ... + A2, Ty + Tpyo = by

Am1T1 + Am2Z2 + oo + QmnTn + Tppm = bm
r; >0 Vie[l,n]
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Problema de programacao linear

Para programacao linear:
Métodos de calculo definidos para restricbes de igualdade.
Incorporar varidveis de folga (ou de excesso): ;. ;

minimizarf(X) = c1x1 + coxg + ... + cpx,
sujeito as restricoes: ay1x1 + a19T2 + ... + A1, Ty + Ty = by

2171 + A22%2 + ... + A2, Ty + Tpyo = by

Am1T1 + Am2Z2 + oo + QmnTn + Tppm = bm
r; >0 Vie[l,n]

Sistema de m equag¢des com m + n incognitas.
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Problema de programacao linear

Notagdo matricial, com as varidveis de folga como novos elementos
do vetor x
minimizarf(x) = ¢’x (cuidado, redefinicdo)

s.a: Ax=Db
x>0
Onde:
al a2 ... ain 1 0 ... 0
asl as2 ... amn O 1 ... O
aml an2 ... axzm 0 0 .. 1
c'=(a o . 0 .. 0)
X :(x1 ve Ty Tyl e xn+m)
b= (b by .. by)
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.
¢ Definir o espaco de solugdes
S6 se for dimensdo 1, 2, 3 (muito complicada visualizagdo) pode
ser representado graficamente. Se maior, continua valendo a
analise mas nao podemos desenhar.

09/10/2023
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.
® Definir o espaco de solugdes
® |dentificar a regido factivel
Cada uma das restricoes é representada por uma reta que divide
sub-regides que atendem ou nao a restricao.
O vetor gradiente da funcdo de restricdo serve para identificar
qual 'lado’ da reta é factivel.
A sub-regido de intersecao das sub-regies definidas por todas as
intersecdes € a regiao factivel.
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.
® Definir o espaco de solugdes
® |dentificar a regido factivel
¢ |dentificar curva de nivel da funcao objetivo
Para um valor qualquer da fung¢do objetivo podem ser
encontrados dois pontos no espaco se solucdes que
correspondem. A funcdo € linear, e seu vetor gradiente indica o
sentido de crescimento.
A partir de uma dnica linha, é possivel determinar
comportamento da funcg3o.
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.

¢ Definir o espaco de solugdes
¢ |dentificar a regido factivel
¢ |dentificar curva de nivel da funcdo objetivo

® Encontrar a posicao limite
Graficamente, pode ser analisado o 'avanco’ da funcdo objetivo
até os valores desejados, e identificada a situacdo limite de estar
na iminéncia de sair da regido factivel.
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.

Definir o espaco de solu¢des

Identificar a regido factivel

Identificar curva de nivel da fun¢do objetivo
Encontrar a posicao limite

Obter o maximo As coordenadas do ponto limite encontrado sdo
a solucdo 6tima, e o valor da F.O. pode ser calculado nesse
ponto.

Pode existir mais de um ponto?
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.

¢ Definir o espaco de solugdes

¢ |dentificar a regido factivel

Identificar curva de nivel da fungdo objetivo
® Encontrar a posicao limite

Obter o maximo

Conclusdes importantes sobre o método. Cémo generalizar?
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Resolucao grafica

Problemas podem ser resolvidos, ou pelo menos melhor entendidos,
se representados graficamente.

Definir o espaco de solugdes

Identificar a regido factivel

Identificar curva de nivel da fungdo objetivo

Encontrar a posicado limite

Obter o maximo

Conclusdes importantes sobre o método. Cémo generalizar?

Casos especiais (inexistente, ilimitado, miiltiplo...)
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Paralelo solu¢ado numérica com solucado grafica

® Interpretacao das varidveis de folga.
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Paralelo solu¢ado numérica com solucado grafica

® Interpretacao das varidveis de folga.

® 'Se um problema de otimizac3o linear tem solucdo 6tima, existe
um vértice étimo’.
Nidmero de solucBes que podem ser Stimas é finito (verificado na
grafica).
Significado no sistema de equacbes? Possivel algoritmo?
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Paralelo solu¢ado numérica com solucado grafica

® Interpretacao das varidveis de folga.

® 'Se um problema de otimizac3o linear tem solucdo 6tima, existe
um vértice étimo’.
Nidmero de solucBes que podem ser Stimas é finito (verificado na
grafica).
Significado no sistema de equac¢des? Possivel algoritmo?

® Ordem da busca exaustiva:
m __ n!
cn =

m!(n—m)!
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Paralelo solu¢ado numérica com solucado grafica

® Interpretacao das varidveis de folga.

® 'Se um problema de otimizac3o linear tem solucdo 6tima, existe
um vértice étimo’.
Nidmero de solucBes que podem ser Stimas é finito (verificado na
grafica).
Significado no sistema de equac¢des? Possivel algoritmo?

® Ordem da busca exaustiva:
m __ n!
cn =

m!(n—m)!
® Busca mais eficiente: George Dantzig (1947), e depois John von
Neumann e Leonid Kantorévich: METODO SIMPLEX
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Conceitos basicos do método simplex

Problema ja ampliado na forma:

maximizar f(x) = ¢’ x

s.a: Ax=Db
x>0

Com tamanho x[n], A[mxn], ¢[n], blm] (cuidado, redefinicdo n)

® Solugdo: qualquer vetor x' que satisfaz as equacgdes
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Conceitos basicos do método simplex

Problema ja ampliado na forma:

maximizar f(x) = ¢’ x

s.a: Ax=b
x>0
Com tamanho x[n], A[mxn], ¢[n], blm] (cuidado, redefinicdo n)
® Solugdo: qualquer vetor x' que satisfaz as equacgdes

® Solugdo basica: uma solugdo com pelo menos (m — n) variaveis
nulas, e até m nao nulas.
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Conceitos basicos do método simplex

Problema ja ampliado na forma:

maximizar f(x) = ¢’ x

s.a: Ax=Db
x>0

Com tamanho x[n], A[mxn], ¢[n], blm] (cuidado, redefinicdo n)

® Solugdo: qualquer vetor x' que satisfaz as equacgdes

® Solugdo basica: uma solugdo com pelo menos (m — n) variaveis
nulas, e até m nao nulas.

® Solugdo basica ndo degenerada: com exatamente m
componentes ndo nulos
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Conceitos basicos do método simplex

Problema ja ampliado na forma:

maximizar f(x) = ¢’ x

s.a: Ax=Db
x>0

Com tamanho x[n], A[mxn], ¢[n], blm] (cuidado, redefinicdo n)

® Solugdo: qualquer vetor x' que satisfaz as equacgdes

® Solugdo basica: uma solugdo com pelo menos (m — n) variaveis
nulas, e até m nao nulas.

® Solugdo basica ndo degenerada: com exatamente m
componentes ndo nulos

® Solugdo basica factivel(vidvel): estd dentro da regido factivel. Se
nao, € invidvel ou n3o factivel
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Conceitos basicos do método simplex

Problema ja ampliado na forma:

maximizar f(x) = ¢’ x

s.a: Ax=Db
x>0

Com tamanho x[n], A[mxn], ¢[n], blm] (cuidado, redefinicdo n)

® Solugdo: qualquer vetor x' que satisfaz as equacgdes

® Solugdo basica: uma solugdo com pelo menos (m — n) variaveis
nulas, e até m nao nulas.

® Solugdo basica ndo degenerada: com exatamente m
componentes ndo nulos

® Solugdo basica factivel(vidvel): estd dentro da regido factivel. Se
nao, € invidvel ou n3o factivel

® Solugdo 6tima: A solugdo basica vidvel associada a melhor F.O.
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Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer

Andlise de sistemas (SHS5960) 6. Programacdo Linear - 2 09/10/2023



Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer

® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
variaveis ndo-bdsicas. Essa nao-basica deixa de ser nula.
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Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer

® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
variaveis ndo-bdsicas. Essa nao-basica deixa de ser nula.

o Qual varidvel perturbar? A de maior impacto na funcdo objetivo

Anilise de sistemas (SHS5960) 6. Programacdo Linear - 2 09/10/2023



Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer
® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
varidveis n3o-basicas. Essa ndo-basica deixa de ser nula.
o Qual varidvel perturbar? A de maior impacto na funcdo objetivo
o Quanto pertubar? O maximo possivel sem que deixe de ser
solugado factivel
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Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer
® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
varidveis n3o-basicas. Essa ndo-basica deixa de ser nula.
o Qual varidvel perturbar? A de maior impacto na funcdo objetivo
o Quanto pertubar? O maximo possivel sem que deixe de ser
solugado factivel

® Alguma bdsica passa a ser ndo basica (nula), sai da base
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Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer
® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
varidveis n3o-basicas. Essa ndo-basica deixa de ser nula.
o Qual varidvel perturbar? A de maior impacto na funcdo objetivo
o Quanto pertubar? O maximo possivel sem que deixe de ser
solugado factivel
® Alguma bdsica passa a ser ndo basica (nula), sai da base
o Qual sai da base? a que chega ao limite (0) com o menor valor
da nova base
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Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer
® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
varidveis n3o-basicas. Essa ndo-basica deixa de ser nula.
o Qual varidvel perturbar? A de maior impacto na funcdo objetivo
o Quanto pertubar? O maximo possivel sem que deixe de ser
solugado factivel
® Alguma bdsica passa a ser ndo basica (nula), sai da base
o Qual sai da base? a que chega ao limite (0) com o menor valor
da nova base
® Avaliar se é 6timo. Segundo coeficientes do vetor c. Se
necessario, repetir
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Estratégia simplex

® Comecar com uma solucdo basica factivel qualquer

® Perturbar uma solucdo bdsica factivel alterando uma das
variaveis ndo-bdsicas. Essa nao-basica deixa de ser nula.

o Qual varidvel perturbar? A de maior impacto na funcdo objetivo
e Quanto pertubar? O maximo possivel sem que deixe de ser
solugado factivel
® Alguma bdsica passa a ser ndo basica (nula), sai da base
o Qual sai da base? a que chega ao limite (0) com o menor valor
da nova base
® Avaliar se é 6timo. Segundo coeficientes do vetor c. Se
necessario, repetir
Essa estrategia é implementada no Método simplex: Algoritmo
para ser ressolvido com algebra linear ou tabelas
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Formalismo do Método simplex

maximizar f(x) = chxy + chxp
s. a: ApXp+AxXNy=Db
zp=>0 xny >0
Explicitando a solugdo basica:
Xp=Ag'0— A AN Xy
E a funcdo objetivo fica:
f(x) = ch(AZ'D — AZ'ANXN) + ch XN
= cBA p— CBA "ANXy 4+ ch X
Definindo o vetor multiplicador simplex A = CBA ! fica:
f(z) = Ab=0Xp + (ck — MAn) Xy
a:=Xp —}-AglaNXN = Aglb

Anilise de sistemas (SHS5960) 6. Programacdo Linear - 2 09/10/2023



Formulacdo do método simplex em tabelas

maximizar f(x) = ckxy + c5xp
s. a: ApXp+ AyXny=Db
x>0 zny2>0

N N B
Funcdo | = To ... Inp =
FO c1 Cy ... Cp f
gl a1 A1z ... A1y | Dy
g2 a1 22 ... Qog | Do
gm am,a1  Am2 - Gmn bm

09/10/2023
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Algoritmo simplex no método de tabelas

® Fase |. Solucao inicial

o Verificar se ha particdo bésica factivel trivial: Existe Ag = I?
e Se n3o, método de duas fases. (depois)
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Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteracao do método simplex

¢ Calculo da solucdo basica
Fazendo X = 0 calcula todos em Xp.
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Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteracao do método simplex
¢ Calculo da solucdo basica

e Cilculo da linha da funcdo objetivo
Primeira linha da tabela
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Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteracao do método simplex
e Calculo da solucdo basica
e Cdlculo da linha da fungdo objetivo

® Teste de otimalidade, e variavel que entra na base:
Deve entrar uma varidvel com o maior coeficiente positivo (se
maximizar). Se todos sdo negativos, é a solugdo étima (se max.)
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Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteragao do método simplex
e Cilculo da solucao basica
¢ Célculo da linha da func¢do objetivo
® Teste de otimalidade, e varidvel que entra na base:

e Calculo da direcao.
Calcular as varidveis basicas anteriores em funcio da nova

varidvel basica: 2

i
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Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteragao do método simplex
e Cilculo da solucao basica
e Calculo da linha da fungdo objetivo
® Teste de otimalidade, e varidvel que entra na base:
e Calculo da direcao.

® Determinagao da perturbacio e da varidvel a sair da base.

Sai a varidvel que atinge valor 0 para o valor da nova bésica com

b

que as outras continuam > 0. Coincide com min(;*)
T,

Anilise de sistemas (SHS5960) 6. Programacdo Linear - 2 09/10/2023



Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteracao do método simplex
e Calculo da solucdo basica
e Cdlculo da linha da fungdo objetivo
® Teste de otimalidade, e variavel que entra na base:
e Cilculo da diregdo.
® Determinacao da perturbacdo e da variavel a sair da base.

® Atualizacdo do sistema.
Eliminacdo de Gauss para levar a nova base a forma Ag = 1.
Completa nova tabela.
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Algoritmo simplex no método de tabelas

Fase Il. Iteracao do método simplex
¢ Calculo da solucdo basica
e Cilculo da linha da funcdo objetivo
® Teste de otimalidade, e varidvel que entra na base:
e Calculo da direcdo.
¢ Determinacao da perturbacdo e da varidvel a sair da base.
® Atualizacdo do sistema.
® |teracao
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Exemplo:

max. 6x; + 8xy

s.a. 3r1+ x9 <50
2x1 4+ 319 < 40
1 <15
To < 10
1 >0
T9 >0

Andlise de sistemas (SHS5960)

20

6. Programacdo Linear - 2

09/10/2023

20




Algoritmo simplex no método de tabelas

® Fase |. Solucao inicial

® Fase Il. lteracao do método. Todo o anterior
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Soluc3o inicial

Se o sistema n3o tiver uma solug¢3o inicial trivial?

minimizarf(X) = c1x1 + caxe + ... + cpx,
s. a:

g <bi — anmi+apret ...+ aT,+ T =0

ga=0by — a211‘1+a22I2+'-.+6L2n$n+M0:bQ

Im = bm — Am1T1 + A2l + ..+ Cpp Ty +MO = bm
r; >0 Vie[l,n]
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Soluc3o inicial

Se o sistema n3o tiver uma solug¢3o inicial trivial?

minimizarf(X) = c1x1 + caxe + ... + cpx,
s. a:
g <bi — anmi+apret ...+ aT,+ T =0

ga=0by — a211‘1+a22I2+'-.+6L2n$n+M0:bQ

Im = bm — Am1T1 + A2l + ..+ Cpp Ty +MO = bm
r; >0 Vie[l,n]

Solugcdo em duas fases
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Solugdo inicial (Fase )

Solucdo em duas fases:
Necesséario encontrar uma solucao basica factivel inicial.
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Solugdo inicial (Fase )

Solucdo em duas fases:
Necesséario encontrar uma solucao basica factivel inicial.

e Alternativa mais 'simples’: 'Forca bruta’

Testar combinagdes de m variaveis até chegar numa solucdo
factivel.
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Solugdo inicial (Fase )

Solucdo em duas fases:
Necesséario encontrar uma solucao basica factivel inicial.

e Alternativa mais 'simples’: 'Forca bruta’
Testar combinagdes de m variaveis até chegar numa solucdo
factivel.

¢ Alternativa melhor: Criar um problema artificial.
Somente para esa fase |: um problema de otimizacdo com novas
variaveis de folga "artificiais’, que minimize o valor dessas que
ndo pertencem ao original.
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Solugdo inicial (Fase )

Solucdo em duas fases:
Necesséario encontrar uma solucao basica factivel inicial.

e Alternativa mais 'simples’: 'Forca bruta’
Testar combinagdes de m variaveis até chegar numa solucdo
factivel.

¢ Alternativa melhor: Criar um problema artificial.
Somente para esa fase |: um problema de otimizacdo com novas
variaveis de folga "artificiais’, que minimize o valor dessas que
ndo pertencem ao original.

® Da Fase | é obtida a solucao basica inicial para aplicar o método
simplex ao problema original
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Solugdo inicial (Fase )

Problema artificial

¢ Adicionar novas varidveis de folga 'artificiais’, ndo negativas
Quantas? ou m ou até totalizar m (o resultado serd igualmente
valido)
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Solugdo inicial (Fase )

Problema artificial

¢ Adicionar novas varidveis de folga 'artificiais’, ndo negativas
Quantas? ou m ou até totalizar m (o resultado serd igualmente
valido)

® Restri¢Oes: iguais ao original, acrescentando as varidveis
artificiais (com qualquer coeficiente positivo)
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Solugdo inicial (Fase )

Problema artificial

¢ Adicionar novas varidveis de folga 'artificiais’, ndo negativas
Quantas? ou m ou até totalizar m (o resultado serd igualmente
valido)

® Restri¢Oes: iguais ao original, acrescentando as varidveis
artificiais (com qualquer coeficiente positivo)

® QObjetivo: As varidveis artificiais devem ser nulas — minimizar
sua soma
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Solugdo inicial (Fase )

Problema artificial

¢ Adicionar novas varidveis de folga 'artificiais’, ndo negativas
Quantas? ou m ou até totalizar m (o resultado serd igualmente
valido)

® Restri¢Oes: iguais ao original, acrescentando as varidveis
artificiais (com qualquer coeficiente positivo)

® QObjetivo: As varidveis artificiais devem ser nulas — minimizar
sua soma

® Esse problema tem solugdo basica trivial (apds corrigir
coeficientes). Ressolver por método simplex (minimizag3do!).
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Solugdo inicial (Fase )

Problema artificial

Adicionar novas variaveis de folga "artificiais’, ndo negativas
Quantas? ou m ou até totalizar m (o resultado serd igualmente
valido)

Restri¢bes: iguais ao original, acrescentando as varidveis
artificiais (com qualquer coeficiente positivo)

Objetivo: As variaveis artificiais devem ser nulas — minimizar
sua soma

Esse problema tem solugdo basica trivial (apds corrigir
coeficientes). Ressolver por método simplex (minimizag3do!).
Solucdo do problema artificial é uma solucdo factivel do

problema inicial, mas nao é necessariamente a solucao étima
dele.
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Dualidade

Simplex é muito bom, mas ndo o melhor em casos especificos:
¢ Altas exigéncias computacionais
® Re-otimiza¢do de problemas, pelo inclusdo de novas restrigoes.

® Anilise do problema 'desde outro ponto de vista’

Problema dual — Simplex dual
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Formulagcao do problema dual

Problema primal (original) Problema dual
maximizar: f(z) = cx minimizar: h(y) = by
s.a: Ar <b s. at ATy > ¢
x>0 y=>0

¢ Maximizagdo — Minimiza¢ao

Cada restricdo primal (<) — Uma varidvel no dual (> 0)

Cada varidvel primal (> 0) — Uma restrigdo no dual (>)

Vetor recursos primal (b) — Vetor custos dual

® Vetor custo primal (¢) — Vetor recursos dual

Valor étimo primal = Valor étimo dual
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Formulagcao do problema dual

Uma aplicagdo de dualidade: Incluir nova restricdo no problema

¢ Primal:
Apds otimizagdo, se solucdo étima anterior satisfaz a nova
restricdo, € a solugdo 6tima do problema novo.
Se n3o satisfaz, ndo é nem uma solugdo factivel.
Precisa voltar a fase | para resolver tudo de novo.
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Formulagcao do problema dual

Uma aplicagdo de dualidade: Incluir nova restricdo no problema

¢ Primal:
Apds otimizagdo, se solucdo étima anterior satisfaz a nova
restricdo, € a solugdo 6tima do problema novo.
Se n3o satisfaz, ndo é nem uma solugdo factivel.
Precisa voltar a fase | para resolver tudo de novo.

® Dual:
Nova restricdo é uma nova variavel.
A solucdo étima dual continua sendo uma solugdo factivel.
Se solugdo n3o continua 6tima, pelo menos serve para iterar o
método até o Stimo (fase Il).
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Outra interpretacdo de dualidade: Precos

Problema primal (original) Problema dual
maximizar: f(z) = cx minimizar: h(y) = by
s.a: Az =10 s.a: ATy =¢

x>0 y>0

® Primal
Fungdo objetivo minimizar custo total($).
Vetor z quantidades elementos (UnidadeProduto).
Vetor ¢ custos ($/UnidadeProduto).
Vetor b recursos disponiveis (UnidadeRecurso)
Matriz A gasto recursos (UnidadeRecurso/UnidadeProduto)
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Outra interpretacdo de dualidade: Precos

Problema primal (original) Problema dual

maximizar: f(z) = cx minimizar: h(y) = by

s.a: Az =10 s.a: ATy =¢
x>0 y=>0

® Primal
Fungdo objetivo minimizar custo total($).
Vetor z quantidades elementos (UnidadeProduto).
Vetor ¢ custos ($/UnidadeProduto).
Vetor b recursos disponiveis (UnidadeRecurso)
Matriz A gasto recursos (UnidadeRecurso/UnidadeProduto)

¢ Dual
Fun¢do objetivo maximizar receita ($)
Vetor Y precos ($/UnidadeRecurso)
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