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Integrao

Vamos agora comecar a discutir integra sistematicamente .
Antes mesmo

de diser que a integral do unna funco ea area entre o eixo horizontal
eo grafico da funco (pelo menos , quando esse grafico esta acima do
eixo horizontal) , vejamos algumal definities que usaremos com frequent
cia daqui para frente .

-

>R

· A "reta real" e'o corpo ordenado it dos numeros reais .

· O intervalo (a ,b]
,
oude a <d saw numents reais e

(a,b] = Gx=R : a < x < b}
Esse eum intervalo fechado , pos contem os extremos a eb

.

· Ha tambem o intervalo abertoE (ab) = Gx = R : a c x<b3
a b G b
⑧ ⑧ D. ⑧



· E ha tambeim os intervalos

(a ,b) = 4x=R :
a < x <by e(a ,

b) = (xeR : acx = b]
.

or R ou (ab) ou ...

· Uma funco real f : (a , b]
= R e'una "vegra" que associa a cada

S

numero x = (a,b] um (inico) numero real demotado por f(x)eR .

R

Exemplos : f : R ->R
,
f(x) =

X
f()- . - - -

-
g : R ->R

, g(x) = /x)
⑲ -A

hi -> R
,
f(x) = x 2

R : [1 , 1] -> R
,
R(x) = /x

h
R

- g

~ >

⑳

-"I 1

S



· Exemplo : A funco constante f : M -> R
,

f(x) = a
aR

-

C

· Ha
,
car

,
u sen numer de funces .

Divirta-se com (lesmos Pedindo que ele plote i
o grafico de algo come

~

Stan */x+1))
*
- 128x3+ 1700s x

f(x) =

sin (Cos (x3-x4+ 127x2))-log(28x+ 51

· Uma fungo escada an funco degrau e uma fungo que e constante
em varios pedacivlos .

Mais precisemente ,
no intervalo [aib] temos

a= Xo < X
, ... <Xurs <Xu =

b

e nimeros co
, 4 ,2 , ..., cur1 ,

e

f(x) = ci Se x=(Xi+ ,
xi)

·a " · GayObs : Devenamos
, para que o esteja realments

x ↳2is it - x
>

definida
, especificar o que acontece

wos pontos xi. I



A integral do una funcio degrow e a area "abaixo" do grafico ,
entre o

grafico e o eixo das abscissal (eixo horizontal) .

Se o grafico estar

abaixo do eixo horizontal istoe
,
se os valores a funcal say negatives ,I

a integral tambem : a area entre o grafico e o eixo horizontal ,
mas

com sinal negativ .

7 -

5-

U

S"f(xdx = ci(Xi-xi

3 --
E S I S >

i 469 12

-3-

No exemplo ao lado

-xdx =

5 . (4 - 1)
+ 3 . (6-4) + 7 . (9-6) + (-3) . (12 -9) = ?

1

: Note que ,
como estamos interellados em areas

,

us fas diferenca quais of
valoves a func not extremos dos intervalos : isso now afeter a avea .



Dadas das fancies definites no mesmo intervalo
, podemos fajer operaciesI

algetorical com elas
. Se f , g

: (a , b] -> R
, podemos definir

fig , f-g , f-g : (a ,b] -> R

(f+ g)(x) = f(x) + g(x)

(f-g)(x) = f(x) - g(x)

(f - g)(x) = f(x) . g(x) .

fg : (a ,b] -[x=g(x) =0 - R

(f/g)(x) = f(x)/g(x) ,
desde que q(x)=O .

Se as fences saw fencies degraw definidas em intervalos com a mesma
S

partical (isto e ,
subdivididos nos melmos portos a = xo<X

, <Xx< ... <Y= b)
,

enter as operacies asima saw super-simples : se(f(x) = Ci

g(x = di
Se x=(Xi- 1 , xi]

enta f+g(x) = cit di
em (Xit

,
Xi]

,
etc .

fog (X) = ci · di



Outra operato que podemos fazer com funcies multiplica- las par um

nomer ae R :

(f)(x) = xf(x)
.

Exercicio : Use Desmos para ver o que acontece com graficos de
funcoes sob as operacies acima .

Teorema : Sejam S
,
t : [b] -> R duas fencies escada

.

Entao

!"(+t(x)dx = /"skidx+S* dx
Prova : Vamos nos mirar no exemplo de Jack ,

o estripador ,
a fayer as coisas

por partes .

Supanha primeirs que set sejai funcies constantes , your exemple
&

S(X) = 5 e t(x) = 2 e estamos no intervalo [aib]
·

7 - set

Falando de areas
,

a drea abaixo do grafico de Se 5-

5 :(b-a)
,

a crea abaixo do grafico de t 2 . (b-al
.

·-Y
A some das das areas e5 . (b-a) + 2 .-a) = 7 . (b -a)

. I

L
a b



Por outro lado
,

a some das das funcies set a func constante ignal
a 5+ 2 = 7

,
no intervalo [a ,b) · A area abaixo do grafico de Sit

,

portanto
,
e7 . (b-a)

.

Assim
,

temos

-"skidx + Sexx)dx = 5 . (bra) +
2 . (b- a)

=
7 .
(b- a) = (+t)(x)dX .

Agora suponhamos que sit sejam constantes wos intervalos (Xit
,
xi]

,
com

a=xosx
, ... X = b

,
oude S(X)= Si e +1) = ti se x+ [xit , xi] .

Nelse cato
,

womo vimos (Stt)(x): Sitt ; sext [Xir ,
Xi]

.

Portanto
,

U b n

Ss(xdx = & si(xi-xi- Stexdx = & ti(x= -xi-1)
a i = 1 I

a i
=

1

e --
Directo da definica deSist) (x)dx = E

,

(sittil (xi-xi-
integral .



Mas
,
das formulas acima

,
temos

I"s(dx+ Stady = Silxi-xia) +Etilxi-xia)

C 7 =(sitti)(x-xin) = IP (s+t) (x) dxPor que? i= 2

Exercicio : Essa prove ainda not esta complete . Porque ?
Por exemplo

, suponha que set estejam definidas no
intervalo [0 ,

17 e

S(X) = 5 Se x - [0 . 1]

+(x) = /1 Se x = [0 , 1)
2 Se x - [Y , 1]

Calcule set calcule SsMdX , So't(dx e So St) (x) dy .

O que ainda faltar para completar a prover ? Voc conseque fage-lo ?



Integrando funces mais gerais

Agora que sabemos integrar funcoe's degraw ,
Vamos daw um part importante

e generalizar a definical de integral parar uma datte dem mais amplaS

de funcies .

A idea e
,
commo sumpre ,

calcular o Grea (am sinal)
entre o grafico da func e o eixo horizontal .

Vamos aproximar a fund Aprcima f

f que querenos integra

- aproxima

e
.

E

per cima e par daixo pur saproximat
fences degraw , fage lo -> pur baixo

do forma cada vey mans

eficiente e "passer as limite"
.

A forma logicamente mais eficiente de
descrever o

que se fai a sequinte .
Para armeca

,
u

Terrema : Sejam s et funcies degrav definidas no mesmo intervelo (ab]
I

e suponhaque <t ,
isto e

,
x+(ab]

,

S(x) < t(x) .
Enter

Is(dX < S. " t*) dx



Observaca Itil (was simples) : Se s et sa funcies degraw definidas no
E

mesmo intervalo
,
podemos supor que as particies que as definem

so
I

as mesmas
.

Isto parug se S

X = [Xoa ,

X
, x2 , - .., n

= by e
I S P

xa= Xo X
, Xz

!
= b

y= (40= 9
, ye , 42 , ..., ym = b}

sa as particies em crjs intervalos set
sa constantes

, respectivemente , podemos I 1 >

simplesmente tomar a unial das a = yo'e 32 Y. Y4bIj=

trc)

z = XuY

e definirs et nos nowl intervals
- "

exatamente como even autes
. Isso quer ·

I I Ex Es o
=
=b

diser que sempre podemos considerar was
G= Zo

-

funcoes excada definidas no malmo intervalo amo tendo as mesmal
I

particies .

E



Prove do Terema : Se S(x = S < t(x) = t /osimbolo = deve ser lido
,

aqui pelo memos ,

" constante ignal a") ,

entr

IPS(x)dx = S . (b- a) =

area amaral
t

jijiS
/-//

I"t(x) dy =

t . (b-a) =

area voxa
C I >
a b

Se
, por hipstese ,

s = S(x) < t(x) = t
, seque que

-"Sadx = <(b-a) < +(b -a) = (-)dx
.

Exercicio : Prove o caso geral ,
is to e

,
cato emque set sa fruges escade

quaisquer .

Voltando a integren's mais gerais ,
digemos que una foc f : [aib] ->

elimitada se existe un miner MER
,
M>0

,
tal que xe(a,b]

- M < f(x) M > Ifel - M
.



Veja ao lado o grafico de uma func limiteda . M -------------

Se existe M30 tal que f(x) < M xc[ab]
,

disemos que f e limitada superiormente - e -

Analogamente , definitos una funci limitada
inferiormente

. Uma fined limitada se e -M----------------

limitada superior e inferiormente .

Eclaro
que ,

se f : (aib]->Re'limiteda
,
existen fundoes degras ,

t
,

definidas eme [ab]
·
tais que

S(x) f(x) < t() Ext[ab]
.

Basta
, por exemplo ,

tomarmos S() = - Me +(x) =

+ M
.

Definic de integral de una funco limiteda : Sija f : Caib]->R na found
limitada

. Dizemos que f INTEGRAL no intervelo [ab] se existe um
inico nimero IM talque ,

dadas quaisquer fepes escada soft ,

valem as designaldades
S dx = I Sedx .



Isto e
, digamos que f e integravel se existe um unico himero real I que

esta "sanduichado" entre as integrais de quaisquer das fundoes escada s et
11

que sandwicham" & :

7 ! It R talque S()<f(x)<t(x Fx=(ab] =P

Ssedx I Satdx
.

Nest cato
,

o nower I e chamado a integral def em [amb] e e

davotado por
I = SedX .

Mas cimo tenter decidin se na funct limitenda ear nat integravel
Definimos

S = 4 Ssx)dx : se funcr escada e s<f}

T
= ()

*
tkdx : te'func escada 2 f4t]



Todos os mimeros do conjunto s sa memoves or ignals a todos do conjunto II
ja que s . f It implica que set e

, pelo tearma ,
sabemil que

isso implica que skidx St(dx ·

Assim
, pelo Axioma de Completude dos nimeros reais (ja que ambos or conjuntos

Se T sanat-ragios , ja que fe limitadal , seque que se safest
b

/Sdx < SupS < infT < StdX .

Portanto
, para que o seja integravel ,

o que precisamos que supS= infT.

Nesse caso S
:
"f(x)dx=<pS = infT

. Definimos os mimeros

ICf) = SupS = Integral inferior def

I(f) = infT < Integral superior def>

Assim
,
I integravel se so se was integras superior a inferior saw ignais .



Exemplo : Isso for exatamente o que figemos parer
I

calcular a crea alaixo da parabola f(x) = x
2

. /
O
que calculamos naquele exemplo mostra exatamente

que 142x = I ...
Illi
,

>

&

Exemplo : Seja me R 2 f(x) = mx
.

Vamos calcular f(x) = mx

a integral
fexidx

. "&

Para isso
,
temos que calcular · >

IH) = up [ S"scdx : = < +3

If = inf4/** dy : f<t]

e mostrar que eltes supremo e infiro sa ignais .

Mas note que ,
se encontra -

mos das sequencies de fines dagrav sn/X) - trix) tais que snf In



e tais que
Sup & S"sndx : neN3 = inf GStnC)dx : ne NY

enter disto seque que I(f)= It) e termos mostrado que feintegral .

-
Por que ?

Se
,
alain disto

,
tivermos sido capages de calcular o apremo e o infimo acima

,

teramos ental calculato a

gPfedx
· R

Faganos aqui como figemos autel e como faremos tIf

outras vegel a seguir .
Comecamos dividiudo o intervar W

* f

to laib] emn intervalos iquais de tamanhosignals

U

usando os poutos

h =
b - a

I

, ve va

↳s f "
-

x = a
, X = G+h

,
xz=Xth ,

- - -

, Xp- at kh
, . . .

Xu= b
.



Valos agona supor que m>0 .

Nellcaso f e'una funca crescente
,
istoe

,

se x < y enter f(x) < f(Y)
.

Definimos enter as froes degraw

Sn(x) = f(XR-1) = mxp-

tu(x) = f(Xx) = mxk 3 Se x - [YR-
, XR)

,
k = 1

, .... .

Assim lembrando que xp : atth - que
h

=

(b-a)/n
,
temos

I

Ssu(xdx = 2 mxp(xn-Yp-1) = me(a+-1h)t
k= 1

n

( -1-much+mh2[k)
R= 1 n- 1

= ma(b-a) + m(b-a)2
. Ik

12 R= 1

2
= malb-a) + m(b-a)

. (ml12

=ma(b-a) +

m(b -a)2
. (1 - 1)2



Exercico : Verifique que vale a sequinte igualdade :

Studx =

malb-a) +

m(b -a)2
. (1 + 1)2

Edaro que ,
com no poderia deixar deser , Jesulidx</tuledx ·

Alain disco
,
como lim

n
= 0

,
istoe

, Y pode ser feito arbitraricmente
n-> &

pequenc ,
escoltento n suficientemente grande ,

temos que

[Ssnxdx] = Ssux ax = ma(b-a)
+

m(b-a)
2

e
, analogamente ↑ ↳

(Stn(xdx]= Satnx)ex= - -(b2-a?)
①

Assi
,
acbamos de

prover que "mxdx
= it (A)



0
que figemo) ate' agora assomic que m > 0 .

Essa hiptese foi osada

para concluir que f(x) = mx
,
comm>o

,
e'na func crescente

.

Se m < 0
,
entac f(x) = mx 'uma funcor decrescente ,

isto e
,
Se

x < y ,

ente f(x) > f(y) .

Exercicio : Verifique o que deve ser modificado na prove
acima caso M10

econdlua que a formular(*) rale para qualquer me R .

0

que acontece se m =
0 ?

Esse exemplo
,
como o exemplo de f(x) = x

2

,
conten ingredientes que wos

ajudain a calcular integrais de funcies dem mais gerais .

Uma funco f : (ab] -> Rechamada monotona se ecresante
or decrescente

.

Um porco mais geralmente , digemol que

f e monotona E
crescente

Se E x(y
=xf(x) = f(y)

decrescente x < y =Df(x) = f(y)
:

Uma func emountanc por partes se possivel dividir o intervalo [ab]

por poutos xo-a (X , < ... Xn= b
,
this que f e'monotona eve Cada [Xir ,

Yi]
.



Exemplos :
A

&

~

..

⑤ ·
-- 2 - >

Monotona cresente Monotona de- Monotona par partes .

crescente

Exemplos -
semoigual
↓

f(x) = x 3 emonotona (estritamentel crescente u R ,
i

.e
., x <y = f() < f()

g(x) = x
= emovotoua estitamentel decrescente em (x-03crescente em 1X= ob

Exercicio : Prove
que , Se p elqualquer natural ,

a fenci f(x) = xP e'estrita-

mente crescente a [x=R : x = 03
·

Exemplo : g(x) = X
,

x = 0 crescente
·
Se x < y

,

enter tamos

(5-x) .( +x) = y - x < 0 =>y - X = y-x >O
&

+



Teorona : Se f : Ca,b] ->R emonotone enter f 'integravel em [amb]
·

Prove : Valuos fajer a demonstract no calo em que + ecrescente .

A prove para

fencies decrescentes e analoga e fica de exercicio .

Como figemos hos exemplos anteriores ,
tomalmos neNe dividual interval

[a ,b] em n subinternalis ignais de famanho h = (b- a)/n pelos pintos

No a
,
X-ath

,
X2= xith

, ..., Xp= Yk-th , ..., x
= a+ u

.

h = b

e definings as funcoes escada sitn : faib] ->R tamber como figensd

anteriormente
, pondo

Sn(x) = f(XR-
1) 3 para x = [xp-1 ,XR)

t(x) = f(XR) f
n

N f
-

Enter
-

- (x) **
-

-

Is dx = 2f(-)t = teef(-) ~n

-

----- -

/"(xdx = 24 (n)t = he f(x) (((x)
a

↳k
, kels-- xii Yu -



e
,portanto , Soma telescopica

x)
Satx)dx-Sxdx =

h- ((xx) - f(x-1)] = k( f(b) - f(a))
R= 1

= (b-a)(f(b) - f(a))
.

-

W - IE- W

esses

-> e
Aqui chegamos novamente a uma situaca que -- tanglinhos ,

E -- re

ja encontramos dual vegel autes .
Para mostrer

-

quando empli-
Ihados viram

>

que feintegravel ,
termos que mostrar que

-

uma colunc fini-
b-Gwho I

IG) =

sup [S: sify= inf[(t : trf] = I(f)

Mal
, por defini da funcoes acima ,

Su ftn e
, portanto ,

** Sup [S] up [S : sef] inf()4 : tIf] inf[S my
-> (b-a)(f(b) - f(a))

Da igualdade(*) , seque que a diference Satn-S
.

"s : Y pode ser

tornada tai pequenc quanto queiraios tomando a grande · bastante .



Mas isso implica que supSasnl= inf[Stn] , que pelas designaldades
(**)

, implican que
I(f) = E(f)

que o que quenams prover
Exemplo :

Javincos que a integral &x2dx= ,
was vejanos isto

novaments e mais genalmente . Seja enter peN e calculemos

a integral Sx* dx .

Note
, para comecar, que una day propriedades da ordern wos miners

reais e'0xa<D<d =Doxac< bd
.

Diss seque

que diretamente que 0xx<y =D 0 > x 2 < y2 .
Por induce ,

/

prova-so fambem que0<Xcy
=DO < xY < yp peN .-

Isto e
I

a funco f(x) =
xP e'movitona (estritamente) credente e

,

do terrenc anterior seque que f(x) =
xY e integravel ele qualquer

/intervalo [ab] <RA ·

Mas isso - apenas parter a historia : qual o valor

da integral?



Para calcular o valor da integral ,
valuos user as seguintes detigualdades cujas

proves enter indicadas no exercicio 13 ,
based I .

4 .
10

, p .

45
,
do lino texto :

(*) "kY< E kPk=

7

Nos provalos essas designaldades parce p=2 has noters "Integral de x2"
.

Para calcular a integral So"NP&X faremos exatamente P
a X

somo ja figemis autel ,
mais de uma vez

: dividimos

· intervale [0,b] emn partes ignals de tamalho
h = b/n e consideramos as fancies degraw

Sn(x) = f(xx-1) = (Yk-1)4 ----
h

-

tu(x) = f(XR) = (Xk)
* I parar x = (Xpos XR) ... =x

orde Xp= tit para R = 0
,
1

,
2

, . . .,
h

.

Como f(x) = xP emountana crescente
,

essas escolkas /para su etul garantem que sn<ftn , e isso val

para qualquer excoltra de ne N .



Calculamos enter as integrais das funcies su etn ,
lambrands

que h=b/n :

n n

S"snxidx = 2
.2-

) * = h
. EC-h]"= 2* ECR*

-it RP
.

Analogamente
PStn(xdx = ta**)* = - *.2

Portanto

Sitn-Sisn = ! . ( *** - YkT) :P = b
*

e

Note que ate aqui estamos repetito aprover do terrma anterior no caso espe.
cial da funct f(x) = xP

.

A constante c = (b -a) (f(b) - f(a)) da prover e',acima------------
nesse caso

,
(b -0) (bY-0) = b**que aparece Cowo na prove

do teorema
,
tomando a grande,

concluimos que



NESsY = EES.En
e , come Suf th ,

isso implice que + eintegravel .

Madisso ja I

sablancos e o que querenos e calcular o
vador da integral

,
is to e

,
o

valor comun do supreme do infino acima
. Eaqui que entran as

designaldades (*) de duas paginal atras .
Dela seque que

Sinkdx = 1 . RP << E* = "Endx
1

Como o miner d"/(p+) esta "sandwickado" entre as integrais Sine /"tn
para todo neN ,

e como b**+) not depende do n
,
disso seque que

(mas isso no obvio e seria dow voce pensar dem por que disso de fato segue (e)

sp[S] = inf[Sn} = - :

istoe
,
tendo sido capages de calcular effel supreme infiro

,
concluimol

que Sxdx = b ,
4 - N

.


