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Flexdo Assimétrica

1. Esforcos solicitantes em vigas: notacao e convencao de sinais
. Equacoes para a flexao assimétrica (tensoes)

. Posicao da linha neutra

. Equacodes diferenciais de equilibrio

. Equacdes para a flexdao assimétrica (deflexdes)

o U B~ W N

. Exemplo de aplicacao
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Onde:

Oxyz: sistema arbitrario de eixos, porém considerando que o eixo Oz é paralelo ao eixo
longitudinal da viga e que os eixos Ox e Oy sejam paralelos as secOes transversais;

M, = momento fletor em torno do eixo Ox (positivo se causar tensdes de tragdao no 1°
guadrante, conforme indicado na figura);

M,, = momento fletor em torno do eixo Oy (positivo se causar tensdes de tragdo no 19

guadrante, conforme indicado na figura);

T = momento de tor¢ao (positivo se o vetor estiver saindo da S.T., conforme indicado na
figura);

S, = forga cortante na diregao do eixo Ox (mesma convengao de sinais usada para as
tensdes de cisalhamento);

Sy = forga cortante na dire¢do do eixo Ox (mesma convengdo de sinais usada para as
tensdes de cisalhamento);

P = for¢ca normal atuante na secdo transversal (positiva se provocar tensdes de tra¢do);

Oy, ®y = forgas distribuidas por unidade de comprimento (correspondendo as forgas
distribuidas devidas ao arrasto e a sustentacao);

u, v,w =componentes de deslocamento segundo os trés eixos coordenados.
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Para os esforcos solicitantes (esforcos internos):

* Nas faces de orientacdao positiva: emprega-se a mesma convenc¢ao de sinais vista para os
esforcos externos;

* Nas faces de orientacdao negativa: esforcos positivos tém sentidos contrarios aos assinalados
nas faces de orientacao positiva.

y

External loading system

My

Internal force system
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Componentes do Momento Fletor:

y ;)

Plano de atua¢do do
momento fletor

M, = Msen0

My = Mcos0
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2. Equacgdes para a flexdo assimétrica (tensoes)

Consideremos uma viga com secao transversal arbitraria sob acao de momentos fletores
M, e M,, que fletem a viga em torno de um dado eixo que tera, portanto, tensbes de
flexao nulas (linha neutra da secao). Vamos admitir que o sistema de eixos empregado
tenha sua origem no centroide da sec¢ao transversal e que a linha neutra esteja a uma

certa distancia p do centroide.

¥

|
M, L

Area A

Considerando que o material da viga seja
homogéneo, isétropo e tenha comportamento
linear-elastico, a tensao normal g, sera dada por:

o, =E¢g,

Da hipdtese de Euler-Bernoulli, podemos escrever:

&, = k&

Logo: o, = Ex§
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Considerando que nao haja for¢ca normal agindo na
secao transversal, teremos:

[[aaa=o
EKﬂgdAzo

[[eas=o

Conclui-se, portanto, que a linha neutra deve passar, obrigatoriamente, pelo centroide da secao
transversal, que foi tomado como a origem do sistema de coordenadas. Assim, parap = 0, vira:
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T = xé, +ye, = (rcosp)é, + (rsenp)é,

=y
Il

rcos(@ + a)éy, +rsen(p + a)é,,

- -
r = (rcospcosa — rsengsena)e,, +

+(rsengcosa + rcospsena)e,,

7 = (xcosa — ysena)é,, + (ycosa + xsena)é,,
\ J

v
=3

Logo, se £ = xsena + ycosa, entdo:

0, = Exé = Ex(xsena + ycosa)
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As componentes M,, e M,, do momento fletor ficam assim definidas:

M, = ﬂ o,ydA = Ex ﬂ(xysena + y2cosa)dA = Ex |sena ﬂ xydA + cosa ﬂ y2dA
A A A A

M, = U o,xdA = Ex ﬂ(xzsena + xycosa)dA = Ex |sena U x2dA + cosa ﬂ xydA
A A A A

Mas, lembrando que:

Ly, = U y2dA L, = ﬂ x2dA Ly = U xydA
A A

A
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Teremos: M, = Ex :Ixxcosa + I, sena

M, = Ex|Iyycosa + I, sena|

Mx Ixx Ixy cosa
{My} = Ex [1 | {Sena}
Retornando a expressao de g,:

cosa

0, = ExE = Ex(xsena + ycosa) ={¥ X}Ex {sena
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o, = v X <[ lyy _Ixy]{MxD
T (Llyy — ) \[ Ty L [WMy

5 = v x { M1,y — My, }
’ (Ixxlyy — I,%y) —My Iy + My Ly

o = (Mylxx — Mx]xy) X + (Mx[yy — My]xy)
’ (Ixxlyy N Ia%y) (Ixxlyy N Ify)

Note que, no caso particular em que I, = 0, a equagdo acima leva a:
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3. Posicdo da linha neutra

Para encontrar a posi¢cao da linha neutra na secao transversal, basta impor que:

_ (Mylxx _ Mxlxy)x n (Mxlyy _ Mylxy) _
(Ixxlyy a Iagy) (Ixx]yy a Iagy)

_ (Myley — MyLey)

= XLN
[Q/Ix (Mxlyy o Mylxy)
o

0

zZ

\v X E, como tana = — y; /Xy, teremos:

LN tana = (Mylxx _ Mxlxy)
S (Mxlyy — Mylxy)

Vemos, do exposto, que a posicao da linha neutra depende, de modo geral, tanto do
carregamento quanto das propriedades geométricas seccionais.
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Retomando as relagbes entre o momento fletor resultante e suas componentes M, e M,,
(vide slide #6) e substituindo-as na expressao anterior, obtemos:

M, = Msenf
tana = (Mylxx - Mxlxy) — tana = (IxxCOSQ — Ixysene)
(Mxlyy — Mylxy) M. = Mcosd (Iyysene — Ixycose)
y =

Conclui-se, portanto, que o plano de atuacdao do momento fletor ndo é, em geral,
ortogonal a linha neutra! De fato, apenas em condi¢cdes bem especificas isso ocorre,
como:

1) Quando 8§ = 0 ey, = 0: tana - o, ouseja: a = /2
Y LN

linha neutra: x;y = 0

v
=
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3)Quando I, = 0el, =1,,: tana.tanf = 1,ouseja:a +6 =m/2.

20/10/2023

linha neutra:

M,
VIN = —753 XN S YVIN = —

0

M,

lo *
'~
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4. Equacgoes diferenciais de equilibrio
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Equilibrio de forcas e de momentos segundo o plano vertical Oyz para um elemento
infinitesimal de comprimento dz:

y 4
as
W, 1,5,,+~E§Ez
i] & & 4 4 JI.*
C C > FYYI
M, g, M+
|| 5z | dz
s

as, aS
7 — — _ Yy
(Sy + =2 dz) Sy +wy,dz =0 ‘ wy ==-—~

oM, (dz)? oM,
(Mx+ — dz)—Mx—Sydz+a)y —=0 mmm) |, =—
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Analogamente, impondo o equilibrio de forcas e de momentos segundo o plano horizontal
Oxz para um elemento infinitesimal de comprimento dz:

A
X

dS,
A Sy t——dz

d N
N <

M +aMyd
A dz B! vy oz ¢

A\

aSs aSs
(Sx+a—zxdz>—5x+wxdz=0 ‘ Wy = ———

oM (dz)? oM
—(My+a—zydz>+My+Sxdz—wx 5 =~ S, =—=2
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5. Equacgdes para a flexdo assimétrica (deflexoes)

Pelo estudo anterior, vimos que uma viga sob a¢do de momentos fletores M,, e M,, flete
em torno da linha neutra, cuja inclinacdo (@) em relacdo a eixos que passam pelo
centroide da S.T. pode ser determinada conforme a equacao apresentada no slide #13.
Consideremos que a deflexdo do centroide de uma dada S.T. da viga na direcao
perpendicular a linha neutra da S.T. seja £ (vide figura abaixo), com componentes —u
(na direcao do eixo Cx) e —v (na direcao do eixo Cy).

WY

Da figura:

Unloaded —v = {cosa
—u = Csena

X

Ou seja:

. % cosa

E tu} = ~Elsena)
u sena

(centro de curvatura)
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Se considerarmos que a inclinagdo da linha neutra seja constante (ou seja, ndo varie ao
longo do comprimento da viga), os centros de curvatura (para diferentes posicdes dos
centroides das secBes transversais) ficardo sempre no mesmo planol®). Neste caso,
pode-se empregar a seguinte expressao para obtermos a curvatura do eixo central:

_d%C
T dz?

Logo, derivando duas vezes as componentes de deslocamento (u e v) do eixo central
com relagao a coordenada z, vira:

d*v/dz*| _ dZC{cosa} _ {cosa}
d?u/dz*|  dz?\sena) K lsena
Porém, recuperando a relagao vista no slide #11;

-1
M I I 1|1 I M
{Mx} — [Ixx Ixy] {cosa} o {cosa} _ _[ XX xy] {Mx}
y xy lyy|lsena sena E Ixy Iyy y

(*) A reta pontilhada na cor vermelha no slide anterior mostra o trago deste plano.
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Assim:

{dzv/dzz} _ 1 [Ixx ;xy]_l {113;} RN

d?u/dz?

dzv/dzz} _ 1 [ Iyy _Ixy] {Mx} ”
() d?u/dz? E(Lxlyy —15) |7y Ixx

d®u _ (Mylyy — Mylyy)
dz?  E(Lulyy — IZy)

d*v _ (My L, — MyL,)
dz?  E(Lulyy — 1)
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Para o caso particular em que a viga possui secao transversal com pelo menos um eixo
de simetria, teremos Ixy = 0 e, neste caso, as relagdes vistas assumem as seguintes
formas simplificadas (vistas nos cursos introdutérios de Mecanica dos Sélidos):

d?u M, d*v M,

dz2~  El, dz2 " Ely

Realizando as integracdes sucessivas das relacdes obtidas, e aplicando as
condicdes de contorno em cada caso, é possivel obter o campo de deslocamentos
do eixo central da viga.
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6. Exemplo de aplicagdo

Example 16.12

Determine the horizontal and vertical components of the tip deflection of the cantilever shown in Fig. 16.24. The
second moments of area of its unsymmetrical section are [, {,,, and [, .

Formulario:

d?u _ (Mylyy — Mylyx)
dz?  E(Lalyy — IZy)

d’v _ (MyLy, — My1,,)
dz?  E(Lulyy — IZy)
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Solucao:

Os momentos fletores neste caso sdao dados por:

M, =W(L - 2) M, =0

As expressdes para u''(z) e para v''(2) ficam ent3o:

I
d>? Wi d?v —WI
5 = > ——~(L-2) : = (L - z)
dz?  E(Lylyy — I3y) I 22 E(Llyy — Iy)
I
I
I
du W, ( z2 ) I dv -Wi,, ( z?
—_— = Lz——+ A4 I —_— = Lz——+ B,
Az E(Llyy — I3y) 2 I Az E(Llyy — I3y) 2
I
I
Wi, Lz2 73 : @ ~Wi,, (Lz2 z3 ©BgiB )
u(z) = —— 4+ A4,z+ A I viz) = - 1Z 2
@ =5 (Lexlyy — IZy) < 2 6 2) ! E(balyy —I)\ 2 6
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Condicdes de contorno:
W(0)=0 mEmm) A; =0
w(0)=0 ) 4 _g

yV(O)=0 mmm) B =0
p(0)=0 mEEEE) B,=0

u(z) = Wiy <LZZ _ Z_3> v(z) = —Wlyy <LZZ _ i)
E(Ixxlyy - IJ%J’) 2 6 E(Ixxlyy - Ia%y) 2 6
3 3
u(l) = v(l) =
3E (Lxlyy — 1Z)) 3E (Lxlyy — 1Z))

E o deslocamento resultante é dado, em maddulo, por:

w3 ,Ify + Iﬁy

3E (Ixxlyy - Iv%y)

C(L) = Ju2(L) + v2(L) =
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Nota: Observe que para o carregamento dado teremos 8 = /2 = cte (vide figura

abaixo) e portanto:

N (Iyxcos8 — I, senb) _ by
(Iysend — I,cos8) Ly

Ou seja: a inclinacdo da linha neutra é constante e, desta
forma, as formulas indicadas nos slides #20 e #21 podem
ser aplicadas sem problema.

Considerando por exemplo I, < 0 e I, 1, > IZ, , teremos:

I

tana = — -2 >0
yy
B L) = W, L <0
u
3E( xxlyy Ia%y)
(L) = -Wi, L3
v
3E( xxlyy Ia%y)
u(L I
( ) =—X2 —tana >0
v(L) Ly,

20/10/2023
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Ainda, para o caso particular em que pelo menos um dos eixos € um eixo de simetria da
secao teremos Ixy = 0 e, neste caso:

WIxyL3 WIny3 wi3
U(L) = > =0 U(L) = — > = _ﬂ
3E(Ixxlyy - Ixy) 3E(Ixxlyy - Ixy) xx
(W) = @D T D) = L
= v =
¢ 3EL,

...resgatando resultados ja conhecidos da Mecanica dos Sdlidos.
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