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1. Introdugdo

Até o momento, salvo alguns casos analisados na Aula #91), admitimos que a placa era
submetida apenas a esforcos transversais dentro do regime de pequenos deslocamentos,
pequenas rotacoes e pequenas deformacdes, de modo que o plano de meia espessura da
placa estivesse sempre isento de tensdes, formando uma superficie neutra (vide Hipdteses
de Kirchhoff, Aula #10 slide #3).

Contudo, em alguns casos, podemos ter, além dos esforgos transversais, esforcos atuantes
no proprio plano da placa. Tais esforcos, bem como as tensdes correspondentes, sdo
denominados esforcos (ou tensdes) de membrana.

Nesta aula, voltaremos a investigar os casos em que tanto os esfor¢os transversais quanto
os de membrana agem sobre a placa ao mesmo tempo. E oportuno destacar que dois
cenarios podem ser aventados nesta situacao, a saber:

(1) Aula #9: Teoria de Placas. Parte 1: Flexdo de placas retangulares longas em superficies cilindricas com (ou sem)
esforcos de membrana.
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1. As tensOes decorrentes dos esforcos de membrana s3o relativamente pequenas, de
modo que sua influéncia na flexdo da placa (e nos deslocamentos w(x,y) causados
pelos esforcos transversais) é desprezivel. Neste caso, as tensdes finais podem ser
obtidas simplesmente pela superposicao das tensdes devidas aos esforcos de
membrana (usando, p.ex., resultados da T.E.C.) com as tensdes devidas unicamente
aos carregamentos transversais;

2. As tensdes de membrana ndo sdo pequenas (comparadas aquelas devidas aos
carregamentos transversais) e seu efeito na flexao da placa deve ser levado em conta.
Neste caso, as tensdes de membrana podem ter um efeito consideravel na flexdao da
placa e os esforcos correspondentes devem ser considerados na deducao da nova
equacdao governante. Deve-se ressaltar, contudo, que a hipdétese de pequenos
deslocamentos transversais ainda sera considerada, embora com menos limitacoes,
ja que sera importante investigar o efeito que os deslocamentos transversais exerce
sobre as forcas de membrana (ou vice-versa). As secoes seguintes levam em conta,
principalmente, este segundo cenario.

Nota: As relacdes entre as tensdes planas e as derivadas dos deslocamentos transversais,
apresentadas no slide #18, esclarecem bem os dois cenarios descritos acima.
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2. Estado tensional, equacgoes constitutivas e esforgos solicitantes
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19/10/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #14



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Como, por hipdtese, a tensdao normal g, esta sendo desprezada frente as tensdes
planas, teremos (vide Hipoteses de Kirchhoff [1] e [5], Aula#10, slide #3):

——

1
=% [O'x — vay]

1
ey =3[0, —voy]

2(1+v)
Vxy = TTxy

=

——

——

E
1—v2

Oy = [ex + vey]

E
0y = o[, +ve,]

E
Txy = m)’xy

As integracdes das tensdes ao longo da espessura da placa geram esforcos solicitantes
(todos por unidade de comprimento), associados as respectivas tensdes. Assim, sdo

definidos:
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Esforcos de Membrana N, e N,;:

h/2 (forca de membrana, por unidade de comprimento tomado na
N, = J 0,dz direcdo y, que traciona, ou comprime, a placa na direcao x).
—h/2
h/2 . .
(forca de membrana, por unidade de comprimento tomado na
Ny, = j oydz direcao x, que traciona, ou comprime, a placa na direcao y).
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Esforcos de Membrana Ny, e N,,:

h/2 (forca cisalhante de membrana, por unidade de comprimento
Nyy = f TyydZ tomado na diregdo y, associada as tensdes cisalhantes 7,.,).
—h/2
h/2 . : .
(forca cisalhante de membrana, por unidade de comprimento
Nyx = j Tyxdz tomado na dire¢do x, associada as tensdes cisalhantes 7, ).
~h/2

[ny] = [Nyx] =N/m
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Momentos fletores M, e M,;:

h/2
M. = f o.zdz (momento fletor, por unidade de comprimento tomado na
X . ~ .
* i direcdo y, que flete a placa em torno do eixo y).
h/2 . :
(momento fletor, por unidade de comprimento tomado na
M, = j Oyzdz direcdo x, que flete a placa em torno do eixo x).
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Momentos torgores M,,, e M.,

h/2
M.. = f T 7.dz (momento torgor, por unidade de comprimento tomado na
yx yx- < . ~ .
P2 direcdo x, que torce a placa em torno do eixo y).
h/2
Mo = — 2 dz (momento torgor, por unidade de comprimento tomado na
xy e direcdo y, que torce a placa em torno do eixo x).
~h/2

Obs:
[Mxy] = [Myx] =N
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Forgas cortantes Q, e Qy:

h/2
Q, = f T dz (forca cortante, na direcao z, causada pela tensao de cisalhamento
XZ* . . . ~
8 P2 T4, POr unidade de comprimento tomado na diregao y).
h/2
0, = . dz (forca cortante, na direcao z, causada pela tensao de cisalhamento
y o yz: Ty, Por unidade de comprimento tomado na dire¢do x).
—h/2

[Qx] = [Qy] =N/m
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E digno de nota que nas figuras apresentadas nos slides #7 a #11 sé estdo indicados
os esforcos solicitantes em uma regido infinitesimal da placa, sem (ainda) a devida
indicacdao das variacOes destes esforcos ao longo das direcdes x e y. Tais variacoes
serdao devidamente consideradas ao impormos o equilibrio de for¢cas e de momentos

(vide secao 4).
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3. Relagoes deformacgoes-deslocamentos

Baseando-nos em parte nas hipoteses de Kirchhoff (vide aula #10, Hip.[2] e [4]),
podemos adaptar as relacdes anteriores para obter as seguintes aproximacdes
para as componentes u =u(x,y,z) e v=v(x,y,z) dos deslocamentos dos

pontos da placa:
(eixo central, para um

; ; determinado valor de y, na

| I / configuragdo de referéncia)
..... o= s == s omm | e s mm o ] [ —

1 [

| I

(eixo central, para um
determinado valor de y, na
configuragdo deformada)

," awd
' h ox | *
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——

- ~

.= =~

N S ow
~17 ‘ a—W ia: vy, z) = (x,y) - z—
u(x,y,z) =(\1{O(x,3/), Zax Por analogia: (x,y,2) ‘8(__'):)/ 3y

=~ =

> Acdo dos esforcos de membrana
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Também, diferentemente das relacdes deformacdes-deslocamentos utilizadas antes
(vide Aula #10, slide #12), utilizaremos agora relacdes deformacdes-deslocamentos
gue levam em conta alguns termos nao-lineares. Relembrando o que foi apresentado
na Aula #03 (vide slides #17, #19 e #23), as expressOes exatas para os alongamentos
lineares &, e €, bem como para a distorgao y,, , sdo dadas por:

oot (12 () (2 -
fx T M B 0x 0x 0x
1

2
o1 = () (12 () ) -
EARAC AN R V2 dy dy

( )_ 1 6u+6v+6u6u+6v6v+6W6W
CMy) T8 [oy T ax * dxdy | oxdy  ox oy
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Ao invés de simplesmente linearizarmos as expressdes exatas, vamos proceder as
expansoes em série de Taylor das mesmas, retendo alguns termos quadraticos. Desta
forma, obtemos:

2 2 2

ou 1|/0v ow ou 1/odw
€x=a+§ <a> +<a>] ‘ £x=a+§<a>
av  1[/ou\® [ow\’ v 1/ow\*
o=53(5) 0 (5)] - e5a()

~6u+6v ou dv 6u6v+6waw ~6u+6v+awﬁw
yxy_ﬁy dx 0x0x Odydy Ox 0y ' yxy_ay dx 0x dy
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Substituindo agora as expressdes apresentadas para u(x, y, z) e para v(x,y, z) (vide slide #14)
nas relacdes deformacdes-deslocamentos apresentadas no slide #16, encontramos:

_ou  1fow ? _ Oug N 1/ow\°>  8%w
=% T2\ ox = "5x T2\ ox 2 ox?
2 2
ov 1[{ow ov, 1/[/ow 02w
oxgral) |2 R()
~6u+6v+awﬁw ~6uo+6v0+awﬁw_zz 02w
Vay = dy 0dx Ox 0y Vay = dy = 0x  0x dy dxdy

Obs: Lembre que uy = uy(x,y) e vy = vy(x,y) sdo os deslocamentos, nas dire¢des x e y, dos
pontos da superficie de meia-espessura (que, agora, também se deforma). Compare também as
expressdes acima com suas correspondentes (vide Aula #10, slide #12).
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Retomando as equacdes constitutivas apresentadas no slide #6, e utilizando as
relacdes obtidas no slide #17, teremos:

_E "au0+ ovy 1 0W2+v ow\”| E [0%w ) 92w
%x = v 2\ 0x 2\ 0y 1—v2|0x2 Vay

_E 'av0+ oup 1 0W2+v ow\] E 62W+ 92w
T2 dy Vox T2 dy 2\ ox 1—vZ|oy? Voxz|?

auo avo dw ow
Ty = +
2(1 +v) dx dy (1 +v) ax(')y
(Efeito das for¢as de membrana) (Efeito da flexao)

Obs: Compare as expressoOes acima com as apresentadas na Aula#10, slide #12.
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Retomando as expressdes vistas nos slides #7 e #8 para os esforgos solicitantes Ny, N,,

Ny, € Ny, teremos:

h/2 2 2
N = j Qg = Eh 6u0+ 6v0+1 ow +v ow
X M= T2 | ox Vay 2\ 0x 2\ oy
~h/2
h/2
v f o B |ovo  oup 1 6W2+v ow\”
y o YT T2 dy TV o 2\ 0y 2\ o0x
~h/2
h/2
auo avo ow dw
nyzNyxz _//‘Tyxdz_2(1+\/) +axay
~h/2
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Retomando as expressdes vistas nos slides #9 e #10 para os esforgos solicitantes M,,
My, My, e My, teremos:

4 h/2 \
d%w d%w
M, = J 0,zdz = =D 3%z + v—ay2
—h/2

-~

- o o o o

h/2

Expressées idénticas as
M, = J oyzdz = —D [63}2 + v zel

encontradas na Aula#10

I

g EEE N O S S S S S M S O o

_ I

h/2 |

I

I

h/2 2, :

\ My = =My, = J Tyxzdz = D(1 —v) <6x6y> Il
N ~h/2 /

S e g
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4. Novas equacgoes de equilibrio e nova equagdo governante

4.1. Equacao de equilibrio de forcas na direcao x:

r—-dx--x-
I ~t X
lN,\
P4 .\1%
Ny +%—2‘x dx
(a)
X
AN,

l, ‘ny + 3
‘ x
y ‘ \\ aN

. oN
. 9Ny

Ny + 3y
(b)

19/10/2023

N
Nx+ 5 dx

Ny l lv ONxy

dx

dy

=

\ "Nyx"'"a_yﬂdy

N, ONyx

o dx|dy — Nydy + |N,, + Wdy dx — Ny,dx =0
W axdy + 2% qyax = o
d0x xay dy yax =

Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite
paradx —» 0edy — 0, vira:

dN, ON
“+—==0
d0x dy
E, como Ny, = Ny,y:
0N, ON
X 4 Xy _ 0
0x ay
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4.2. Equacao de equilibrio de forcas na direcao y:

- "‘-dx--&- aNy any
Nx\l X N, + Wdy dx — Nydx + [Ny, + de dy — Ny,dy =0
Z e N N N
Ny + 55 dx —Y dydx + —2 dxdy = 0
(ax) dy 0x
X
ANy Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite
- INx paradx —» 0edy — 0, vira:
Nx_+—§x—dx
Ny I T LN“ +%z dx 0Ny, N dN,, _ 0
}\ -
y NNyt a:“"dy ox oy
\\ y
. dN
(b)
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4.3. Equacao de equilibrio de forcas na direcao z:

Para obter a nova equacao de equilibrio de forcas na direcao vertical (direcao z),
sera necessario considerar:

* A parcela decorrente da pressao aplicada sobre a placa;
* As parcelas das forgas cortantes @, e Q,, (e suas variagdes);

e As novas parcelas associadas as (componentes das) for¢cas de membrana N,,,
Ny, Ny, € N, (e suas variagbes).

Denotaremos a resultante de cada uma destas trés parcelas por R, ; (com i = 1,2,3),
sendo evidente que:
00,  00Qy

R,y +R,, = < F + 3y + q(x,y)) dxdy

(vide Aula #10, slides #14 e #15)
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r—-dx--a-
! -t X
lN,\
| .\l_V N
! Ny + 9 xt:lx
6Nxd p 6W+62Wd N.d ]aw oN, 6W+N 02w dd
ax )\ ox T oz ™ 9% ax ox | X gxz )
6Nyd p 6W+62Wd [, d ]6W~ dN,, ow N 0w drd
oy ) \ay Tayr ™ vy = oy ay T v ayz) T
N anyd p 6W+ 62Wd [N, d ]6W~ anyaw+N 02w drd
ax )\ Gy T axay ™ v =\ Tox ay T axay )
N aNyxd p 6W+ 0w dy ) = [Nyud ] 6Nyx6W+N 02w drd
dy Y )N\ ax dyox Y x dy ox  Y*0yox xay
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Resultando para a parcela R,5:

ro=(n 02w N 02w N 02w N oN, ow N dN, ow N 0Ny, Ow N 0Ny, Ow
23 =\ axz T Y gy Y oxdy o0x O0x Oy dy ox dy dy Ox
Considerando as trés componentes R,; (i = 1,2,3), vird (apds dividirmos cada
parcela pelo produto dxdy e levarmos ao limite para dx — 0 e parady — 0):
00, 00Qy 02w 02w 02w dON, ONy,\ow (0N, ON,)dw
N,—+ N,—= + 2N
0x+6y+x6x2+y0y2+ xy6x6y+ 6x+0y ax 6x+6y dy
Porém, lembrando que (vide slides #21 e #22):
dN, ON dN. ON.
x4 Y _0 e xy n Y _p
ox dy ox dy
Vira, apos as substituicdes e simplificacoes:
0Q, 0Q, 0w 02w 02w

N,—+N,—+ 2N,, ——— = —q(x,
6x+6y+ “9x2 T y6y2+ XY 0x0y 906, )
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4.4. EquacOes de equilibrio de momentos nas direcdes x e y:

Neste caso, € preciso considerar todos os momentos nas direcoes x e y associados a:
* Momentos fletores na placa;

* Momentos torcores na placa;

* Momentos devidos aos binarios das forgas Q, e Q.

Fig.1. Momentos fletores em um elemento infinitesimal de placa.
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Fig.2. Momentos torcores em um elemento infinitesimal de placa.
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Fig.3. Binarios devido as forgas @, e ¢,em um elemento infinitesimal da placa.
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Equilibrio de momentos na direcao x:

dy

oM, d
Mydx — (M), + ——=dy|dx + M, + o

M
a4 dx] dy — My, dy + [dex]dy =0

oM, OM,,,
_W dxdy + o dxdy + Qy,dxdy =0

Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite para dx = 0 e dy — 0, vira:

oM, oM,
Oy = dy 0x
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Equilibrio de momentos na direcao y:

oM, oM,
M, + 72 dx|dy — M,dy + |M,,, + Wdy dx — M, dx — [Q,dyldx =0

oM, oM,
72 dxdy + 3y

dxdy — Q,dxdy =0

Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite para dx —» 0 e dy — 0, vira:

oM, My,
Ox = ax dy
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4.5. Obtencao da nova equacgao governante:

Substituindo as relagdes obtidas para @,, (vide slide #29) e para Q, (vide slide #30) na

equacao diferencial de equilibrio de forcas (vide slide #25), e lembrando ainda que
My, = —M,,, (vide slide #20), teremos:

0°M, _0°M,, 0°M, 0w 02w 2w

2 Ny— + Ny—— + 2N, —— = —q(x,
0x? * dxdy * dy? + x6x2+ yayz‘l' Y 3xdy q(x,y)

Utilizando, finalmente, as equacdes indicadas no slide #20, obteremos, apds algumas

simplificacdes, as equagdes que regem o comportamento de placas sob carregamento
transversal e forcas de membrana:

ONe Ny _ Ny 0N, _
d0x dy d0x dy
Phwey) = ~[aey) + 0, 2 4w, T oy, I
ALY = |1 *oxz Y 0y2 XY 0x0y
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5. Exemplo de aplicagdo [12.91]

Para ilustrar o uso das equacdes desenvolvidas nesta aula, consideremos o caso de uma placa
retangular, com lados simplesmente apoiados, sob a acdao combinada de uma pressao
uniformemente distribuida, de magnitude q,, e forcas de membrana de magnitude N,,
uniformemente distribuidas sobre os lados paralelos ao eixo y.

0 .
T K%
b
* Ny
= m e a----- >
y

Conforme visto na Aula#12 (slides #15 a #17), o carregamento q(x,y) = q, aplicado sobre a
placa pode ser expresso na forma:

q(x,y) = z Z qmnSin (m;rx) sin (nbg)
n=

m=1
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fﬁ (se m e n forem impares)
m’mn
ou
\ 0 (se m ou n forem pares)

Fig.1: Representagdes graficas de um carregamento uniformemente distribuido por meio das aproximagdes
em série dupla de Fourier utilizando: (a) m, n = 1..9 (25 termos), (b) m, n = 1..39 (400 termos).
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Substituindo o carregamento q(x, y), em sua forma aproximada, na equagdo governante vira:

i i nsm mnx) sin (nb%y)

m=1n=1

64W+2 0w +64W N, 0%w 16q0
x4 dx20y? = dy* D o9x?

m=13,5,..; n=1,3,5,..

Considerando, novamente, que a fungdo w(x,y) possa ser expressa na forma de uma
dupla série de Fourier (a qual atende de plano todas as condi¢des de contorno da placa),
ou seja:

(0] (0]

w(x,y) = Z Z Wy Sin (mzlrx) sin (nb%y)

m=1n=1

Teremos, apods substituicdo da expressdo acima na equag¢do governante, que:

0 00 2
503" ol ({22 ) )| - o (sn ()
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16
W, = 1o (m=1,3,5.; n=135,.)
m2  n2\> N,m2
6 x
E, portanto:
co oo X nmy
wx, y) = 240 sin (75 sin (F5%) (m=1,3,5..; n=135,.)

Y) =D 2 22 2
g st (m_ n_> 4 Naem?
m\az T p2 n2Da?

Comparando este resultado com o obtido anteriormente (vide Aula#12, slide #19),
notamos que a presenca das forcas de membrana N, leva a uma diminuicdo dos
deslocamentos transversais (se N, > 0), como esperado.
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Se, por outro lado, as forcas de membrana N, forem compressivas, teremos N, < 0,
levando a deslocamentos transversais maiores do que os obtidos anteriormente (i.é,
para a placa sem a acao de forcas de membrana).
Em particular, se tivermos:
2 2\ 2 2 2,2 2 2\ 2

m N n N N, m 9 N D Téa” (fm- n

— —_— R @ [ —

a? b2 n2Da? x

...para pelo menos um par de inteiros impares (m,n), entdo teremos deslocamentos
transversais infinitamente grandes mesmo para carregamentos transversais minimos.

O valor do par (m,n) que leva ao menor valor de N, define, assim, a carga de
flambagem da placa (nas condi¢cdes do problema).

Se tomarmos, por exemplo, uma placa quadrada, vira:

N 5 2 | (m? +n?
x,minl = min
a? m
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Ny = D 2 | (m? +n?
n| = D—min
x,min 2 m

A condicao de minima forca ocorre, para este caso, quandom = n = 1, levando a:

4%D
92

|Nx,min| =

...que é a carga de flambagem da placa (ideal).

E 0 modo de flambagem associado é, portanto (tomandom =n = 1):

w(x,y) = wysin (n?:c) sin (%)

(vide figura no préximo slide)
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Modo de flambagem de uma placa quadrada paran = m = 1.
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