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Preficio do Tradutor

Este livro é uma traducéo de Episodes from the Early History of Mathe-
matics, de Asger Aaboe, publicado como o volume 13 da New Mathematical
Library, da Mathematical Association of America, pela editora Random House,
Inc., New York, 1964.

Em primeiro lugar, é bom lembrar que o inglés ndo é a lingua nativa do
autor do livro, que é dinamarqués. Assim, o livro, de contedido extremamen-
te interessante, ndo deve ser encarado como um modelo de estilo literdrio de
lingua inglesa. Abundam construgdes do tipo “...Greece two thousand years
ago, or Babylonia four thousand years ago” (p.1), que em portugués fica mais
bem traduzida como “a Grécia de dois mil ou a Babilénia de quatro mil anos
atrds”, modificando-se assim um pouco a construcio original do autor. Um
outro exemplo, traduzido fielmente segundo o original, forneceria, “o contetido
dos tabletes néo fornece nenhuma pista para a idade dos tabletes”.

A modificagdo trivial deste tipo de construcio foi o maximo de liberdade
que me permiti com o estilo do autor, excetuando o emprego de sindnimos em
lingua portuguesa para evitar a repeticio monétona de uma mesma palavra
em inglés. _

Fazemos a seguir alguns comentdrios sobre problemas especificos da tra-
dugdo.

Em primeiro lugar, adotei a atitude bem liberal de aceitar as palavras que
constam como verbetes do Novo Diciondrio da Lingua Portuguesa, de Aurélio
Buarque de Holanda, Editora Nova Fronteira, 12 Edi¢ao, Rio de Janeiro, s/d.
Encontramos ai, entre outros, “caractere” e “digito”, neologismos introduzidos
pelo processamento de dados. No entanto, esta politica conduz rapidamente
a dificuldades, pois este dicionario registra “consisténcia”, com a acepgio ma-

tematica de compatibilidade, mas nio registra “consistente”, com a significacio
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de coerente, compativel. Neste Caso, optamos por empregar livremente a pa-
lavra consistente, que j4 é muito usada no linguajar matematico. Seguimos o
mesmo critério em relacio a “completude” (a completude de um conjunto de
axiomas), e a “construtivel” e “construtibilidade”, nenhum dos trés registrados
no diciondrio.

Vale para a traducdo em portugués o comentdrio do autor sobre & trans-
crigdo, em inglés, dos nomes do grego classico. Registrei simplesmente, em cada
caso, uma das formas de uso comum em portugués, sem preocupar-me com
consideracgdes sobre a transcri¢do coerente dos nomes préprios.

Uma palavra que me causou muitas hesitagbes antes de traduzi-la foi
“early”, como empregada no texto. Em principio, poderia ser traduzida como
“antigo” ou “primitivo”. Embora os comentdrios do autor sobre a matemética
grega pré-euclidiana, da Grécia arcaica (Tales) ou cléssica (Zendo), em con-

traposicdo & da época helenistica (Euclides, Arquimedes, Ptolomeu), idade do

apogeu da matemdtica grega, possam deixar margem a que seja aceita a tra-.

dugdo “primitivo”, decidi traduzi-la consistentemente como “antigo”, quer no
titulo do livro ou dos capitulos, quer no decorrer do texto.

Na parte referente 4 matemitica babilénia, um pequeno problema foi a
tradugdo do termo “old Babylonian”, que tem um significado bem definido,
em histéria e arqueologia, designando o periodo em torno do século vinte a.C.,
que traduzimos sistematicamente como Babilénia mais antiga, a fim de nio
carregar o trecho com referéncias a épocas. Uma visio resurnida das civilizacdes
da Mesopotdmia e da Grécia antiga poder4 ser encontrada em Histdria Antiga,
de Paul Petit, DIFEL, Sao Paulo, Rio de Janeiro, 42 edi¢do, 1979, Capitulos
11, p. 17-28; Capftulo X-X1, p. 79-97; Capitulo XVII, p. 139-154 ¢ Capitulo
XXII, p. 181-192.

Existem, em inglés, palavras distintas para designar uma régua sem es-

cala (straightedge) e uma régua com escala (ruler). Ora, é pratica geral em
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portugués dizer-se “construgdo com régua e compasso”, quando o certo, neste
contexto, seria dizer “construcdo com régua sem escala e compasso”. Assim, fi-
ca convencionado que a expressio “construgio com régua e compasso” significa
“construgédo com régua sem escala (straightedge) e compasso”.

Foi acrescentado ao Capitulo 2 um pequeno apéndice sobre as tradugdes de
Buclides. Ao fim do livro encontram-se as notas e observagdes.

Obviamente esta traducdo, que ndo é um modelo de estilo literdrio em
portugués, contém defeitos e falhaé, que poderdo ser corrigidos caso os leitores

atentos os apontem.

Jodo Pitombeira de Carvalho

Rio de Janeiro, margo de 1984



Introducao

Quando um estudante se vé transplantado para uma nova escola em terras
estranhas, fica naturalmente muito intrigado por grande parte do curriculo. O
estudo das linguas e dos assuntos que dependem muito delas, como a literatu-
ra, muda radicalmente de nacio para nacgio, e alguns assuntos, a histéria por
exemplo, podem mesmo ser interpretados diferentemente em partes distintas
do mesmo paifs. Mas, nas ciéncias e na matemadtica, o aluno se sentird prova-
velmente bem a vontade; pois embora a ordem e o estilo da apresentacdo dos
detalhes possam variar de local para local, estes assuntos sfo essencialmente
internacionais.

Mas se agora imaginarmos nosso estudante transportado nédo somente para
um local diferente mas também para outra época — por exemplo, a Grécia
de dois mil ou a Babildénia de quatro mil anos atrds — ele teria que procurar
atentamente para achar algo que pudesse reconhecer como sendo ciéncia, quer
em contetido quer em método. Classificariamos como filosofia 0 que era chamado
de “fisica” na época de Aristételes, com suas discussbes sobre o nimerc de
principios bésicos e sobre a natureza do movimento; e sua conexo com a fisica
moderna apareceria somente apds um estudo cuidadoso do desenvolvimento das
ciéncias fisicas. Somente a matemaética pareceria familiar a nosso estudante: ele
poderia resolver equacbes quadréticas com seus colegas babilénios e fazer cons-
trugdes geométricas com os gregos. Isso ndo quer dizer que ele ndo perceberia
diferencas, mas elas seriam somente de forma, e ndo de conteudo; o sistema
numérico dos babildnios ndo seria o mesmo que o nosso, mas a férmufa babildnia
para resolver equacgdes quadraticas é usada ainda hoje.

A permanéncia dnica e a universalidade da matemadtica, sua independéncia
do tempo e do contexto cultural, sdo conseqiiéncias diretas de sua prépria

natureza. No Capitulo 2 direi algo sobre a estrutura das teorias matemaéticas, de
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maneira que me contentarei aqui com chamar a atengéo somente para algumas
facetas do cardter singular de nosso assunto.

Em primeiro lugar, devo mencionar que a matemdtica é acumulativa; ou
seja, nunca perde territério, e suas fronteiras estio sempre se expandindo. Isto é
em parte uma conseqiiéncia de seus padrdes absolutos; eles asseguram que tudo
aquilo que uma vez foi boa matemadtica serd sempre bom e permanecerd como
parte do corpo vivo do conhecimento matemadtico. Este crescimento constante
oferece um contraste com o progresso da fisica, para dar um exemplo, que tem
sido a vitima, ou melhor a beneficidria, de vérias revolugdes radicais. Assim,
enquanto que a fisica grega tem somente interesse histérico para um fisico
moderno, a matemética grega € ainda boa matemaética, que ndo pode ser evitada
peio matematico moderno. Foi o matematico inglés Littlewood quem disse, com
um sorriso pedante, que deverfamos considerar os matematicos gregos nio como
alunos inteligentes, ou “candidatos a bolsas”, mas sim como “companheiros de
outra universidade”.

Outra faceta que devo mencionar é o carater dedutivo da matemdtica: uma

teoria matemadtica progride de maneira ordenada, 16gica, a partir de axiomas

explicitamente enunciados. Uma conseqiiéncia disso é que o conhecimento de
um certo teorema implica, ou deveria implicar, o conhecimento de todos seus
antecessores que 0 liguem aos axiomas. Assim, um principiante deve comecar
pelo inicio, e o comeco é fregiientemente composto de contetido velho. Posso
ilustrar isso com uma citacdo biolégica que, devido a sua forma curiosa, gravei
na memdria. Diz que a ontogenia recapitula a filogenia, e isso significa que, no
desenvolvimento de um individuo, vemos, em passagem rapida, o desenvolvi-
mento de toda sua espécie. Tomada literalmente, esta afirmacio pode conduzir,
e tem conduzido, a todo tipo de absurdos, mas apropriadamente restrita contém
algo de verdadeiro. Da mesma maneira modificada, ela se aplica & espécie dos

matemdticos. O desenvolvimento embridnico de um matemdtico, isto é, a edu-
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cagdo que o conduz dos principios até A frente de pesquisa de sua época, segue
com efeito, grosseiramente, o desenvolvimento da prépria matematica.

Assim, quer queiramos ou néo, o passado estd muito presente conosco na
matemadtica, e, quer queira ou ndo, um mateméatico deve principiar por estudar
0 que &, em conteddo, matemética antiga, vestida da maneira adotada pela
moda matemética de sua época. Além disso, os mateméticos tam orgulho jus-
tificado da grande antiguidade de seu assunto: a mateméatica é uma disciplina
tdo antiga que até o estudo de sua histdria se tornou assunto reconhecido de
trabalho académico muito antes do da maioria das ciéncias. B portanto parti-
cularmente natural para o estudante de matematica travar conhecimento com
a histéria de seu assunto, e o propésito deste pequeno volume é ajudé-lo a fazer
isso.

Decidi néo tentar dar uma visao geral da histéria da matemética, desde seus
principios até os dias de hoje. Um tal tratamento, quando limitado a um com-
primento razodvel, se torna necessariamente fraco em detalhes mateméticos, e

s6 faz sentido Aqueles que sdo suficientemente competentes matematicamente

para fornecerem profundidade a um retrato superficial. Em vez dlSSO selecio-

nei quatro episédios da histéria da matemética, anmga e os trate1 detalhada-
mente, com comentdrios que transmltam nogao do contexto aproprlado Como
principio orientador de minha escotha de tOplCOS usei prlmelramente o de que
o contetido matemstico deveria estar ao alcance de um estudante com conhe-
cimento da &lgebra e geometria do segundo grau, de maneira que exclui tudo
o que diz respeito aos processos de limites e ao cdlculo (exceto a demonstracio
curta e elegante que conduziu Arquimedes 3 sua descoberta do volume e da
superficie de uma esfera, e que nao consegui resistir a incluir). Além disso, quis
que minhas selegbes fossem matematicafnente significantes, representativas de
suas épocas e de seus autores, e ainda assim fora dos caminhos tradicionais

percorridos pelas histérias populares da matemadtica; eu as desejava capazes de
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tratamento independente,y € que no entanto tivessem em comum alguns temas
e idéias.

Obviamente tais objetivos podem somente ser aproximados. Os tépicos que
escolhi sdo, na ordem em que aparecem neste livro, e também em ordem cro-
noldgica, uma apresentagio da matemdtica babilénia, reconstruida por meio
dos textos cuneiformes somente durante o dltimo meio-século; a construcdo
por Euclides do pentégono regular, de seus Elementos; trés pequenos exemplos
da matemdtica de Arquimedes: sua trissecgdo do angulo, sua construgio do
heptégono regular, e sua descoberta do volume e da superficie de uma esfera;
e, por fim, a trigonometria grega como é apresentada por Ptolomeu em seu
Almagesto. Tentei sempre enfatizar quais sio as fontes de nosso conhecimento
da matemaética antiga, e na minha apresentacio do material procurei perma-
necer o mais fiel possivel aos textos, desde que isso ndo seja incémodo ao leitor
moderno.

Um tema recorrente nas selecdes da matemética grega é o problema de
dividir o circulo em um certo nimero de partes iguais; Euclides consegue ob-
ter a divisdo em cinco partes iguais usando somente o compasso e a régua,
Arquimedes tem que usar ferramentas mais complicadas, e Ptolomeu est4 inte-
ressado em calcular o comprimento da corda que subtende uma parte prépria_
da circunferéncia do circulo. O sistema numérico babilénio, que era a espinha
dorsal da matemdética babil@nia, é adotada por Ptolomeu como a dnica ma-
neira razodvel de expressar fragdes (e estd desta maneira presente em nossas
subdivisbes de graus e horas). A influéncia babilénia pode ser observada na
formulagio de Euclides para as equagbes quadraticas, e embora seu método
de solugdo seja aparentemente diferente do dos babildnios, h4 semelhancas nas
duas maneiras de atacar o mesmo problema. Deixarei que o leitor descubra
outros fios de ligagdo entre os quatro capftulos, embora cada um deles possa

ser lido separadamente.
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Finalmente, desejo fazer duas observacdes que servem como desculpa, e sdo
um aviso sobre a maneira de escrever os nomes gregos nos trés tltimos capitulos.
Em primeiro lugar, ndo fiz nenhuma, tentativa de ser coerente em sua grafia, mas
simplesmente escrevi o que me parecia natural. Se um leitor estiver interessado
na maneira grega correta de um certo nome, podera rapidamente reconstrui-lo,
usando minha grafia; a coeréncia impediria o uso de muitos nomes consagrados,
como Platdo, Aristételes e Euclides. Em segundo lugar, a quantidade de nomes
de matemaéticos e filésofos gregos que fizeram somente uma ou duas apari¢bes
insignificantes em minha histdéria é grande, e poder-se-ia muito bem propor que
seus nomes fossem omitidos. Mas sempre que tive a possibilidade de escolher,
por exemplo, entre “Estobeu diz que” ou “baseado em fontes antigas”, escolhi
a primeira alternativa, pois ndo vejo nenhuma justificativa para a imprecisao,
quando ela pode facilmente ser evitada. O leitor que desejar consultar a re-
feréncia terd sido ajudado por minha escolha, e 0 que ndo desejar fazer isso
néo terd sofrido nenhum prejuizo. Nao quis, contudo, tornar as péginas deste
livro pesadas com outros detalhes eruditos; de qualquer maneira, vérios dos
trabalhos citados na bibliografia ao fim do livro contém referéncias completas.

E muito estimulante descobrir a maneira de pensar das grandes mentes do
passado distante, e nas ciéncias matematicas pédé—se reconhecer quando a res-
sonancia é obtida com um grau muito mais alto de certeza do que em qualquer
outro campo.nE um privilégio conduzir outros pelos caminhos percorridos pela
primeira vez hé tanto tempo, ou, segundo uma bela frase antiga, fazer com
Ndue os antigos falem novamente, em seus timulos. N3o hi, contudo, nenhum
substituto real para a leitura dos préprios matemadticos antigos, e se este livre-
to conseguir induzir alguns de seus leitores a fazerem isso, terd desempenhado

bem sua tarefa.

1. A Matematica da Babilonia

1.1 As fontes

Ao nos referirmos & matemadtica babildnia, queremos dizer o tipo de matemaética
cultivada na antiga Mesopotamia, a regido entre os rios Eufrates e Tigres,
ou, grosseiramente, o que é hoje o Iraque. Estamos portanto usando o termo
“babilénio” em um sentido mais amplo do que o costumeiro nos relatos da
histéria politica do Oriente Préximo, nos quais este termo se refere ao estado
em torno da cidade da Babilénia.

Até bem pouco tempo, sabfamos da matemética babilénia somente por in-
termédio de referéncias esparsas, na literatura grega. cldssica, aos matematicos e
astrénomos caldeus, isto é, babildnios. Baseando-se nestas referéncias, supunha-
se que os babil6nios tinham algum tipo de misticismo numérico ou numerologia;
mas hoje sabemos quio longe da verdade se achava, tal hipétese.

Ao fim do século dezenove, os arquedlogos comecaram a escavar as colinas
da Mesopotdmia. Algumas destas colinas se formaram com os detritos das
cidades do passado, de vida muito longa. A maioria das casas era construida
com tijolos cozidos ao sol (o que acontece ainda hoje), e cada chuva os erodia
um pouco. Novas casas eram construidas no mesmo local, e pouco a pouco
o nivel do solo subia, até que se formaram as colinas. Este processo ainda
continua, pois algumas delas estfo até hoje coroadas por aldeias habitadas,

descendentes diretas das antigas cidades. Assim, se fazemos uma secgdo reta
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vertical de uma tal colina, achamos camada apds camada de estdgios diferentes
da mesma cidade, com os mais antigos embaixo.

As escavacbes das colinas forneceram, entre muitos outros testemunhos das
espléndidas civiliza¢Ges antigas, milhares de tabletes de argila com inscrigdes.
Foi reconhecido bem cedo que alguns deles lidavam com ndmeros, mas somente
hé uns trinta anos é que se chegou a uma compreensfo profunda e apreciacdo
da matemadtica babilénia.

Dispomos hoje de uns 400 tabletes ou fragmentos de tabletes de conteido
matematico, que foram cuidadosamente copiados, transcritos, traduzidos e ex-
plicados em volumes abrangentes e definitivos. Os préprios tabletes estdo guar-
dados em museus e colegbes de muitos paises; por vezes, partes diferentes do
mesmo tablete se encontram em museus diferentes. Um tablete intacto —~ ha
somente poucos deles — é mais ou menos do tamanho de uma mio e é feito
de argila em geral ndo cozida. A escrita é chamada cuneiforme, isto é, com
forma de cunha, pois os simbolos sio feitos com marcacdes simples em forma
de cunha, que foram impressas com um estilete sobre o tablete, enquanto ele se
achava ainda dmido. A maior parte dos tabletes datam de um par de séculos
em torno de 1700 a.C., e os restantes, dos trés dltimos séculos antes de Cris-
to (ainda ndo ha explicacio satisfatéria para a longa pausa entre estes dois
grupos). A idade de um tablete matemdtico deve ser deduzida da camada da
colina em que foi achado, ou a partir do estilo da escrita, pois seu contetdo
nédo fornece nenhuma pista para sua idade. Parece-nos curioso, familiarizados
com a evolugdo explosiva da matemaética e das ciéncias durante o tltimo par de
séculos, ndo somente que a matematica babilénia tenha conservado seu caréter
por quese 2000 anos, sob mudancas politicas violentas, mas também que te-
nha mantido seu conteido sempre dentro dos mesmos limites. Ndo podemos,
nos textos disponiveis, reconstituir vestigios de qualquer desenvolvimento (ha,

contudo, alguns tabletes muito antigos que exibem um estdgio primitivo do
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istema numérico babilénio, e pode-se observar uma preferéncia por exemplos
si

pumeéricos mais elaborados, nos textos posteriores). Parece, portanto, que a
criacdo da matemadtica babilénia deu-se com grande rapidez, e que este curto
periodo de crescimento rapido foi seguido por um grande periodo de estag-
nagdo. Quanto aos criadores da matemadtica babildnia, nada sabemos, a ndo

ser o resultado de seu trabalho.

1.2 O Sistema Numérico Babilénio. Uma Tébua de

Multiplicacao

Antes de nos aproximarmos da matematica babilénia, devemos familiarizarmo-
nos com o sistema numérico babildnio, pois ele teve, como veremos, uma
infludncia generalizada sobre a natureza da matemdtica babilénia. Nos dois
paragrafos seguintes, tentarei mostrar como foi possivel descobrir a estrutura
deste sistema, numérico unicamente a partir dos textos, sem nenhum conheci-
mento prévio. Obviamente é mais facil fazer isso quando se conhece o resultado
final, de maneira que devemos prevenir o leitor quanto & tendéncia de subes-
timar as dificuldades enfrentadas pelos estudiosos pacientes que em primeiro
lugar desvendaram o caminho que percorreremos.

A Figura 1.1 é uma cépia da frente (anverso) e da parte de tras (verso)
de um antigo tablete babildnio. De cada lado a escrita consiste em simple‘s
simbolos dispostos em duas colunas, representadas na Figura 1.1 por Col 1 a
esquerda) e Col II; se contarmos ambos os lados, cada coluna tem 24 linhas,
mas por enquanto ndo levaremos em conta a tltima linha.

Consideremos a coluna I, a partir do topo. Na primeira linha hd uma cunha
vertical, na segunda duas cunhas verticais, e na terceira trés. £ natural in-
terpreté-las como sendo 1, 2, 3. Em verdade, as seis linhas seguintes podem

facilmente ser lidas como 4, 5, 6, 7, 8, 9, pois estes séo, respectivamente, O
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&

an‘b?/ \)e,r.; [

Figura 1.1.

namero de cunhas verticais nelas. Observamos, contudo, que estio dispostas
em grupos de trés — a propdsito, isso torna mais facil 16-las rapidamente — de
maneira que, por exemplo, 8 estd escrito em trés niveis, dois com trés cunhas
em cada, e um com duas. Apds 9, encontramos um novo simbolo, uma cunha
angular, em posi¢do horizontal. Se ela for interpretada como sendo 10, as oito
linhas seguintes ndo oferecem nenhuma dificuldade, pois sdo compostas de uma,
cunha angular e dos nossos simbolos j4 decifrados de 1 a 8. Podem portanto ser
imediatamente lidas como sendo 11, 12, 13,..., 18. N&o nos preocuparemos com
a linha seguinte (em verdade, ela contém um sinal especial para 19 e algumas
marcas apagadas — mas 19 é geralmente escrito como uma cunha, angular € no-
ve cunhas verticais). Nas quatro linhas subseqgiientes h4 respectivamente duas,
trés, quatro e cinco cunhas angulares, que deveriam significar 20, 30, 40 e 50.
Resumindo o que aprendemos até agora: os ntimeros babilénios sio cons-

truidos usando-se dois simbolos bésicos, uma cunha vertical, que representa 1,
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e uma cunha angular, que significa 10. A primeira coluna lista simplesmente
todos 08 inteiros até 20, inclusive, seguidos de 30, 40, 50.

Apliquemos entdo este conhecimento & coluna II. Sem muitas dificuldades,
podemos decifrar que as seis primeiras linhas sdo 9, 18, 27, 36, 45, 54. Podemos
agora fazer uma forte hipdtese sobre nosso texto, ou seja, que ele é uma tdbua
de multiplicacdo por 9. As sétima e oitava linhas deveriam entio ser 63 e 72,
mas vemos af uma cunha angular seguida de um 3 e um 12 respectivamente.
Obviamente, ndo funcionard interpretar esta cunha angular como sendo 1. A

Gnica coisa que faz sentido é supor que ela representa 60. Transcreveremos estas

Jinhas sob a forma 1,3 e 1,12, e supondo que o primeiro 1 representa 60 teremos:
1,3=160+3=63 e 1,12=1.60-+12=72.

As linhas seguintes podem ser transcritas e interpretadas como

1,21 =81
1,30 = 90
1,39 = 99
1,48 =108
1,57 = 117,

e todas corroboram nossa hipétese de que este texto é uma tibua de multipli-
cagdo por 9. A décima quarta linha contém duas cunhas verticais e um 6, aquilo
que transcrevemos como sendo 2,6. Isso deveria representar 14.9 = 126, de ma-
neira que devemos interpretar o 2 inicial como sendo 120 = 2.60. Podemos

agora entao escrever as linhas seguintes como representando
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2,15 = 2.60 + 15 = 135

2,24 = 144
2,33 = 153
2,42 = 162
2,51 = 171,

mas a linha seguinte tem somente um 3, que deverd representar 180. Se este
3 estivesse seguido de um simbolo que representasse o zero, ou seja, o que
transcreverfamos como 3,0, isto estaria em concordéncia perfeita com o que
achamos até agora, pois 3,0 seria 3.60 + 0, da mesma maneira que 2,15 foi
2.60 + 15 = 135. Somos assim obrigados a supor que os babilénios ndo usavam
um simbolo que representasse o zero ao fim de um nudmero, mas deixavam ao
leitor a tarefa de adivinhar que uma casa vazia extra estava subentendida.
Podemos testar esta hipotese duas linhas mais abaixo, onde encontramos, em
frente a 40, um 6 que interpretamos como 6,0 ou 6.60 + 0, que é com efeito
40.9. As duas linhas restantes sem explicacio em frente a 30 e 50 — ainda nao

estamos considerando a ultima - sdo agora trivialmente lidas como sendo

4,30 = 4.60 + 30 = 270 = 9.30
7,30 = 7.60 + 30 = 450 = 9.50.

Vemos assim que o texto faz sentido perfeito se supusermos que os simbolos
numéricos™), ou algarismos, mudam de valor com sua posicio, de tal maneira
que se movemos um algarismo uma casa para a esquerda, multiplicamos seu
valor por 60.

Se analisarmos outros textos da mesma maneira como fizemos com a tibua
de multiplicagdo por 9, esta hipdtese é amplamente verificada. Temos, entdo
59 algarismos, transcritos como 1,2,3,...,59, e escritos como combinacdes de

cunhas angulares e de cunhas verticais. Por meio destes algarismos sdo escritos
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todos 08 nimeros; isso é conseguido atribuindo importincia & posigdo que um
0

]garismo ocupa, de maneira que, cada vez que um algarismo se move uma casa
a

para & €S8
pabilénios separaremos, em geral, como feito acima, os algarismos por virgulas.

querda seu valor se torna 60 vezes maior. Ao transcrever os nimeros

Assim, O nimero que transcrevemos como 1,25,30 pode significar
1.680% + 25.60 + 30 = 3600 + 1500 + 30 = 5130.

Mas, como dissemos acima em conexao com 20.9 ¢ 40.9, pode ser que devéssemos
transcrever o nimero como sendo 1,25,30.,0, ou em verdade, como 1,25,30,0,0,

casos em que os valores seriam 60 ou 60 vezes maiores do que 5130, pois

1,25,30,0 = 1.60°® + 25.60% + 30.60 + 0 = 60.5130

1,25,30,0,0 = 1.60* + 25.60% + 30.602 + 0.60 + 0 = 60%.5130.

De fato, se nada mais é conhecido, a seqiiéncia de algarismos 1,25,30 pode
representar qualquer um dos nimeros 5130.60%, n =0,1,2,3,...; qual deles,
deve ser determinado pelo contexto. Esta ndo é uma falha t&o grande do sistema
numérico quanto parece A primeira vista; em geral, ndo ha dividas sobre o valor
correto.

Os babilénios usaram, por vezes, um simbolo para o zero®| em textos
mais recentes, mas somente para representar o espago vazio no interior de um
nimero, a fim de distinguir, por exemplo, 1,0,30 = 3630 de 1,30 = 90. Nos
textos mais antigos deixava-se simplesmente um espago aberto entre o 1 e 0 30,
ou, mesmo mais simplesmente, ndo se fazia nada.

Para sermos completos, esclarecemos que a tdltima linha em nossa tdbua de

multiplica¢do por 9 diz que

8,20 wvezes1 € 8,20
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e é 0 que chamarfamos de uma linha de transicdo. Nosso texto faz parte de

uma série e a linha de transi¢io é a primeira linha do préximo texto.

1.3 O Sistema Numérico Babilonio. Uma tabua de

Reciproca

O que apresentamos acima sobre a tdbua de multiplicagdo por 9 é, no entanto,
somente parte da histéria do sistema numérico babilénio. O resto pode ser
extraido de um texto que esta transcrito, exceto quanto a sua primeira linha,
na Figura 1.2. Ele é de um tipo de que encontramos muitos exemplos (tanto
da época babilénia mais antiga, quanto da época dos seléucidas(® diferindo
somente em suas primeiras linhas, de maneira que todos contém os niimeros
da Figura 1.2. O tablete reproduzido parcialmente na Figura 1.1 contém, entre

outras coisas, duas cépias deste tipo de texto.

Col.I Col XX Col.I  ColII Col.I  CoL I
2 30 16 3,45 45 1,20
3 20 18 3,20 48 1,15
4 15 20 3 50 1,12
5 12 24 2,30 54 1, 6,40
6 10 25 2,24 . 1 1
8 7,30 27 2,13,20 1,4 56,15
9 6,40 30 2 1,12 50
10 6 32 1,52,30 1,15 48
12 5 36 1,40 1,20 45 -
15 4 40 1,30 1,21 44,26,40
Figura 1.2.

Como nosso primeiro texto, o da Figura 1.2 consiste em ndmeros dispostos

em duas colunas, Col. I e Col. II. A estrutura desta tdbua se torna evidente se
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formarmos, linha por linha, o produto dos nimeros da Col. I e seus correspon-

dentes da Col. II, interpretando-os como aprendemos no parsgrafo precedente,

assim
239 =60 = 1,0

3.20 =60 = 1,0
415 =60 = 1,0
512 =60 = 1,0
6.10 = 60 = 1,0
8.7,30 = 602 = 1,0,0

2

Parece que, para todas as trinta linhas, o resultado é sempre alguma,
poténcia positiva de 60, e a selecio dos nimeros da Col. I (ou pelo menos
a dos que sdo menores do que 60) fica explicada quando observamos que a
Col. I contém precisamente todos os inteiros menores do que 60 que sio fatores
de alguma poténcia de 60. A propdsito, eles sdo mais bem caracterizados da
seguinte maneira:

A fatorizacdo em primos de 60 é
60 = 22.3.5,
e portanto a de uma poténcia de 60 é
60™ = 22737 57,
Se um inteiro contém um fator primo distinto de 2, 3 e, 5, nédo pode dividir
uma poténcia de 60%. Por outro lado, se nio contém fatores primos além de

2, 3 ou 5, podemos seguramente achar uma poténcia de 60 que ele dividirs. O

seguinte exemplo representativo tornard, isso claro. Tome
24 = 2% 3;

a fim de colocar o lado direito sob a forma 2%7.3%.5" multiplicamo-lo por

2.3.5% = 150, e temos assim
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24.150 = 24.32.5% = 60°

ou, em notagao babilonia

Figura 1.3. Fotografia de um tablete proveniente de Nipur (Sudeste da Babilonia).
Um forte trago vertical divide-o em duas partes. A esquerda o professor, ou, como
suspeito, um aluno mais avangado, escreveu a tidbua de multiplicagao por 45 (as
tltimas sete ou oito linhas se quebraram), e do lado direito um principiante tentou
copiar a tdbua. N3o é necessirio ser um perito em escrita cuneiforme para verificar
como a mao dele era desajeitada e insegura. N&o chegou nem a completar seu trabalho.
A tabua do lado esquerdo est4 transcrita abaixo (os colchetes na transcrigio significam
simplesmente que reconstrui o que se encontra em seu interior); o grupo de cunhas que
significa a-rd (vezes) termina por uma cunha vertical que nas dltimas linhas poderia

ser confundida com 1. A segunda linha contém um erro (2,30 em vez de 1,30).
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) la—rd 6] 4,30
45a—-7141 45 la=ré 12 9
[
[a—742] 1,30

a—74]3 2,15

[
[a—T44] 3
l[a—rd 5] 3,45

24.2,30 = 1,0,0

em concordancia com o texto da Figura 1.2.

Explica-se assim a auséncia na Coluna I, de 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc., e de
seus miltiplos.

Ao estudarmos nossa tdbua, vimos que, se lermos, em cada linha, os ndmeros
como no pardgrafo precedente, o produto dos nimeros que nela aparecem, nas
duas colunas, € uma poténcia de 60. Mas aprendemos também que qualquer
poténcia positiva de 60 era escrita, pelos babilonios, como 1. Em verdade, é esta
fraqueza aparente do sistema numérico babilénio que fornece a chave para a
compreensao correta de nossa tabela, pois sugere a interpretacio mais simples
de que os produtos dos niimeros na col. I e de seus correspondentes na col. IT
s30 sempre 1, em vez de poténcias distintas de 60, ou seja, em outras palavras,
que a col. IT da o reciproco dos niimeros da col. I. Esta interpretacio exige,
naturalmente, que no mais consideremos as entradas da col. II como sendo
inteiros, mas sim como inteiros divididos por uma poténcia apropriada de 60.
Por exemplo, costumavamos interpretar 7,30, que aparece na sexta linha, como
sendo o inteiro 7.60 + 30 = 450, e vemos que multiplicando-o por 8 obtemos
1,0,0 ou 60%. Se agora 7,30 deve representar 1 /8, seu novo valor deve ser 60

v . .
€zes menor. Em outras palavras, em vez de interpretar a sexta linha da col.
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@

(b)

©

Figura 1.4. Uma sala de aula da Mesopotdmia antiga (Paldcio de Mari). (a) mostra
duas salas de aula adjacentes, (b) a que estd mais bem preservada e que, em (c), estd

ocupada pelos trabalhadores da expedigao.

IT da Figura 1.2 como 607

a interpretamos agora como sendo
7,30

1
602 8

ou
7.60+30 7 . 30

602~ 60 T 602
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PFigura 1.5. O tablete copiado aqui é o verso do da Figura 1.3. B, sem nenhuma
ditvida, o trabalho de um estudante, embora mais avan¢ado do que o jovem aluno
que escreveu no outro lado. Neste lado hd vérias cdpias de uma tdbua de multiplicagio

e de uma tdbua de reciprocos padrio.

que €, com efeito, 1/8. De maneira que agora o 7 em 7,30 representa 7/60 e o
30 representa 30/602.
Semelhantemente, o niimero 44,26,40, que acompanha 1,21 (= 81) na tltima,
linha deve ser lido como
44 26 40

602 T 60z " Goz

que ¢é igual a 1/81.

Vemos novamente que movimentar um algarismo uma casa para a esquerda
aumenta seu valor por um fator de 60 ou, o que é o mesmo, movimenta-lo uma
Casa para a direita divide seu valor por 60, e que este principio é usado mesmo

além da casa das unidades. Este ultimo fato é a novidade importante, pois
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significa que certas fragdes podem ser escritas de maneira simples no sistema

numérico babilénio.

Mas isso também implica que uma seqiiéncia de algarismos como 1,25,30,

que j4 interpretamos como sendo
1.60% + 25.60 + 30 = 5130,

pode significar agora 5130 vezes 60* onde k é um nimero qualquer, positivo,
negativo, ou zero. Sempre que tivermos certeza de onde se encontra a casa
das uﬁidades — como quase sempre acontece, pelo contexto — separaremos, ao
fazermos transcri¢des, a parte inteira da parte fraciondria por um ponto-e-

virgula, por exemplo

1,25;30:2.60+25+§9 =853,

60
25 30
1;25,30 + 0 =+ 602 155,

e assim sucessivamente. Deve ser enfatizado mais uma vez, no entanto, que
nem os ponto-e-virgulas nem os zeros finais aparecem nos textos originais, mas

foram adicionados em nossas transcri¢des modernas para tornd-los mais claros.

Problemas

1.1 Verifique que 44,26,40, com a interpretagdo acima, é o reciproco de 81.
Onde deveria ficar o ponto-e-virgula;

1.2 Identifique a tdbua de multiplicacdo e a tdbua de reciprocos na Figura 1.5
(a tabua de reciprocos principia com a afirmagio de que 2/3 de 1 é 0;40).

Tente descobrir os erros do aluno.

1.4 Sistemas Numéricos Posicionais

As semelhancas entre nosso préprio sistema numérico e o dos babilénios sdo

vérias: nés, como eles, empregamos um ntmero finito de simbolos ou algarismos
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(usamos dez) para exprimir todos os inteiros; fazemos também estes algarismos
cumprirem sua miss&o atribuindo importéncia a suas posigSes, de modo que
com cada mudanga de casa para a esquerda, seu valor seja multiplicado por um
fator constante (conosco, 10, com os babilénios, 60). Nés, como eles, usamos
uma extensio deste principio para exprimir certas fracdes (fracdes decimais em
nosso caso) fazendo valer mesmo além da casa das unidades a regra de que a
movimentacdo de um algarismo uma. casa para a direita significa dividir seu
yalor pelo fator constante 10, ou 60. A propésito, os nimeros 10 e 60, que
desempenham um papel tdo crucial, sdo chamados as bases dos dois sistemas
numéricos, que sdo designados respectivamente por sistema decimal e sezage-
simal, e da mesma maneira que falamos de fragées decimais, chamamos suas
correspondentes babilénias de fracées sexagesimais.

As diferengas entre os dois sistemas, ou seja, a base babildnia pouco familiar,

. 60, e a auséncia do equivalente da virgula decimal no sistema sexagesimal sdo

talvez, & primeira vista, mais ébvias do que as semelhancas, mas sdo realmente
menos importantes. A fim de tornar isso claro, é bom considerar o problema
da notagdo numérica de maneira mais geral.

Nao ha, obviamente, nada de particularmente marcante sobre os nimeros
10 ¢ 60; a escolha de 10 por nossos antepassados foi simplesmente devida a um
acaso biolégico, e embora os babilénios também usassem seus dedos para contar,
como podemos deduzir de seu simbolo especial para 10, sua escolha de 60
como base teve também motivagio fora da matematica, como discutiremos mais
tarde nesta sec¢do. Em verdade, ndo é demasiadamente dificil demonstrar que
qualquer inteiro b maior do que 1 pode servir de base de um sistema posicional,
como chamamos um sistema com as caracteristicas comuns ao sistema decimal
€ sexagesimal. Em um tal sistema necessitaremos de b simbolos ou algarismos
distintos, cujos valores principais sdo 1,2,...,b — 1. Mover um algarismo uma

Cas 3 . ’ - -
4 para a esquerda significard multiplicar seu valor por b, e mové-lo uma casa
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para a direita, mesmo além da casa das unidades, significard dividir seu balor

por b.

Tlustraremos isso por meio de um exemplo que, por coincidéncia, adquiriu
recentemente importancia pratica nos computadores eletronicos, ou seja, o sis-
tema bindrio, onde b é dois. Temos entéo dois algarismos 0 e 1. Os dez primeiros

nimeros inteiros sdo escritos como segue neste sistema:
1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010.
Afim de traduzir o nimerc bindrio 1001011 em notagio decimal observe que
1001011 = 1.2 +0.2° + 0.2% +1.2° +0.2> + 1.2+ 1 = 75.

Reciprocamente, se devemos escrever, por exemplo, o nimero 308 (dado em

notacdo decimal) sob forma bindria, observamos que 308 estd entre as duas

poténcias consecutivas de 2 a seguir:
28 =256 e 29 =512

e desta maneira
308 = 28 + 52.

O nimero 52 estd entre
2°=32 e 2°=64

de maneira que
52 = 2% 4+ 20.

Semelhantemente

20 = 2% + 4 = 2% + 2%,
e desta maneira

308 = 28 + 25 4 2% 4 22
=1.284+0.274+0.2% +1.25 +1.2* + 0.2° + 1.2° + 0.2+ 0;

1.4 Sistemas Numéricos Posicionais 17

iss0, escrito sob forma binéria, se torna 100110100.

A notagdo numérica posicional se presta particularmente bem aos cilculos
aritméticos; e jaz af sua importancia. Tudo o que é necessério fazer é aprender,
de uma vez por todas, as tdbuas que d3o os produtos e as somas de dois
piimeros quaisquer de um algarismo; o resto é efetuado segundo os métodos
computacionais familiares da escola elementar.

Voltando ao nosso exemplo bindrio, as tdbuas de multiplicacio e adicdo sdo

as mais simples possiveis:

01 +10 1
010 0 0(0 1
1/0 1 1{1 10.

Conseqiientemente, uma multiplicagdo bindria é efetuada como segue

1 1

0
10
0
1

0
1
11
100

1
1
0
0
1
1

O = O

Problema

1.3 Verifique esta multiplicagdo traduzindo-a em notacdo decimal.

O fato de que o sistema bindrio se tornou popular ultimamente no mundo
dos computadores se deve a duas de suas caracteristicas: ele usa somente dois
algarismos, e isso concorda bem com as duas coisas que uma lampada pode
fazer - estar acesa ou apagada; e suas tdbuas de adigio e multiplicagdo sdo

facil i squi
mente ensinada a uma mdquina. O preco que se paga por esta simplicidade
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é o comprimento bem grande de ntimeros razoavelmente pequenos; por exem-
plo, 1024 = 210 j4 exige onze algarismos.

Podemos voltar agora s diferencas evidentes entre os sistemas sexagesimal
e decimal; deveria estar claro que a base 60, embora pouco familiar, funciona t&o
bem como a base 10. Certamente cada base tem suas vantagens e desvantagens;
uma desvantagem débvia da base maior 60 é que uma tébua de multiplicagao
ter4 dimensdes 59 por 59, o que praticamente proibe sua memorizagéo; por
outro lado, é possivel escrever niimeros bem grandes com poucos algarismos
sexagesimais.

QOutra vantagem da base babilonia é que mais fracdes podem ser escritas
como fracdes sexagesimais finitas do que como fragdes decimais finitas. Em
verdade, jd descrevemos tais fragdes na secgio sobre a tdbua de reciprocos, mas
parece natural fazer a pergunta mais geral:

Quando é que uma fracio reduzida p/q (isto é, uma fracdo sem fatores co-
muns ao denominador e numerador) tem desenvolvimento finito em um sistema
numérico de base b?

Observamos em primeiro 1uga;~ que uma fracio decimal finita pode ser con-
siderada como uma fracdo cujo denominador é uma poténcia de 10, e uma
fracdo sexagesimal finita como uma cujo denominador é uma poténcia de 60.
Semelhantemente, uma fracio finita em qualquer outro sistema numérico de
base b é uma fracio cujo denominador é uma poténcia de b. Nosso proble-
ma é entdo: quando é que uma, fragio reduzide p/q pode ser transformada em
uma fracio com denominador ™7 Como podemos mudar o denominador de
uma fracio reduzida somente multiplicando tanto o numerador quanto o de-
nominador por um inteiro, a resposta é: p/¢ pode ser transformada em uma
fracdo p'/b™ precisamente se o denominador contém somente fatores primos

que também aparecem em b" e portanto em b.
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Assim, como 2 ja é primo, as tnicas fracdes reduzidas que podem ser es-
critas como fragBes bindrias finitas sdo aquelas cujos denominadores j& sdo
poténcias de 2. As que podem ser transformadas em fragdes decimais finitas
sa0 aquelas cujos denominadores néo possuem outros fatores primos além de 2
e 5, pois 10 = 2.5. Mas como 60 = 22.3.5, os fatores primos permissiveis para
desenvolvimentos sexagesimais finitos sd0 2, 3 e 5. Assim, se considerarmos os
denominadores 2, 3,4, ..., 20, somente quatro deles fornecerdo fragbes bindrias
finitas, sete darao decimais finitas equivalentes, e treze terdo desenvolvimentos

sexagesimais finitos.

Problema

1.4 Dos ntmeros 2,3,4,...,20, que tém reciprocos com desenvolvimentos
bindrios finitos, quais os que possuem desenvolvimentos decimais finitos,

e quais 0s que tém reciprocos com desenvolvimentos sexagesimais finitos?

A outra grande diferenga, ou seja, a auséncia do equivalente & virgula de-
cimal é, certamente, uma falha no sistema sexagesimal. No entanto, ndo é tao
séria quanto pode parecer & primeira vista. E suficiente lembrar-nos que, quando
estamos lidando com multiplicacdes ou divisdes de fragdes decimais, a primeira
coisa que fazemos é esquecer as virgulas decimais; em verdade, elas ndo tém in-
fluéncia sobre a seqiiéncia dos algarismos do resultado, mas controlam somente
sua grandeza. Em verdade, quando usamos uma régua de cédlculo ou procura-
mos o logaritmo de um numero, estamos em situagio nio muito diferente da
dos babildnios, pois obtemos em primeiro lugar os algarismos da resposta e te-
mos entdo que decidir sobre a posi¢do da virgula decimal. De qualquer maneira,
esta deficiéneia é um pequeno preco a pagar em troca da enorme vantagem de

Que as operagdes com fracbes sdo em geral ndo mais complicadas do que as

Operacgoes com os inteiros.
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A origem do sistema sexagesimal nao pode ser definida com certeza. A se-
guir, uma descri¢do muito simplificada de uma explica¢io plausivel. Sabemos
que havia nos tempos primitivos vérios sistemas de pesos e medidas, entre eles
um em que a maior unidade era 60 vezes a menor. Era costume escrever uma
medida de, digamos, setenta e duas unidades menores, como um 1 grande segui-
do de um 12 pequeno; isso representava uma unidade grande e doze unidades
pequenas. Mas esta idéia, de que a quantidade de unidades grandes era escrita
com um simbolo grande, era também usada quando a razdo de uma unidade
grande para uma pequena era diferente de 60 (por exemplo, em alguns textos
antigos 100 é por vezes escrito com um 10 grande). Cada um destes métodos
tinha em si o germe de um sistema posicional; com efeito, depois de algum
tempo os caracteres grandes tenderiam a ser escritos em tamanho ordindrio,
e entdo tudo o que é necessdrio é alguém com a idéia brilhante de estender
ousadamente o principio posicional a virias posigdes. O fato de que o nimero
60 desempenhou papel importante talvez esteja relacionado com o fato de que
a principal unidade de peso de prata — o mana — estava sub-dividida em 60
shekels. Isso pode ter dado o impulso & consideracdo dos sessenta avos como
subdivisbes naturais das unidades, por um lado ~ e daf as fragdes sexagesimais
— e por outro, a preferéncia geral por 60.

Deveria ser acrescentado que um uso inteiramente consistente do sistema
sexagesimal s se encontra em textos matemdticos e astrondmicos, e mesmo
nestes Ultimos podem-se achar nimeros escritos como, por exemplo, i-me 15
(significando cento e quinze) em vez de 1,55. Na vida pratica, os babilénios mos-
travam o mesmo desprezo profundo pela racionalidade em seu uso das unidades

de pesos e medidas que o mundo moderno dos povos de lingua inglésa.
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Vimos, 1O pardgrafo precedente, que uma desvantagem de uma base grande
/1 )

mo 60 é0 tamanho desconfortdvel das tabuas de multiplicacdo que mostram
co

produtos de dois niimeros quaisquer de um algarismo. Treme-se a0 imaginar
08

¢ pobres alunos babildénios tentando memorizar uma tal tdbua de dimensdes
o

59 por 59, e sentimos alivio de saber que havia grande quantidade de tabuas

de v
que wma tal memorizacgio era desnecessiria.

4rios tipos, incluindo as de multiplicacdo; de maneira que se torna claro

{sso ndo quer dizer que temos tdbuas contendo os 59 vezes 59 produtos. O
que encontramos sdo muitas tdbuas do tipo discutido na Secc¢do 1.2 - que era

a tabua de multiplicacdo por 9 — dispostas segundo muiltiplos de p;

1 »
2 2p
3 3p

19 19p
20 20p
30 30p
40 40p
50 50p,

e por vezes terminando com p?. Chamamos p de nidmero principal da tibua
de multiplicagdo. Com ela, qualquer miltiplo de p pode ser facilmente achado
—47p é simplesmente a soma de 40p mais 7p, que estdo ambos tabulados.
Poderiamos pensar que havia cingiienta e nove de tais tdbuas, com p =
1,2,3,...,59. Mas o que vémos realmente é uma selecdo de ndmeros principais
que &, & primeira vista, bem estranha. Temos, por exemplo, uma tdbua de mul-

tiplicacdo com p = 44, 26,40, um nuimero enorme, mas nenhuma para p = 17.
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Ea presenca deste curioso nimero principal 44,26,40 que faz com que as pecas
do quebra-cabecas se encaixem, pois 44,26,40 ¢ o tltimo nimero da tdbua pa-
drdo de reciprocos discutida na Secgéo 1.3. Parece que os niimeros principais
eram essencialmente os niimeros que encontramos em uma tdbua de reciprocos
padréo. Uma excegdo é 7 que, bem naturalmente, aparece como nimero princi-
pal, embora esteja ausente das tdbuas de reciprocos, e desta maneira o produto
de dois nimeros quaisquer pode ser facilmente achado. A coincidéncia virtual
entre os nimeros principais e os ndmeros da tdbua de reciprocos nos fornece
uma pista para a maneira como os babilénios realmente calculava. E bem claro
que a tdbua de reciprocos combinada com estas tabuas de multiplicacio servia
também para divises, pois a dividido por b é @ multiplicado pelo reciproco de
b, ou
a 1
F=a g

Em nosso sistema decimal temos vérias regras ¢ atalhos que facilitam os
calculos, tais como: para multiplicar por 5 divida por 2 e multiplique o resul-
tado por 10; um nimero é divisivel por 3 (ou 9) se a soma de seus algarismos
¢ divisivel por 3 (ou 9). Trabalhando-se sistematicamente com o sistema sexa-
gesimal, descobrem-se logo vérias destas técnicas simples; a razdo de que so
possiveis muito mais regras na base sexagesimal do que no sistema decimal é

porque a base 60 tem muitos divisores.

Problema

1.5 Tente descobrir e formular regras para multiplicar e dividir por 6 no sistema,

sexagesimal.

Os célculos sexagesimais eram além disso auxiliados por uma grande vari-

- edade de tdbuas. Encontramos tédbuas de reciprocos ampliadas - que ddo até

mesmo 0s reciprocos com vérias casas decimais — de niimeros como 7 e 11, cujos
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reciprocos ndo possuem desenvolvimentos sexagesimais finitos. Ha tdbuas para
o calculo de juros compostos (a taxas exorbitantes, por exemplo, de 20% ao
ano)s tabuas de quadrados e de raizes quadradas, de cubos, e véarias tabuas bem
Complicadas, que indicam um interesse em processos numéricos muito além das
exigéncias da aritmética simples.

Fica assim perfeitamente claro que os babilénios ndo encontravam mais di-
fculdades com o céleculo aritmético do que nds, hoje. Neste aspecto, eles foram
snicos no mundo classico, e ndo é portanto surpreendente que, quando a as-
tronomia grega atingiu um estigic em que cdlculos extensos eram necessarios,
os astrénomos gregos — como veremos mais tarde com Ptolomeu ~ voltaram-se
para o sistema sexagesimal a fim de acharem uma maneira sensata de escrever
fracoes. Esta é a razdo porque um emprego especial das fragdes babildnias foi
conservado continuamente vivo e é usado até hoje, por exemplo, na subdivisdo
de graus e horas, as unidades para a medida das duas quantidades basicas
observadas na astronomia cléssica, ou seja, os dngulos e o tempo. Inconsisten-
temente, 0s gregos escreviam a parte inteira destas medidas em seu préprio
sistema, e o mesmo fazemos nés quando escrevemos, por exemplo, 120°12'20".
Poucos percebem que, ao dizermos que sdo duas horas 30 minutos e 10 segundos
da tarde®) | estamos em verdade usando a linguagem dos babilénios de 4000

anos atrds, os quais, de maneira algo mais simples, teriam dito que se passaram

2:30,10 horas desde o meio dial®.

1.6 Trés Textos Matemadticos Babilonios

A apresentagio de uma visdo completa da matemadica babilénia estéd claramente
além do escopo deste livro, mas os seguintes trés textos podem dar ao leitor
algum sentimento sobre sua natureza. Os dois primeiros mais antigos s&o da

Babilénia, isto é, dos séculos em torno de 1700 a.C. e o dltimo ¢é selducida, isto
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é, dos trés tltimos séculos a.C. Como j4 mencionado, as datas nio podem ser
deduzidas do contexto, e nestes casos o estilo fornece a época.

Os textos matemdticos cuneiformes estio geralmente divididos em duas
classes, textos de tabelas e textos de problemas, embora a fronteira entre os
dois tipos ndo seja de nenhuma maneira nitida. A tdbua de multiplicacio por 9
e a tdbua de reciprocos sdo exemplos perfeitos de textos de tabelas. Um texto
de problemas consiste freqiientemente de muitos problemas de tipo semelhante,
pedagogicamente dispostos em ordem de dificuldade crescente. Os exemplos A
e C a seguir foram selecionados de dois de tais textos, cada um deles com muitas

secgoes.

A. Equagées Quadrdticas. Apresentaremos aqui a traducdo livre da sexta e
sétima secgéo de um tablete(”) que contém vinte e quatro seccdes. O tablete é
da Babilonia antiga. Os ponto-e-virgulas foram adicionados na traducdo, mas

veremos que ndo ha nenhuma divida possivel quanto a suas posicdes.

(1) Somei a 4rea e dois tergos do lado de meu quadrado, e o resultado é 0.35.
Tome 1, o “coeficiente”. Dois tergos de 1, o coeficiente, é 0;40. Metade disso,
0;20, vocé multiplicard por 0;20 [e o resultado], que é 0;6,40, vocé adicionard
a 0;35, e [o resultado], 0;41,40, tem raiz quadrada 0;50. Multiplique 0;20 por
ele préprio e subtraia [o resultado] de 0;50, e 0;30 é [o lado] do quadrado.

Este exemplo enuncia e acha a solugiio da equagio quadratica
2
z? 4+ 3 z = 0;35

2/3 é escrito com um simbolo especial, e o primeiro paso é converter 2/3 em
seu equivalente sexagesimal 0;40. Se seguirmos a solugdo passo a passo, seremos
conduzidos a0 que escreveriamos como

0;40\? 0;40
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Com efeito, & solucdo positiva de
2 +pr=gq

6 segundo a férmula quadratica,
r\’ p
T = — —_— .
(3) +o-3

Problema

1.6 Mostre que esta expressdo € equivalente a uma das solucdes de 22 + pz = q

fornecidas pela férmula quadratica.

(2) Adicionei sete vezes o lado de meu quadrado a onze vezes sua érea, e o
resultado é 6;15. Tome 7 e 11. Multiplique 11 por 6:15 e [o resultado] é
1,8;45. Divida 7 por 2 [e obtenha 3;30]. Multiplique 3;30 por 3;30. Adici-
one [o resultado] 12;15 a 1,8;45 e [o resultado] 1,21 tem raiz quadrada 9.
Subtraia 3;30, que vocé multiplicou por ele préprio, de 9, e vocé obtém
5;30.

O reciproco de 11 nio divide. O que devo multiplicar por 11 para que o

resultado seja 5;307 0;30 é seu fator. 0;30 & [o 1ado do] quadrado.

Temos aqui uma, solugéo da equagio quadratica
1122 + 7z = 6; 15.

A multiplicagio por 11 tem como resultado transformé-la em uma equagio

quadritica em 11z:
(11z)? + 7.(11z) = (6;15) - 11 = 1, 8; 45

em que o coeficiente do termo quadratico é 1.
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A equagdo
w4+ Tu=1,845

é resolvida agora da mesma maneira que no Exemplo A(1); assim

7\? 7
= —_ 1 X _ = = 30
u <2> -+ ,8,45 2 5: 3

e de
11z =uv =5;30

obtemos
z = 0; 30.

Esta ultima diviso por 11 nfo pode ser efetuada de maneira usual, ou seja,
usando a multiplicacdo pelo reciproco de 11, pois “o reciproco de 11 néo divide”,
isto é, ndo tem equivalente sexagesimal finito.

Observamos, em primeiro lugar, que estes problemas ndo tém nada de
pratico. O fato de que nos é pedido que adicionemos dreas e comprimentos mos-
tra claramente que nenhuma situagdo geométrica real estd sendo considerada.
Em verdade, o termo “quadrado” nfo possui nenhum significado geométrico a
mais do que o usado em nossa algebra.

Observamos, além disso, que nfdo é dada nenhuma férmula geral ou teore-
ma, como nossa férmula quadrética, que resolver de uma vez por todas qual-
quer equacio quadrética, e isso é geralmente vélido para toda a matematica
babilénia. Contudo, as instrucdes sdo tio especificas que temos certeza do pro-
cesso geral; e, apds ter resolvido uma grande quantidade de problemas, n8o
haverd mais nenhuma ddvida.

Nio existe, contudo, nenhuma indicagfo explicita de como se descobriram

estas regras matematicas implicitas. Somente com os gregos é que a nogéo de
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demonstragéo de um teorema passa a desempenhar o papel central que sempre

ocupOU; & partir daf, na matemética.

B A Diagonal de um Quadrado. A Figura 1.6a é uma cdpia, € a Figura 1.6b
uma traducdo de um pequeno tablete(® da Babilénia antiga.

Vemos trés nimeros

a=230
b=1,24,51,10

¢ = 42,25, 35.
Observamos primeiramente que
c=a-b

se introduzirmos os ponto-e-virgulas nos locais apropriados, pois multiplicar
por 30 é essencialmente a mesma coisa que dividir por 2. Se a representar o
lado de um quadrado, como sugerido pela figura, e ¢ a diagonal, entdo, pelo
teorema de Pitdgoras, ¢ = 2a® e ¢ = a/2, de maneira que b deveria ser uma
aproximacdo de v/2, isto &, se for interpretado como 1;24,51,10. Isso é de fato
correto, pois
(1;24,51,10)% = 1;59, 59, 59, 38, 1, 40

que é muito préximo de 2.

Assim, o que o tablete nos diz é que se o lado do quadrado é a = 30, entdo
sua diagonal é ¢ = 42;25, 35, e fornece também uma aproximacao excelente de
V2.

Aprendemos assim, com este simples tablete, com somente uma figura e trés
nimeros sobre ele, que os babilénios sabiam que a diagonal de um quadrado é
V2 vezes seu lado; isso implica que eles tinham conhecimento pelo menos de

um caso especial do que costumamos hoje chamar de teorema de Pitdgoras —
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()

§1,10
8,35

Figura 1.6.

isso aconteceu uns 1200 anos antes da época em que acreditamos que Pitdgoras
viveu — e por meio de outros textos (por exemplo, C a seguir) podemos ver
que eles realmente usavam este teorema em sua forma mais geral. Além disso,
aprendemos que os babildnios possuiam técnicas aritméticas suficientes para
obterem uma excelente aproximagio para V2.

C. A Area de um Trapézio. Temos a seguir a terceira das sete secdes preservadas
de um tablete(®) — seu reverso foi destruido — do perfodo seléucida.

[em] Um trapézio 30 é o comprimento, 30 o segundo comprimento, 50 a
largura superior, 14 a largura inferior. 30 vezes 30 é 15,0. Subtraia 14 de 50
e o resto é 36. Metade disso é 18. 18 vezes 18 é 5.24. Subtraia 5,24 de 15,0
e o resultado é 9,36. O que deveriamos multiplicar por si préprio para que o
resultado seja 9,367 24 vezes 24 & 9,36. 24 é a reta divisora. Adicione 50 e
14, as larguras, e [o resultado é] 1,4. Metade disso é 32. Multiplique por 24, a
reta divisora, por 32, e [o resultado] é 12,48...

O resto da seccdo é dedicado a uma mudaﬁga de unidades de medida.
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Este exemplo trata de achar a drea de um trapézio isésceles de dimensdes

(veja a Figura 1.7)

W,

Figura 1.7.

O primeiro passo é achar o que na figura chamamos de z

W) — Wy _50—14_
5 = 5 = 18.

Em seguida a altura h — a “reta divisora” do texto — é determinada por meio

r =

do teorema de Pit4goras:

h=+ 22 =/15,0-5,24 = /9,36 = 24.

Finalmente a 4rea é calculada segundo a férmula correta:

wy + wse
2

A=nh- = 24.32 = 12,48.

1.7 Resumo

A matemética babildnia emerge, do grande nimero de textos, como uma criagdo

de tragos bem definidos, dos quais o leitor j& vislumbrou alguns; a espinha dorsal
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da estrutura é o sistema posicional sexagesimal, que tornou os babilénios exce-
lentes calculistas, e nao é portanto surpreendente que os matemaéticos babildnios
mostrassem uma forte preferéncia pelo que chamariamos hoje de dlgebra e teo-
ria dos niimeros. Embora exista uma quantidade considerdvel de conhecimento
geométrico, a geometria freqlientemente serve unicamente como disfarce para
problemas essencialmente algébricos. Vimos isso nos exemplos A da Seccédo 1.6,
em que dreas e comprimentos sdo adicionados, violando o sentido geométrico;
e sempre que um problema geométrico é formulado, isso é feito com a finalida-
de explicita de calcular alguma quantidade numérica, seja comprimento, 4rea
ou volume. Além disso, ndo hé exemplos de teoremas, formulados com alguma
generalidade, embora alguns dos exemplos resolvidos, dos quais deduzimos os
processos gerais, sejam dados com tantos detalhes que o passo para um teorema,
é bem curto. Finalmente, nunca encontramos uma demonstragdo explicita nos
textos matemaéticos babilonios.

O método de transmitir o conhecimento matemaético de geragio em geragao
era portanto inteiramente diferente do empregado na matemédtica moderna, no
entanto, ele talvez ndo parecga t3o estranho a quem tiver sido submetido a um
curso de dlgebra de estilo antigo na escola secundéria, em que se aprendiam, por
exemplo, equagdes quadraticas resolvendo um grande nimero de exemplos com
vérios coeficientes, em vez de enunciar e demonstrar um teorema que mostrasse
de uma vez por todas como resolver qualquer equagio quadratica que pudesse
aparecer. De fato, como vimos, os textos de problemas sio exatamente tais
longas listas de variagBes em torno de um tema central.

Apbs este resumo grosseiro da natureza geral da matemética babilénia,
voltamo-nos agora para uma descrigdo sucinta de seu contetido.

Em 4lgebra, encontramos as solugdes de equagdes do primeiro e segundo
graus. As equagbes quadrdticas sdo freqilentemente dadas sob a forma equiva-

lente de duas equagdes com duas incdgnitas, tais como
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z+y=a, zy=0>b,

das quais vemos imediatamente que z e y sdo as solucdes de
22 —az+b=0.

BEram resolvidas até mesmo equagOes especiais do terceiro grau, da forma
2z +1) =a.

Os problemas sdo freqlientemente enunciados de tal maneira que, quando tra-
duzidos para a notagdo algébrica moderna, surgem expressdes extremamente
complicadas, com parénteses encaixados, e no se pode deixar de ficar impressi-
onado com a habilidade dos babildnios, que conseguiam reduzir tais expressdes
a formas padrdes de equagles, sem a ajuda de nossas técnicas algébricas. A
propdsito, achamos vérios exemplos de textos de problemas em que diferentes
problemas fornecem a mesma resposta; isso é semelhante ao habito moderno
de dar as respostas ao fim do livro.

Quanto ao conhecimento geométrico, reconhecemos em primeiro lugar um
uso sem restrigdes do chamado teorema de Pitdgoras, e desta maneira sua desco-
berta precede Pitdgoras de um milénio e meio. H4, além disso, as férmulas cor-
retas para as dreas de figuras geométricas simples, como tridngulos e trapézios
(veja o exemplo C, Seccdo 1.6), e aproximacdes grosseiras da rea e perimetro
de um circulo (usando 7 ~ 3), embora alguns textos encontrados recentemente,
que estdo sendo publicados, indiquem o uso de valores melhores para 7. E en-
contramos férmulas, algumas corretas e outras nio, para os volumes de vérios
sélidos.

Mencionemos enfim um texto que, talvez mais do que qualquer outro, mos-
tra o alto grau de sofisticacdo atingido pela matematica babilénia. Foi publi-
cado em 194519 e trata do que chamamos niimeros pitagéricos. Um terno de

nimeros inteiros, tais como 3, 4, 5 ou 5, 12, 13, que representam os lados de um
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tridngulo retangulo é chamado de um terno de nimeros pitagdricos; em outras

palavras, é uma solugdo, com ndimeros inteiros positivos, da equagao

E natural perguntar quantos de tais ternos existem, e como podem ser
encontrados. Naturalmente, a partir do terno 3, 4, 5 podemos imediatamente
formar infinitamente muitos outros ternos pitagéricos, ou seja 3n, 4n, 5n, onde
n = 2,3,4,..., mas isso é tio 6bvio que os contamos como um, representado
por 3, 4, 5 e chamado de terno reduzido. H4 um teorema que afirma que:

Se p e ¢ tomam todos os valores inteiros, restritos somente pelas condigdes

1) p>q¢>0
2)  p e g ndo possuem diwvisor comum (distinto de 1)

3) peq ndo sGo ambos fmpares

entdo as erpressoes

m:pQ—q2
y = 2pg
z=p +¢,

fornecerdo todos os ternos pitagdricos reduzidos, e cada terno somente uma

vez. (D)
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Exemplos:

p=2, gq=1 fornece z=3 y=4 z=35

p=3 g=2 fornece z=5 y=2 z=13

E claro que 0s babilénios conheciam alguma forma deste teorema, pois no
texto em quest&o, Plimpton 322, achamos uma lista, de quinze linhas, dos valo-
res correspondentes 22/yY, z, z onde z,y, z sdo ternos de nlimeros pitagdricos
reduzidos. Os niimeros envolvidos sdo tdo grandes {(por exemplo = = 3, 31,49,
y = 3,45,0, 2 =5,9,1) que os métodos de ensaios e erros estio excluidos. O
método especifico de construgio da tabela e seu uso ainda sio assuntos con-
trovertidos; isso acontece, pelo menos parcialmente, porque o lado esquerdo do

tablete, que sem ddvida continha pistas importantes, estd quebrado.

Problemas

1.7 Dado z = 100, quantos inteiros positivos y € z podem ser achados de tal

maneira que z, y e z formem um terno pitagérico reduzido, com

$2+y2=z2?

Responda & mesma. pergunta com ¢ = 210, z = 420, z = 35.

1.8 Reconstrua a tabela sexagesimal, de que vemos um fragmento na Figura,
1.8. A tabela nao é uma traducio de um texto antigo, mas é muito util
para a pratica intensa com o sistema sexagesimal.

Este exercicio imita um problema comum com que se deparam os estudiosos
dos textos antigos; o destino é geralmente POuUcCO generoso com O que nos

lega.

Eis af, como afirmado, um breve resumo do conteddo da matematica ba-

bilénia. E talvez apropriado perguntar-se aqui qual o estado do conhecimento
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Figura 1.8.

matemdtico na outra grande cultura contemporénea, a egipcia. H4 dois papi-
ros mateméticos preservados, o Papiro Rhind, e o Papire de Moscou, que nos
déo uma idéia do cardter e do conteido da mateméatica egipcia. O resultado
¢ muito desapontador, pois, contrariametne a todas as lendas, a matem;itiéa
egipcia nunca conseguiu ultrapassar um estdgio extremamente elementar. O
conhecimento geométrico dos egipcios era, se estivermos lendo corretamente
0s textos, mais ou menos o dos babildnios, com uma omissio importante: o
teorema de Pitdgoras. Mesmo a afirmacdo freqilentemente repetida de que os
egipcios conheciam o tridngulo retdngulo de lados 3, 4, 5 nao se baseia nos
textos disponiveis, mas foi inventada uns 80 anos atras. Fora da geometria, eles
ndo ultrapassaram a aritmética elementar. A explicagdo disso ¢, sem ddvida,

que eles tiveram a idéia natural mas infeliz de admitir somente fragbes com nu-
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merador 1, isto é, fracbes da forma 1/n, com uma excecdo, ou seja 2/3. Assim,

cles representariam
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enquanto que os babildnios escreveriam 0;24 ou 0;54. E portanto pouco surpre-
endente que as adi¢bes e multiplicacdes, simples trivialidades para os babilénios,
permaneceram problemas de complexidade maxima para os egipcios. Os gregos
herdaram este estilo egipcio, mas Ptolomeu, o astrénomo, antes de empreender
célculos sérios em seu Almagesto, afirma que: “em geral usaremos o sistema
numeérico sexagesimal devido & inconveniéncia das fragdes.”

A redescoberta recente da matemadtica babildnia ndo somente aumentou
diretamente nosso conhecimento do passado, mas nos forgou mesmo a uma
reavaliacdo da matemética grega; com efeito, percebemos agora, por um lado,
como 0s matemdticos gregos deviam muito aos seus precursores babilénios; e
por outro, como o que era julgado ser produto da decadéncia da matemética
grega era, em verdade, uma continuagdo direta da antiga tradicdo oriental.
No entanto, a velha afirmagio de que a matematica principiou com os gregos
¢ ainda verdadeira, embora em um sentido mais restrito; pois foram eles que
deram um papel central & formulacéo e demonstragao de teoremas, dando assim

4 matemética a forma que ela conserva até hoje.



