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1. Construção de Sequências Básicas. Bases Equivalentes

1. Sejam X um espaço de Banach e ε> 0. Prove as seguintes afirmações:

Se (x∗
n )n≥1 é uma sequência em X ∗ tal que x∗

n
w∗
−→ 0 e x∗

n
∥·∥X−→ 0, então (x∗

n )n≥1 admite uma
subsequência básica com constante básica menor ou igual a 1+ε.

a)

Se (xn)n≥1 é uma sequência em X tal que xn
w−→ 0 e xn

∥·∥X−→ 0, então (xn)n≥1 admite uma
subsequência básica com constante básica menor ou igual a 1+ε.

b)

2. Seja X um espaço de Banach de dimensão infinita com dual separável. O objetivo deste exercício
é provar que X possui uma sequência básica contrátil.

Dada (x∗
n )n≥1 uma sequência densa em X ∗ \ {0}, construa recursivamente uma sequência

(xn)n≥1 em SX satisfazendo xm ∈
m⋂

n=1
Ker(x∗

n ) e ∥x∥ ≤ (1+2−m)∥x +λxm+1∥ para todos m ≥ 1,

x ∈ span{x1, . . . , xm} e λ ∈K. Conclua que (xn)n≥1 é uma sequência básica.

a)

Mostre que (xn)n≥1 é contrátil.b)

3. Considere a sequência ( fn)n≥0 em C [0,1], onde fn(t ) = t n para cada n ≥ 0. Prove as seguintes
afirmações:

Se (αn)n≥0 é uma sequência de escalares tal que
∞∑

n=0
αn fn = 0, então αn = 0 para todo n ≥ 0.a)

( fn)n≥0 não é sequência básica. (Sugestão: calcule ∥ fn − fn+1∥∞.)b)

( fn)n≥0 admite subsequência básica.c)

4. Sejam X e Y espaços de Banach e (xn)n≥1, (yn)n≥1 bases de Schauder de X e de Y , respecti-
vamente. Mostre que (xn)n≥1 e (yn)n≥1 são equivalentes se, e somente se, existem constantes
0 <C1 ≤C2 sastisfazendo

C1

∥∥∥∥ m∑
n=1

αn yn

∥∥∥∥≤
∥∥∥∥ m∑

n=1
αn xn

∥∥∥∥≤C2

∥∥∥∥ m∑
n=1

αn yn

∥∥∥∥
para todos m ≥ 1 e α1, . . . ,αm ∈K.

5. Sejam X e Y espaços de Banach e (xn)n≥1, (yn)n≥1 bases de Schauder de X e de Y , respectiva-
mente. Suponha que (xn)n≥1 e (yn)n≥1 sejam equivalentes. Prove as seguintes afirmações:

(xn)n≥1 é contrátil se, e somente se, (yn)n≥1 é contrátil.a)

(xn)n≥1 é limitadamente completa se, e somente se, (yn)n≥1 é limitadamente completa.b)

6. Sejam X um espaço de Banach, (xn)n≥1 uma sequência básica em X e x0 ∈ X \ span{xn : n ≥ 1}.
Suponha que exista x∗ ∈ X ∗ tal que x∗(xn) = 1 para todo n ≥ 1.

Construa um funcional linear y∗ ∈ X ∗ tal que y∗(xn) = 1 para todo n ≥ 1 e y∗(x0) = 0.a)

Considere o operador linear T : X → X dado por T (x) = y∗(x)x0. Mostre que Id+T é um
isomorfismo. Conclua que (xn +x0)n≥1 é uma sequência básica equivalente a (xn)n≥1.

b)



7. (Teorema de Krein-Milman-Rutman) Sejam X um espaço de Banach, D um subconjunto denso
de X e (xn)n≥1 uma base de Schauder de X . Mostre que D contém uma base de Schauder de X
equivalente a (xn)n≥1.

8. Sejam X um espaço de Banach e (xn)n≥1 uma sequência básica em X .

Mostre que (xn)n≥1 é equivalente à base canônica de ℓ1 se, e somente se, supn≥1 ∥xn∥ <+∞
e existe M > 0 tal que

∑
n=1

|αn | ≤ M

∥∥∥∥ m∑
n=1

αn xn

∥∥∥∥ para todos m ≥ 1 e α1, . . . ,αm ∈K.

a)

Mostre que (xn)n≥1 é equivalente à base canônica de c0 se, e somente se, inf
n≥1

∥xn∥ > 0 e existe

M > 0 tal que

∥∥∥∥ m∑
n=1

αn xn

∥∥∥∥≤ M max
1≤n≤m

|αn | para todos m ≥ 1 e α1, . . . ,αm ∈K.

b)

9. Sejam X um espaço de Banach e (xn)n≥1 uma base de Schauder de X . Mostre que (xn)n≥1 é con-
trátil se, e somente se, toda base de blocos limitada de (xn)n≥1 converge fracamente para zero.
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