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1. Construcio de Sequéncias Basicas. Bases Equivalentes

1. Sejam X um espaco de Banach e € > 0. Prove as seguintes afirmacdes:

. N w* [I]I ~ .
a) Se (x)p=1 € uma sequéncia em X* tal que x;, — 0 e x,, — 0, entdo (x,),>1 admite uma

subsequéncia bésica com constante bdsica menor ouiguala 1 +e¢.

P A w - = .
b) Se (x,);n>1 € uma sequéncia em X tal que x;, — 0 e x;, — 0, entdo (x,);>1 admite uma
subsequéncia bésica com constante basica menor ouiguala 1 +e¢.

2. Seja X um espaco de Banach de dimenséao infinita com dual separével. O objetivo deste exercicio
é provar que X possui uma sequéncia bésica contratil.

a) Dada (x;“l)nzl uma sequéncia densa em X* \ {0}, construa recursivamente uma sequéncia
m
(x)n>1 em Sx satisfazendo x;;, € ﬂ Ker(x)) e llxll < (1+27"™) | x + Axyp1 |l paratodos m =1,
n=1
X € span{xy,..., X} e A € K. Conclua que (x),>1 € uma sequéncia bdsica.

b) Mostre que (xy),>1 é contratil.

3. Considere a sequéncia (f;),=0 em CI[0,1], onde f,(f) = t" para cada n = 0. Prove as seguintes
afirmacoes:
[e.°]

a) Se (an)n=0 € uma sequéncia de escalares tal que Z anfn=0,entdo a, =0 paratodo n=0.
n=0

b) (fn)n=0 ndo é sequéncia basica. (Sugestdo: calcule || f;; — fr+1lloo-)

¢) (fn)n=0 admite subsequéncia basica.

4. Sejam X e Y espagos de Banach e (x;)n>1, (¥n)n=1 bases de Schauder de X e de Y, respecti-
vamente. Mostre que (x;)n=1 € (¥n)n=1 sS40 equivalentes se, e somente se, existem constantes

0 < C; < C, sastisfazendo
C

=

<Cy
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paratodos m=1eay,...,anm K.

5. Sejam X e Y espacos de Banach e (x;),>1, (¥n)n=1 bases de Schauder de X e de Y, respectiva-
mente. Suponha que (x,) ;=1 € (¥n)n=1 Sejam equivalentes. Prove as seguintes afirmacoes:
a) (xp)n=1 é contratil se, e somente se, (¥,) ;=1 é contratil.

b) (x,)n=1 € limitadamente completa se, e somente se, (¥,) =1 € limitadamente completa.

6. Sejam X um espaco de Banach, (x,),>; uma sequéncia bésica em X e xy € X \ span{x,:n = 1}.
Suponha que exista x* € X* tal que x*(x,) = 1 para todo n = 1.
a) Construa um funcional linear y* € X* tal que y* (x,) =1 paratodo n=1e y*(xg) = 0.

b) Considere o operador linear T : X — X dado por T(x) = y*(x)xo. Mostre que Id+ T é um
isomorfismo. Conclua que (x; + xp) ,>1 € uma sequéncia basica equivalente a (x;);>1.



7. (Teorema de Krein-Milman-Rutman) Sejam X um espaco de Banach, D um subconjunto denso
de X e (x;)n=1 uma base de Schauder de X. Mostre que D contém uma base de Schauder de X
equivalente a (x;);>1.

8. Sejam X um espaco de Banach e (x;),>1 uma sequéncia bésica em X.

a) Mostre que (x,),=1 € equivalente a base canonica de ¢; se, e somente se, sup,,-; | x,ll < +oo
m
eexiste M >0 talque Y |a,l<M

n=1

anXn| paratodosm=1leay,...,an K.

n=1

b) Mostre que (x,),>1 é equivalente a base canonica de ¢y se, e somente se, ing lx,ll > 0 e existe
n=

m
Z AnXn

n=1

M >0 tal que

<M max |a,|paratodosm=1eay,...,a, K.
l<nsm

9. Sejam X um espaco de Banach e (x,),>1 uma base de Schauder de X. Mostre que (x,),>1 € con-
tratil se, e somente se, toda base de blocos limitada de (x,),>1 converge fracamente para zero.
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