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1. INTRODUCAO A INFERENCIA ESTATISTICA

Ja vimos:

Analise descritiva: graficos, tabelas e distribuicoes de frequén-
cias.

Medidas de tendéncia central: média, moda e mediana.

Medidas de dispersao: desvio médio, variancia, desvio padrao,
coeficiente de variagao.

Medidas de assimetria e de curtose. Percentis.
Probabilidade

Modelos probabilisticos para v.a. discretas (Bernouli, Binomial
e Poisson) e v.a. continuas (Uniforme, Exponencial e Normal).

A partir de agora:
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Inferéncia Estatistica: estuda como fazer afirmacdes sobre certas
caracteristicas de uma populacdo, baseando-se em resultados
obtidos em uma amostra.

Vale lembrar que:

e Populagdo: qualquer conjunto de individuos ou objetos que
tém pelo menos uma varidvel comum observavel.

e Amostra: qualquer subconjunto da populagao.

Exemplo 1.1. Consideremos uma pesquisa feita para estudar o ga-
nho de peso dos bovinos de corte de um rebanho de 700 animais.

Selecionamos uma amostra de 40 animais e anotamos os seus pe-
sos no inicio e no final do periodo experimental. A partir dessas in-
formacdes calculamos o ganho de peso mensal de cada animal.
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Esperamos que a distribuicdao dos ganhos de peso dos animais da
amostra reflita bem a distribuicdo (é simétrica? normal?) e as prin-
cipais caracteristicas (mesma média? mesmo desvio padrdo?) do
ganho de peso dos animais de todo o rebanho.

Interesse:
i) Estimar o ganho de peso médio de todos os bovinos de corte.

ii) Testar se o ganho de peso médio desses bovinos, neste particu-
lar més, foi superior a 10 kg.

Um problema anterior:

Como selecionar amostras representativas de uma populagao?
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1.1. COMO SELECIONAR UMA AMOSTRA

Técnicas de amostragem: sio formas diferentes de se obter uma
amostra representativa da populacgao.

Amostragem probabilistica: quando os elementos da populacdo
tém probabilidades conhecidas e diferentes de zero de fazer par-
te da amostra.

e Implica em realizar um sorteio com regras determinadas quan-
do a populacdo for finita e totalmente acessivel.

e As observagdes colhidas em uma amostra serdo mais informa-
tivas quanto mais conhecermos sobre a populacdao de onde a
amostra foi retirada.
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Amostragem nao probabilistica: os elementos da amostra sao es-
colhidos de forma nao aleatéria porque sao mais facilmente aces-
siveis ou se acredita que sejam representativos da populagao.

e E bastante utilizada, embora exista um grande risco de ser par-
cial.

e

e E perigoso usar uma amostra deste tipo para tirar alguma con-
clusdo importante.

A amostragem ndo probabilistica é necessaria quando:

1) E dificil identificar a populagio alvo.
Exemplo: Como estudar o comportamento dos hackers durante
a pandemia? E dificil identifica-los.
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2. A populagao designada é muito especifica e de disponibilidade li-
mitada.

Exemplo: Para estudar o comportamento de executivos de em-
presas que empregam mais de 10 Engenheiros de Biossistemas,
podemos ser obrigados a trabalhar somente com os executivos
dispostos a participar.

3. A amostra é de um estudo piloto (inicial) que ndo sera usada na
pesquisa final e s6 temos um pequeno grupo de pessoas dispo-
niveis.

Nota: As principais técnicas de Inferéncia Estatistica pressupdem
que as amostras utilizadas no estudo sejam probabilisticas.
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1.2 TECNICAS DE AMOSTRAGEM PROBABILISTICA

i) Amostragem casual simples ou aleatdria (a.c.s.): cada elemen-
to da populagdo tem a mesma probabilidade de ser selecionado,
ou seja, a mesma chance de fazer parte da amostra.

e O sorteio dos elementos para compor a amostra podera ser feito
de duas formas: com ou sem reposicao.

Exemplo: Sortear uma a.c.s. de n elementos de uma populacao
finita de tamanho N. O nimero de amostras possiveis depende
do tipo de sorteio:

e Comreposicdo: N™ amostras possiveis

= ~ N d =
e Sem reposicao: (Tl) amostras possivels
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ii) Amostragem Sistematica: ¢é utilizada quando os elementos da
populacdo se apresentam ordenados de forma aleatéria. A retira-
da dos elementos da amostra é feita periodicamente.

Exemplo: Com o objetivo de estudar a qualidade da refeicao ofe-
recida no Campus vamos usar uma amostra de n = 50 alunos, as-
bendo que sao consumidas, em média, 500 refeicdes por dia.

1) Sorteamos um numero (k) de 1 a 10 (note que 500/50 = 10) e
aplicamos o questiondrio ao k-ésimo aluno da fila.

2) Os demais 49 alunos serao escolhidos sistematicamente, de 10
em 10 até que a amostra de 50 alunos esteja completa.

Exemplo: Sorteando o nimero 5, fardo parte da amostra de 50
numeros o 52, 152, 259, 352, 459, ..., 4959 3luno.
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iii) Amostragem por Conglomerados: ¢é utilizada quando a popu-
lacdo apresenta uma subdivisao natural em pequenos grupos ou
conglomerados. Espera-se que esses grupos sejam heterogéneos
internamente e reproduzam bem a populacgao.

Para retirarmos uma amostra, sorteamos um numero suficiente
de conglomerados e os seus elementos constituirao a amostra.

Exemplo: Preciso de uma amostra de 70 bovinos Nelore para
realizar uma pesquisa e os 700 animais do rebanho estao distri-
buidos aleatoriamente em 70 piquetes com 10 animais/piquete.

Solucao: Numero os piquetes de 1 a 70, sorteio 7 piquetes e uso
os animais desses piquetes sorteados para compor a amostra.
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iv) Amostragem Estratificada: é utilizada quando a populagao po-
de ser dividida em diferentes subpopulacdes, classes ou estratos.
A técnica consiste em especificar quantos elementos da amostra
serao retirados de cada estrato.

Supde-se que a variavel de interesse apresente um comporta-
mento diferente de estrato para estrato e um comportamento
homogéneo dentro de cada estrato.

e Se o sorteio dos elementos da amostra ndo considerar tais estra-
tos pode ocorrer que os diversos estratos ndo sejam convenien-
temente representados na amostra.

e A amostra pode ser mais influenciada pelas caracteristicas da va-
ridvel nos estratos mais favorecidos pelo sorteio.
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Exemplo: Desejamos saber a opiniao dos alunos de Graduacgao so-
bre a qualidade da refeicdo servida no refeitério do Campus.

Admitindo que a opiniao dos alunos sobre a qualidade das refei¢coes
pode ser influenciada pelo tempo que eles frequentam o refeitério,
podemos reagrupa-los pelo ano de ingresso, formando 5 estratos
de tamanhos diferentes. A seguir, sorteamos certa quantidade de
alunos dentro de cada estrato, de forma a tornar a amostra repre-
sentativa da populacao.

Se ndo levarmos este aspecto em conta, podemos favorecer subgru-
pos de alunos que ja tém opinido consolidada sobre a qualidade da
refeicao.
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A amostragem estratificada pode ser de trés tipos:

i) Uniforme: retira-se igual nimero de elementos em cada estra-
to, independente do seu tamanho.

ii) Proporcional: o nimero de elementos sorteados em cada es-
trato é proporcional ao nimero de elementos existentes no es-
trato

iii) Otima: retiramos, em cada estrato, um ndmero de elementos
proporcional ao niumero de elementos que o compdem e a va-
riabilidade da variavel de interesse no estrato, medida por seu
desvio padrao.
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1.3 TECNICAS DE AMOSTRAGEM NAO PROBABILISTICA

i) Amostragem por conveniéncia: Envolve a obtenc¢ado de respos-
tas das pessoas que estdo disponiveis e dispostas a participar da
pesquisa. O problema principal desta abordagem é que a opiniao
dessas pessoas pode diferir muito da opinido dos que nao estao
dispostos a participar da pesquisa.

Exemplo: Nos sitios de compra da web os clientes que tém recla-
macdes podem estar mais dispostos a responder um questiona-
rio do que os que estao satisfeitos com a compra do produto ou
do servigo.
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ii) Amostragem “bola de neve” (SnowBall): Algumas pessoas sao
convidadas a participar da pesquisa e solicita-se a elas que convi-
dem outras pessoas a participar. A amostragem continua até que
o numero exigido de respostas seja obtido. Essa técnica é fre-
quentemente usada quando a populacgdo € dificil de ser identifi-
cada ou acessada pelos pesquisadores.

Exemplo: Admitindo que os hackers de software se conhegam,
se acharmos um hacker para participar da pesquisa, podemos
solicitar a ele que indique/convide outros possiveis participan-
tes.
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[ii) Amostragem por cota: é a versao ndo probabilistica da amos-
tragem (aleatdria) estratificada. A populacao alvo é dividida em
estratos apropriados, baseados em subgrupos conhecidos (sexo,
grau de instrucao etc.). Cada estrato é amostrado, usando amos-
tragem por conveniéncia ou bola de neve, de forma que o nume-
ro de respondentes em cada estrato corresponde a sua propor-
¢do na populagao.

Exemplo: Numa pesquisa de opinido sobre o atendimento em
um acgougue de supermercado, aplica-se o questionario até que
se obtenha a opinidao de 200 clientes, sendo 80 solteiros e 120 ca-
sados.
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Para maiores detalhes sobre Técnicas de Amostragem consultar:

Bolfarine, H. Bussab, W.O. Elementos de Amostragem. Sao Paulo,
SP. Edgard Bliicher, 2005.

Cochran, W.G. Técnicas de Amostragem, Fundo de Cultura, Rio de
Janeiro, 1955.

Mendehall, W. Scheaffer, R.L. Ott. L. Elementary Sampling, 6th ed.
Southbank: Thomson, 2006.
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1.3. INFERENCIA

Vamos diferenciar algumas medidas utilizadas para descrever ca-
racteristicas importantes num conjunto de dados.

e Parametro é qualquer medida numérica usada para descrever
uma caracteristica da populagao.

o Estatistica é qualquer medida usada para descrever uma caracte-
ristica da amostra, ou seja, qualquer funcao dos elementos da
amostra.

Notagdo: Geralmente os parametros sdo denotados por letras gre-
gas ou letras maitsculas do alfabeto romano. Ja para as estatisti-
cas sao utilizadas letras minusculas do alfabeto romano ou letras
gregas com sinal circunflexo.
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Exemplos de parametros (populacionais) e estatisticas (amos-
trais):

Descrigao Parametro Estatistica
Numero de elementos N n
Média U X
Varidncia g? s?
Desvio padrao o S
Proporgao p p

Coeficiente de correlagdo p(X,Y) r(X,Y)
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1.4. DISTRIBUICOES AMOSTRAIS

A inferéncia estatistica esta interessada em tomar decisdes sobre
algum parametro da popula¢do com base na informacgao contida em
uma amostra aleatéria desta populacao.

Nas amostras sdo calculadas as estatisticas, usando expressdes ma-
tematicas chamadas de estimadores.

Como toda estatistica (¥, s? etc.) é fungdo dos valores de varidveis
aleatorias, é necessario estudar a distribuicio de probabilidades
dessas estatisticas.

A distribuicao de probabilidades de uma estatistica é chamada dis-
tribuicdo amostral daquela estatistica

Vamos conhecer a distribuicdo amostral da média e da propor¢ao
amostrais.
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1.4.1. A DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

Teorema 1. Seja X uma populacdo com média p e variincia o2 e
seja {xq, X, ..., X,} uma a. c. s. de tamanho n, retirada desta popula-
cdo. Entdo, a esperanga matematica e a variancia da média amostral
sao obtidas como:

E(X)=u var(x)=o?/n

O erro padriao da média é definido como:

ep(X) = Jvar(x) =o/\n

Duvida: Qual a distribuicao probabilistica que podemos associar a
média amostral (X)?
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1) Se a amostra aleatéria de tamanho n é retirada de uma distribui-
¢do normal, X ~ N(u, 02), a estatistica X também serd uma distri-
bui¢ido normal de média, u, mas com variancia 2 /n, isto é:

SeX ~N(u,0%) = x~N(uo?/n)

2) Teorema do Limite Central

Se a a.c.s. de tamanho n € retirada de qualquer populacdao com
média u e varidncia o2, a distribuicio amostral da média (x)
aproxima-se de uma distribui¢ao normal com média u e varian-
cia 02 /n, quando o tamanho da amostra, n, tender para infinito.

SeX ~?(u,0%) = x~N(uo0%/n) quandon — oo
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e A rapidez dessa convergéncia depende da distribuicdo da popu-
lacdo da qual a amostra é retirada: se a distribuicao for simétrica
e unimodal a convergéncia é bastante rapida.

e De um modo geral, admitimos que para amostras com mais de
30 elementos, a aproximac¢ao pela distribuicdo normal ja pode
ser considerada boa.

Corolario 1. Se {x;, x5,...,x,} é uma a.c.s. de tamanho n de uma
populacio X que tem média u e variancia 2, entdo a variavel:

Z= \/% = (x—g)\/ﬁ ~N(0,1) quandon - o

Nota: Este resultado sera usado no calculo de probabilidades sobre
a média amostral.
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1.4.2. DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

Seja p a proporc¢ao (frequéncia relativa) de individuos que tém uma
caracteristica de interesse na amostra. Podemos provar que:

p(1-p)
n

E@)=p var() =

Para amostras grandes (n — o) utilizamos o Teorema do Limite
Central para garantir que:

p~N (p’p(l—p))

n

A seguir vamos conhecer mais algumas distribuicées de probabili-
dade que serdo uteis quando fizermos inferéncias sobre a média, a
variancia e a proporg¢ao.
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2. OUTRAS DISTRIBUICOES PROBABILISTICAS IMPORTANTES

2.1. DISTRIBUICAO QUIQUADRADO (x2)

E utilizada em tabelas de contingéncia, na construcgdo de intervalos
de confianca e testes de hipdteses sobre a variancia de uma popula-
cdo normal.

a1z

A distribuicio y? é assimétri-
ca a direita e definida somen-
%, te para valores positivos.

010

ong

008

fla)

004

Para o calculo de probabilida-
des usamos a Tabua II.

o0z

it} q
1} 5 10 15 20 25 30

Figura 1. Distribuicao )((25)
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2.2. DISTRIBUICAO t DE STUDENT

E uma das mais importantes distribuicdes probabilisticas usadas
nas inferéncias sobre médias de popula¢ées normais.

g” O grafico da distribui¢ido t-Stu-
ot dent (Figura 2) é parecido com
03 “ o grafico da distribui¢cdo N(0;1)
0 mas tem as caudas mais pesa-
y das

.

B -4 -3 -2 -1 1} 1 2 3 4 8

Figura 2. Distribuicio t(12)

A Tabua III fornece valores criticos t. tais que P(T > t.) = p, para
alguns valores de p e de v (nimero de graus de liberdade)
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2.3. DISTRIBUICAO F DE SNEDECOR

E bastante usada nas inferéncias sobre as variancias de duas popu-
lacdes com distribuigdo normal e nos testes associados a Analise de
Variancia (ANOVA).

e A distribuicdo F tem dois parametros: os numeros de graus de
liberdade do numerador (v;) e do denominador (v,).

e Os valores criticos f_ tais que P(F > f,) = 0,05, para alguns valo-
res de v; e v, podem ser encontrados na Tdbua IV.

e Osvalores criticos (f.), tais que P(F < f.) = 0,05 ndo sao obtidos
diretamente na Tabua IV. Para tanto utiliza-se a relagao:

F(vy; vy) = 1/ F(vy; vy)
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Grafico de Distribuigao F(10; 12)

A Figura 3 apresenta o grafico
da distribuicdo F(10;12) e os
3. valores criticos tais que:

o o P(F < 0,343) = 0,05

. P(F > 2,753) = 0,05

0.343 2753 X

Note que a distribuicao F é bastante assimétrica a direita (assime-
tria positiva)
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3. ESTIMACAO

Na produgdo de generalizagdes sobre a populagdo com base em re-
sultados obtidos de uma amostra, estdo envolvidos a estimacao de
parametros e os testes de hipoéteses.

A estimacdo de parametros pode ser feita pontualmente e por in-
tervalo. Para obtencao de bons estimadores pontuais existem al-
guns métodos, como:

e Método dos Minimos Quadrados (MMQ)
e Método da Maxima Verossimilhanca (MMV)
e Método dos Momentos (MM)
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Exemplos de estimadores:

e O estimador de minimos quadrados da média populacional (u) é

a média amostral:

3?—1 X
_n i=1"i

e Da Algebra Linear sabemos que os estimadores de minimos qua-
drados dos parametros do modelo de regressao linear simples,
y; = a+ bx; + ¢, sao:

Y (i —D)i—P)
?':1(961'—9?)2

b=

D
Il
<
|
(e )
x|
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3.1. CARACTERISTICAS DE UM BOM ESTIMADOR PONTUAL

Um bom estimador deve ser justo, consistente e eficiente.

i) T é um estimador justo, ndo viesado ou nao tendencioso do pa-
rametro 0 se E(T) = 6.

ii) T é um estimador consistente do parametro 6 se ele for justo e
se lim var(T) = 0.

n—oo

iii) Se T, e T, sdo estimadores justos do parametro 8 e se var(T;) <
var(T,), entdo T; é dito ser mais eficiente que o estimador T.
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Exemplo 3.2. Queremos comprar um rifle e temos trés opcdes, 73,
T, e r3. Para avaliar a qualidade de cada arma vamos atirar 30 vezes
num alvo e analisar a distribuicdo das marcas proximas da mosca
(ponto central).

(1) ) (13)

Figura 5. Qualidades de um bom estimador.
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Observamos que:

i) As armas r; e r, buscam atingir a mosca. A mira de r; ndo esta
bem calibrada, porém, se conseguirmos calibrar r; podemos ter
um bom rifle.

ii) O rifle ; é melhor que r, porque os seus tiros formam uma nu-
vem de pontos com menor dispersao ao redor da mosca.

Conclusao: O rifle r; reline as melhores caracteristicas.

Analogia: A mosca do alvo é o valor do pardmetro que pretende-
mos estimar. Os rifles sdo os estimadores que usamos para tem-
tar acertar o verdadeiro valor do parametro. Os tiros dos rifles
correspondem as estimativas geradas pelos estimadores em
amostras diferentes.
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Entao podemos dizer que:

i) Os estimadores r; e 1, sdo estimadores justos ou ndo viesados.

ii) O estimador r; é um estimador viesado porque, em média, ndo
acerta o valor do parametro.

iii) Dentre os estimadores justos, o estimador r; é mais eficiente
que 1, pois tem menor variancia.

Exemplos de bons estimadores:

(1 _ 1gon
Média amostral: X=- DX

2 1

Y il —%)?

Variancia amostral: s
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