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Definicao do tema do seminario

O Seminario consiste na aplicacao da teoria de
controle apresentada na disciplina
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Equacao de estado linear e invariante com o tempo

x = Ax + Bu (8)

y=Cx+ Du (9)



Considere a sequinte equagao diferencial ordinaria com k = 1 (escalar) e sem o
termo forcante:

T =ax; x(to) = xo (10)

A solucao geral da Eq. 10 é
r(t) = e*e (11)

A constante ¢ pode ser obtida a partir das condicoes iniciais e vale:
c=e Mgy

Entao a solucao de Eq. 10 é dada por:
x(t) = eat=to) g, (12)
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Agora, considere uma equacao de estado com k > 1

&= Ax;  x(to) =x0; xR A c RFF (13)
A solucao, de modo similar ao caso escalar, é dada por:
z(t) = ele (14)
onde
t? t?
eAt:I+At+A2§+A3§+.... (15)
ec=e Aog

Entao, a solucao da Eq. 13 é dada por
x(t) = eAt=10) 1y (16)

A matriz ®(t) = eAt=%) ¢ chamada de matriz de transicao de estado.
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Agora vamos considerar o termo forcante. Admite-se neste caso que a solugao
¢ do tipo

2(t) = eMe(t);

Susbtituindo esta solucao na Eq. 8 tem-se

Aete(t) + eté(t) = AeMe(t) + Bult) (17)
Ou seja,
é(t) = e M Bu(t) (18)
Portanto )
c(t) = / e~ P Bu(\)dX (19)
T
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O limite inferior T° deve ser definido juntamente com a solucao particular.
Este valor sera calculado mais tarde. Entao, a solucao particular juntamente
com a soliucao da homogénea ¢ dada por:

i
z(t) = et p(tg) + / =Y Bu(X)dA (20)
T

Agora temos condicoes de calcular o valor de T'. Para t = t; tem-se

x(ty) = x(to) + Ltn e Bu(\)dA (21)
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O termo integral da equacgao acima tem que ser nula para qualquer u(f). Entao,
a 1nica alternativa possivel ¢ T' = t;. Portanto a solucio de Eq. 8 ¢ dada por

i
z(t) = el (1) + / eM=Y Bu(A)dA (22)
to

A equacao de saida é dada por:

y(t) = Cet0)p(tg) + | Ce™=N Bu(N)dA (23)

to

O termo CeA*=M B é a resposta impulsiva do sistema.



3.1 Relacao entre equacoes no espaco de estados e func
de transferéncia

Nesta seccao sera apresentada a relacao entre o modelo do espaco de estados e
funcao de transferéncia. Para facilitar o seu entendimento, serao apresentados,
inicialmente, de modo breve, alguns resultados envolvendo a transformada de
Laplace.

1

S — A

Lle™] = =(s—a)"! (24)
ZL[eM] = (sI — A)~1 (25)

E{/ﬂtfl(t - A)fz()\)d)\] = Fi(s)Fa(s) (26)
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Voltando ao espaco de estados, aplicando a transformada de Laplace para
as Egs. 8 e 9 para o caso SISO, obtém-se

X(s) = [s] — A 2(0) + [s] — A]"'BU(s) (27)
Y(s) = C[sI — A7 'x(0) + {C[sI — A]"'B + D}U(s) (28)
X = Ax + Bu (8)

y=Cx+ Du (9)
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Admitindo que D = 0 e 2(0) = 0 tem-se que o termo C[s] — A]7'B é
exatamente a funcao de transferéencia do sistema. Aplicando a transformada de
Laplace a Eq. 23 obtem-se:

Y(s)=C®(s)BU(s) (29)
Desta forma conclui-se que:
B(s) =[s] — A" (30)
Portanto ®(s) pode ser obtido como:
_adj[s] — A]

A partir de ®(s) a matriz de transi¢cao de estado pode ser obtido através de:

b(t) =L [0(s)] (32)
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Exemplo

Determinar a matriz de transicao para a seguinte matriz:

0 1 0
A=10 -1 1
0o 0 =5
s —1
sl —Al= |0 s4+1
0 0

B(s) = [s] — A]"' =

= D wl=

1
o(t) = L7 &(s)] = g

0

-1
s+5

1 1 ]
s{s]—-l-l} s{s+1l{s+5}

(s+1) {s+1'_:1[s+5}

0 (s+5) ]
l—et 1—demty Lot
ot 1ot _ 1,-5t
1 1
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3.2 Representacoes canonicas da equacao de estado a par-
tir da funcao de transferéncia

Considere a seguinte funcao de transferencia

Y(s) 1
Uls) s +as" ' +..+a,

H(s) = (33)

A equacao diferencial correspondente é: y* +ayy™ ! +asy" 2+ ...t ay=u
Desta forma a equacio de estado correspondente a Eq. 33 pode ser obtida
efetuando-se a seguinte transformacao de variaveis:

rn =1y
Trg = ‘Hl

(34)
T, = yn—]

onde ¥, = o=



PNV 5856 METODOLOGIA DE

ry = I9
Ia = Iy
(35)
T, = —01T]—dals...—ad,T, +1U
Considerando a Eq. 35 e lembrando que y = 1 obtem-se:
-0 1 0 0 ] 0 ]
A | o0 0 1 .. 0 B=|°| c=[100 .. 0]
| —Onp  —Gn_y —ay 1]

Modo controlavel



Se as variaveis de estado forem numeradas de modo invertida em relacao ao
caso anterior tem-se:

il = —M1¥ —ad2X9... — AxyTy + U
T2 = T
(36)
Tn = Tn
Observando que neste caso a variavel de saida ¢ y = =, tem-se
[ —ay —ay —as . . —ay ] (1]
a=| P00l B:DC:[DDD..l]
0 0 1 0 | 0 |

Ver exemplos no matlab com ss2tf e tf2ss.
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3.2.2 Transformacao das variaveis de estado

Se porventura as variaveis de estado e, por conseguinte, as equacoes de estado
nao forem convenientes, pode-se transformar as matrizes A, B, C' e D da for-
mulacio original para um novo conjunto de matrizes A, B, C' e D. Para isto,
admita que existe mma matriz nao singular T tal que permita efetuar a seguinte
transformacao linear:

2=Tr (42)

Desta forma, o vetor de estado x pode ser expressa como:

r=T""12 (43)
Substituindo a Eq. 43 nas Eqs. 8 e 9 tem-se:
i=A2+ B (44)

y=Cz+ Du (45)
onde A=TAT-', B=TB, C=CT ! e D

I
-,
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—=pla—

T |
Exemplo 0
Reservatério | - th_. f - Reservatério 2
i - h
« pl i » Ll
/ —> \ Q@
Al Q1 A2 -

Admitindo que a varidvel de interesse seja o nivel hs, a equacio no espaco
de estados da dinamica do sistema é dada por:

7 o o I 1
h1 R A: R, A, hi A | .
o P t 2,
7 _ i+ T,
h2 N R1A2 RleAz h2 0 u
i A T B
hy
hy =[0 1]
. w B2
y C

Neste caso as varidveis de estado sdao os niveis h; e ho



' { Reservatério 2
Reservatdrio | < ht : . { “
h
l P S SN S N
/ S \ Q2
Al Q1 A2 -
Dados
A= 1m? e HRp= ]-Sffmz
Ay=2m? e Ry=2s/m’

Modelagem inicial

-1 1
Ao = 0.5 —0.75]

Funcao de transterencia

0.5
H(s) = 5211.75510.25
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(@]
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=i
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o
=
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Q
(@)
-
18]
=
o)
n
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n
>
Z




PNV 5856 METODOLOGIA DE

Transformacao de variaveis 1

Seja
(0 1
I= 0.5 —0.75]
. 0 1 - [0] -
A= —0.25 —1.75] b= !0.5] ¢=[ 9

Funcao de transteréncia

0.5
H(S) = 52+1.75s+0.25
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Transformacao de variaveis 2 (a partir da transformacao 1)
Seja

- _ 05266 0.3306
~ 03306 2.1064

i —0.1569 0
o ] 0.0 —1.5931
B 0.1653 _, o
— 11.0532 Funcao de transteréncia
- H(s) = 0.5
C = [2.1064 —0.3306] () s2+1.755+0.25
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& 3.2.3 Linearizacao em torno de um ponto de equilibrio

PN Considere um sistema caracterizado pelas seguintes equagoes:

i = f(z,u) (46)

y = h(z,u) (47)

onde r e R ueRleyecR™

[ fi(ry, 2o, g, Uy ug) ] [ g1(zy, 20, 2 Uy uy)
falzy, 2, ., T, Uy o, 1) g2(x1, 22, .., Ty Uy ooy Uy )
f(z'r! H'} = - h{T? H-} =
i fk{mlz:’:ﬂ!"!Ik?ul-"!u‘” i L gm(fﬂl-_.l'g,-.,Tk,'ﬂ-]...-_.u!') i

As linearizacoes sao efetuadas em torno de um ponto de equilibrio do modelo
dinamico do sistema. O par (2.q.Yeq) ¢ denominado de ponto de equilibrio se
f(Zeq.tteq) = 0. O vetor das variaveis de saida ¢ dado por y., = h(z.q, ueg).
Ao efetuar a linearizacao das Eqs. 46 e 47 em torno do seu ponto de equilibrio
tem-se:

T = AT + Bu (48)

g=Cz+ Du (49)

onde T =2 — Teq, T = U — Ueg, T =Y — Yeq € as matrizes A, B, C e D sao
matrizes Jacobianas, isto é:

_ OBf(Teg tieq) _ Of(xeg eg) __ Og(zeq,teq) __ Og(zeq teq)
A=lgre)  p_Olegied - Mgt p i)



4 Estabilidade

Uma questao vital nos sistemas de controle ¢ a sua estabilidade, isto é, a sua
habilidade de "nao se auto-destrnir”. Coexistemn duas abordagens de estabili-
dade na literatura. A primeira delas se refere a capacidade do sistema de voltar
ao seu ponto de equilibrio apds o seu afastamento do ponto de equilibrio. Na
segunda abordangem verifica-se a capacidade do sistema de produzir uma saida
limitada pra uma entrada também limitada.

Para analisar a estabilidade do primeiro caso considere o seguinte sistema
autonomo:

i = f(2) (50)



Defini¢ao de ponto de equilibrio (Alternativa 1):

Um ponto ¥ = x. no espaco de estado ¢ um ponto de equilibrio do sistema
50 se, sempre que for inicializado no ponto x, ele permanece neste ponto para
todos os instantes futuros.

O ponto de equilibrio = x. do sistema 50 é:

e a) estavel se, para cada € > 0 existe § tal que ||2(0) — .|| < § =
[2(t) — x|l < &

e b) instavel se nao for estavel;

o estavel assintoticamente se for estavel e 4 puder ser escolhido tal que
|2(0) —z.|| < 0 = lim;ox(f) = 2,

i = f(x) (50)
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Considere agora o sistema linear autonomo & = Ar. Neste caso a resposta
do sistema, para uma dada condigao inicial 2(0) = xg, ¢ dada por:
z(t) = ety = B(t)xzg

¢(t) pode ser obtido através da Eq. 32 que requer ®(s) que pode ser cal-
culada pela Eq. 31. Esta ultima equacao impoe o caleulo de |sI — A = 0
que define exatamente os auto-valores da matriz A. Em termos de estabilidade
pode-se concluir que:

e a) se a parte real de todos os auto-valores da matriz A forem negativos o
sistema € assintoticamente estavel;

e b) se a parte real de num auto-valor da matriz A for positivo o sistema é
instavel:

e c) se houver auto-valores com parte real nula simples e sem nenhum com
parte real positiva, o sistema ¢ estavel (mas nao assintoticamente);

e d) se houver raizes miltiplas com parte real nula o sistema é instavel.




\B*‘ Definicao de estabilidade (Alternativa 2):

PN

Um sistema ¢ estavel se, para uma entrada limitada, a sua saida for também
limitada.

Este tipo de estabilidade é denominado na literatura inglesa de bounded-input
bounded-output (BIBO). Para analisar a estabilidade segundo este conceito
pode-se utilizar a integral de convolucao que estabelece a saida de um sistema
linear, causal e invariante com o tempo:

t
y(t) = / h(t—)u(T)dr (51)
0
E possivel mostrar que
¢
ly()]] < /D A=) [|w(r)|ldT (52)
Como a entrada ¢ limitada tem-se:

|lu(®)|| < M  para qualquer t (H3)

Substituindo Eq. 53 em 52 tem-se:

L) < M / |t — 7)|ldr (54)




ly@)ll = M [ﬂ |h(t —7)l|dT (54)

Analisando a resposta de um sistema a um impulso pode-se conclair que:
e se todos os polos tiverem parte real negativa o sistema € estavel;
e se tiver ao menos wm polo que parte real positiva o sistema € instavel;

e se tiver polos multiplos com parte real nula o sistema ¢ instavel.
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4.1 Estabilidade segundo o método de Lyapunov
4.1.1  Definicoes

e Funcao positiva semidefinida
Uma funcao V : D — R é chamada de positiva semidefinida em D se ela
satisfaz as seguintes condicoes:
HoeD e V(0)=0
2)V(z) =0, VY em D-—{0}

e Funcao positiva definida
Uma funcao V : D — R é chamada de positiva definida em ) se ela sat-
isfaz as seguintes condicoes
1)0eD e V(0)=0
2)V(z) >0, Yz em D-{0}

e Funcao negativa semidefinida (definida)
Uma funcao V' : D — K € denominada de negativa semidefinida (definida)
em [) se —V € positiva semidefinida (definida).
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Exemplo
Uma funcao positiva definida muito utilizada em controle é

V(iz):R* = R=2"Qz; QeR™, Q=Q" (55)

Seja A; os autovalores da matriz (). Entao, pode-se mostrar que:

o V(x) é positiva definida <= 27Qzr > 0, Vo £#0 = X >
0, vi=1,2,...n

o V(x) é positiva semidefinida < TQr >0, Ye£0 <= )\ >
0, Yi=1.2 ..n

o V(x) é negativa definida < 2TQzr < 0, V2 #0 = )\ <
0, Yi=12 ..n

o V(x) é negativa semidefinida < TQr <0, Yr#£0 &= M\ <
0, Yi=1.2 ..n



Vizg):R* s R=21Qx; QeR™, Q=0Q7T (55)

Obs.

e Se V(x) definida pela Eq. 55 for positiva definida a matriz () é denominada
positiva definida.

e Também pode-se utilizar o conceito de menores principais de numa matriz
em vez de autovalores para verificar se a funcao V(x) € definida positiva
(definida negativa) ou semidefinida positiva (semidefinida negativa)



Exemplos:
Verificar se as fungoes abaixo siao positiva (negativa) definida (semidefinida)
admitindo que = € R3*!

1. V(z) = 2% + 23 + =3

2. V(z) =22 + 2120 + 322 + 22

3. V(z) =23 + x5 + 23 — 23

4. V(s) = 2% + 2xy20 + 75 + 15

5. V(z) = 23 + o3

=Y o AL
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4.2 Meétodo de Lyapunov

Sejam x = 0 um ponto de equilibrio de & = f(z), f: D - R"eV : D 5 R
uma funcao continuamente diferenciavel tal que:

o )V(0)=0

e V(z)>0 emD-—{0}

e V(z) < em D — {0}
Entao, r = 0 € um ponto de equilibrio estavel. Se ocorrer

e NV(0)=0
e V(z) >0 emD-—{0}

o V(r) <em D — {0}

Entao, r = 0 é um ponto assintoticamente estavel.
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4.3 Analise de estabilidade para sistemas lineares invari-
antes no tempo

Considere o segninte sistema autonomo:

rt=Ar AeR™" (56)
e seja V(x) definida como:

V(z) = 2" Pz

onde P € R™" ¢é simétrica e positiva definida. Com estas definicoes V(z) é
positiva definida e a sua derivada em relaciao ao tempo ¢ dada por:

V =il Pr + 2T Pi
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i=Ar AeR™" (56)

Da Eq. 56 obtem-se

#T — 4T AT
Assim _
V=2TATz + 2" Pi = 2T (ATP + PA)x (57)
On, _
V=—2TQx (58)
onde
PA+ATP=-Q (59)

A matriz Q é simétrica. Se @ é positiva definida entio V é negativa definida e
a origem € assintoticamente estavel.
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