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7. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Defini¢do: Uma variavel aleatéria continua é uma fung¢ao que pode as-
sumir infinitos valores num intervalo de nimeros reais.

Associaremos a cada subintervalo do seu dominio uma probabilida-
de usando uma fung¢do densidade de probabilidade (f.d.p.).

Defini¢do 1. Uma funcdo f(x) definida para todo x [a, b], é chamada
fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.) se satisfaz as seguintes
condigoes:

a) f(x) épositiva, para todo x € [a, b];

b : . :
b) fa f(x)dx =1, ou seja, a area sob a curva representativa de f(x),
entre as abscissas a e b, é igual a um.
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Observe que:

a) A funcdo f(x) ndo define uma probabilidade.

b) O que define uma probabilidade é o valor da integral definida de
f(x) no intervalo [x4, x;], por exemplo, que coincide com a area da
regido sob a curva de f(x), o eixo das abscissas e os limites de inte-
gracao.

c) Para calcular a probabilidade da v.a. X assumir valores entre x; e
X5, com x; < X,, precisamos resolver:
P(x; <X<x)= fx1 f(x)dx

d) P(X = k) = 0 porque [\ f(x)dx = [F(x)]§ = F(k) - F(k) = 0.
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e) Definimos a fungao distribui¢do acumulada (f.d.a.) da variavel
continua X, com f.d.p. f(x), por:

F(x)=P(X <x) = f_xoof(z)dz
Importante: Conhecendo a f.d.a.dav.a. X
P(x; <X <x3) =F(xz) — F(xy)

f) Se X é uma v.a. continua definida no intervalo [a; b] e f(x) é sua
f.d.p. definimos:

Média ou Esperan¢a Matematica: u = E(X) = f: x f(x) dx

Variancia: 62 = var(X) = f; [x — E(X)])*f(x) dx
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Exemplo 1. Dada a fungdo f(x) = 2x, x€[0, 1] pede-se:

i) Verificar se f(x) é uma funcdo densidade de probabilidade.

f(x) é positiva para x<[0, 1]

fx)

1 _.2|1 _
Jy 2xdx=x |0 =1

ii) CalcularP(0< X <0,5)eP(0,2 < X < 0,7).
e P(0<X<0,5)=x2°=0,25
e P(02<X<07)=x%y;=049-0,04 =045
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iii) Calcular a média dessa distribuicao

e u=EX)= folx (2x)dx = fol 2x% dx =

wilnN

311 _ 2
x> |5 ==
073

A seguir conheceremos trés modelos para v. a. continuas: os modelos
Uniforme, Exponencial e Normal, que sao uteis e muito usados em di-
versas areas de pesquisa.

Para cada modelo vamos conhecer sua f.d.p., seu grafico, sua média,
variancia e alguma forma simples de calcular probabilidades.
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8. ALGUNS MODELOS PROBABILISTICOS PARA V. A. CONTINUA

8.1. DISTRIBUICAO UNIFORME: ¢é a distribuicdo de probabilidades
mais simples. Sua f.d.p. é uma constante e P(x; < X < x,) é propor-
cional ao tamanho do intervalo.

Defini¢do 8.1. A v.a. continua X tem distribui¢do uniforme no intervalo
real [a, b] se a sua f.d.p. for dada por:

f(x)=—

Pode-se provar que: E(X) = ar(X) =
todo x € [a, b],

a)2

e F(x )=—para

Nota: As probabilidades calculadas em intervalos de mesma ampli-
tude sao iguais.
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Exemplo 1. Se X~U(0,10) calcular P(1 < X <3)eP(2< X < 4)

0.2
f(x)
0.15

01

0.05

. P(1<X<3):F(3)—F(1)=%—1—10=0,3—

X ~u(o, 10)

8

9

X

L
10

'
11

Para calcular probabili-
dades vamos usar a fun-
cdo de distribuicdo acu-
mulada:

x—0 X
F(x)— b_ T 10-0 10
01=0,2

. P(2<X<4):F(4)—F(2):%—%20,4—0,220,2
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8.2. A DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL é usada para descrever o tempo
até a ocorréncia de um evento.

Exemplos: tempo de vida de uma bateria de celular; tempo exigido pa-
ra um técnico executar certa tarefa; tempo de chegada de um carro a
um posto de pedagio etc.

Defini¢do 8.2. Dizemos que a v.a. continua X, definida para valores po-
sitivos, tem distribuicao exponencial de parametro A > 0, se a sua
f.d.p. é dada por:

fx)= ~ /A == exp(—x/4)
A A
Pode-se provar que:

E(X)=A,var(X)=2?e F(x) =P(X < x) = 1-e™*/* parax > 0.
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Exponencial(lambda=50)
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f(x)
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0.000
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X

Figura 8.1. Fung¢do densidade de probabilidade de X ~ exp(4 = 50)

Note que: P(0<X<50)> P(50<X<100)> P(200<X<250), ou seja, as
probabilidades calculadas em intervalos de mesma amplitude serdo
tdo menores, quanto mais distantes da origem estiverem os seus li-
mites.
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Para calcular probabilidades de uma varidvel com distribuicao expo-
nencial é mais comum usar a sua funcao distribuicdo acumulada:

Fx)=P(X<x)=1-e¥/*

Exemplo: Calcular a probabilidade da varidvel X ~ exp(4) assumir um
valor entre x; e x,.

P(xy <X <x3) =F(x3) -F(x)
1= e = [1 = e

— e—xl//l _ e—xz//'l
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Exemplo 2. A duragao da carga (em horas) de um determinado tipo de
bateria de celular é uma v.a. T, continua, com distribuicao expo-
nencial de média A = 50h. Calcular a probabilidade de que a carga des-
ta bateria dure entre 50 e 60 horas de uso.

1
Resolugo: Se T ~ exp(50) = f(t) = e S0 3 F(t) =1- e /%0, pa-
ra qualquer t > 0. Entdo:

P(S0<T<60) =[5 —e™/% dt = F(60) — F(50)
— e—50/50 _ e—60/50 — e—l _ e—1,2

=0,3679-0,3012 = 0,0667

". A chance de a carga desta bateria de celular durar entre 50 e 60
horas é de apenas 0,0667.
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8.3. 0 MODELO NORMAL (ou de Gauss)

A distribui¢do normal foi introduzida pelo matematico Abraham de
Moivre (1733) e é uma das distribuicdes probabilisticas mais impor-
tantes da Estatistica, pois é usada para descrever inimeros fendme-
nos fisicos, biolégicos e financeiros.

Defini¢do 8.3. Dizemos que a varidvel continua X tem distribuicao
normal, com parametros u e o2 se a sua f.d.p. é dada por:

__t _1ﬂ2] _
f(x)—amexp[ 2(0) , para—oo <x <

Pode-se provar que: u = E(X), 02 =var(X) e F(x) = P(X < x) é dificil
de ser calculada.
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Distribuigs normal (Média =1.8; Sigma = 0.2) Caracteristicas interessantes do

2.0

1.2 14 16 1.8 2.0 22 24

Figura 8.3. Distribuicdo normal com
médiayu = 1,8 edesviopadraoc =0,2. e

grafico da distribui¢do normal:

Tem a forma de um sino.

Tem uma assintota horizontal:
f(x)=0.

E simétrico em relacio ao pon-
to de abscissa x = pu.

Como a curva é simétrica:
PX>uw=PX<u)=05

e x =y éaabscissado ponto de maximo absoluto da fun¢do e coincide com

a mediana da distribuigdo.

e Os pontos de abscissas x; = 4 — o0 e x, = u+ ¢ sdo pontos de inflexao

da funcao.
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Fung3o densidade de probabilidade Funcdo densidade de probabilidade

Distribuig&o Normal com Sigma = 1 Normal com média = 0

g 0.2. g 0.2
0.1 K 0.1
0.0 0.0 J L
4 2 o 2 4 6 8 30 -20 10 o 10 20 30
X X
a) Médias diferentes e mesmo b) Desvios padrdes diferentes e
desvio padrao mesma média

Figura 8.4 Distribui¢ao normal com diferentes médias e variancias
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Calculo de probabilidades:
e Calcular P(x; <X<x,)= fxx: f(x)dx = F(x,) — F(x,) é dificil!

e Parafacilitar o calculo de probabilidades usamos uma tabela basea-
da de uma variavel normal padronizada ou reduzida.

Para padronizar uma variavel X ~ N(u, ¢2) usamos
X—u

— e Z ~N(u=0; c2=1)
As probabilidades P(0 < Z < z.) ou F(x,) = P(Z < z.) estdo tabe-
ladas.

e Para calcular P(x; < X < x,) padronizamos os limites de integra-
cdo e usamos a Tabua 1 para calcular a probabilidade:

P(x1<X<x2):P(Zl<Z<Zz)
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Exemplo 4. Assumindo que o peso de frangos ao abate tem distribui-
cdo normal de média 1,80 kg e desvio padrao igual a 0,14 kg, calcular
a probabilidade de encontrar um frango com peso

(a) superior a 1,80 kg (b) inferior a 1,90 kg
(¢) inferior a 1,70 kg (d) entre 1,80 € 2,00 kg
(e) superior a 2,10 kg (f) entre 1,60 e 1,70 kg.

Utilizando a Tabua 1:

X-1,80 1,80—-1,80
(a) P(X > 1,80) = P (20 > 28-10)

=P(Z>0)=0,50
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2 ~ Normal (Média = 0, Sigma = 1)

(b) P(X < 1,90) =P (Z <
=P(Z < 0,71)

=0,50+0,2611=0,7611

1,90—- 1,80)
0,14

ftz)

0 071
2

2 ~ Normal (Média = 0, Sigma = 1)

(©P(X<170)=P(z <

=P(Z < -0,71)
=0,50-0,2611 = 0,2389

1,70—1,80)
0,14

ffz)
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(d) P(1,80 < X < 2,00)
=P(0 < Z < 1,43) = 0,4236

(e) P(X > 2,10) = P(Z > 2,14) -
= 0,50 — 0,4838 = 0,0162 .

0.01618

o 2.14
2
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(F) P(1,60 < X < 1,70) i
=P(-143 < Z < -0,71)
=0,4236 -0,2611 = 0,1625

-1.43 -0.71 °
2

Também podemos calcular probabilidades usando a distribui¢do acu-

mulada de probabilidades da normal padrao, que é dada por:
Zc 1 £2
F(z,)=P(Z <z =f —— e 2dt
( C) ( C) w m

Essas probabilidades acumuladas também estdo tabeladas e para cal-
cular, por exemplo, P(x; < X < x,) fazemos:

P(x; <X<x,)=P(z,<Z<2z)=F(z,) —F(z))
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Exemplo 5. Admitindo que a altura dos alunos de Estatistica tem dis-
tribuicdo normal com média u = 1,67m e desvio padrao ¢ = 0,08m
calcule a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso ter altura:

a) P(X > 1,67) b)P(X >1,80) ¢)P(1,60<X < 1,75)
d) P(X < 1,50) e) P(X > 1,85)

Usando a tabela com as probabilidades F(z,) = P(Z < z.) temos:
a) P(X >1,67)=P(Z>0)=0,5
b) P(X >1,80) =P(Z >1,63) =1—-F(1,63)
=1-0,9484 = 0,0516
c)P(1,60 < X <1,75) = P(-0,88 < Z < 1,00)
= F(1,00) — F(—0,88) = 0,8413 — 0,1894 = 0,6519
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d)P(X <1,50) = P(Z <—-2,13) = F(-2,13) = 0,0166

e) P(X >1,85) =P(Z >225)=1-F(2,25)=1-0,9878
=0,0122

8.4. APROXIMACAO DA DISTRIBUICAO BINOMIAL PELA NORMAL

Podemos usar a distribui¢do normal, que é associada a variaveis con-
tinuas, para calcular valores aproximados para as probabilidades de
uma distribuicdo binomial, que esta associada a variaveis aleatdrias
discretas.

Exemplo 6. Uma moeda é lancada 10 vezes. Seja X o “nimero de caras
em 10 langamentos”, entdo a probabilidade exata de ocorrerem 7 ca-
ras ou mais é:
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PX>7)=P(X=7)+P(X =8)+P(X =9)+P(X = 10)
=0,117 + 0,044 + 0,010 + 0,001 = 0,172.

Podemos calcular um valor aproximado de P(X = 7) usando a distri-
buicao distribuicao normal de média

u=np=(10)(0,5) =5
e variancia
o? =np(1—p)=(10)(0,5)(0,5) =2,5

ou seja, vamos usar a variavel continua W ~ N(u = 5; 0% =2,5) para
calcular um valor aproximado para P(X = 7), em que X é uma varia-
vel discreta:

P(X =7)=P(W = 6,5)=P(Z > 0,949) = 0,1711
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Perceba que este valor obtido é bem préximo da probabilidade exata
calculada com a distribui¢ao binomial.

P(X =k)
0,001
0,010
0,044
0,117
0,205
0,246
0,205
0,117
0,044
0,010

X 10 0,001

Figura 8.5. Aproximacgdo da Binomial(10; 0,5) pela N(0,5; 2,5)

Densidade

OO UL WN = OX

O
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Observagdes importantes:

e Aaproximacgao de probabilidades da distribui¢dao binomial pela dis-
tribuicdo normal sera tanto melhor quanto maior for o valor de n e
mais proximo de 0,5 for o valor de p = P(sucesso).

¢ Quando o valor de n for grande (n — o) e o valor de p for muito
pequeno (p — 0), podemos obter melhores aproximagdes para as
probabilidades de uma Binomial (n,p) utilizando uma distribui-
¢do de Poisson (A = np).
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Suponha que o tempo de vida, T, de um virus exposto ao meio ambi-
ente segue uma distribuicdo exponencial com parametro 4 = 5 segun-
dos. Calcule a probabilidade do tempo de vida do virus:

a) estar entre 3 e 5 segundos, P(3 < T < 5).
b) ser superior a 4,5 segundos, P(T > 4,5).

c) ser superior a 4 segundos, dado que é superior a 3 segundos, ou
seja, P(T >4 |T > 3)

2) Quando a v.a. X tem distribuicio normal de média u e variancia 2,
escrevemos X ~N (u, 02). Com base nesta distribuicdo calcule:

a) P(X > 20) b) P(|X — ul < 1,50) c) P(IX — u| > o)
d) O niimero a tal que P(u —aoc < X < u + ac) = 0,89
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3) As notas finais de Calculo II dos alunos de p6s-gradua¢do em Enge-
nharia de Biossistemas tém distribuicao normal, com média 6,4 e
desvio padrao 1,4.

a) Um professor de Bioquimica decide atribuir conceito A para alunos
com notas superiores a 8,5; conceito B para alunos com notas entre
5 e 8,5 e conceito C para alunos com notas inferiores a 5. Em uma
classe de 50 alunos, qual é o nimero esperado de alunos com
conceito A? E com conceito B? E com conceito C?

b) Outro professor deseja atribuir o conceito A para 20% dos melho-
res alunos z(maiores notas), o conceito B para os préoximos 40% e
o conceito C para 40% dos piores alunos (menores notas). Encon-
tre as notas limites para cada um dos conceitos.

c) Qual método vocé acha mais interessante? Por qué?
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4) Para se ajustar a uma maquina a correia deve ter entre 60 e 62 cm

de comprimento. Tendo em vista o processo de fabricacao, o compri-

mento dessas correias pode ser considerado uma variavel aleatdria
com distribuicdo Normal de média 60,7 cm e desvio padrdo 0,8 cm.

Pergunta-se:

a) Qual a probabilidade de uma correia, escolhida ao acaso, ndo se
ajustar a maquina?

b) Um grande revendedor dessas correias estabelece um controle de
qualidade nos lotes que compra da fabrica: ele sorteia 4 correias do
lote e s6 aceita o lote se o comprimento médio estiver dentro do
tamanho aceito pela maquina. Calcule a probabilidade de aceitacao
do lote.

Dicas: Ver Apéndice
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5) As notas da parte de Biologia do exame de admissao ao Medical
College (EUA) tém distribuicdo normal com média 8,0 e desvio padrao
2,6. Dentre os 600 candidatos que fizeram o exame, quantos deverao
ter nota entre 6,0 e 7,07
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APENDICE

Pode-se provar que qualquer combinacao linear de varidveis normais
independentes também tera distribuicao normal, ou seja, se as va-
riaveis X;, X5, ..., X; formam uma sequéncia de variaveis independen-
tes com distribuicdo N (u;, 67) e ¢y, ¢y, ..., Cx S30 constantes quaisquer
entdo a variavel

W =3k ciXi = 1 Xy + X5 + - + i Xy
também tera distribuicdo normal com média
ww = E(ZL aXi) = IS E(eXy) = Ty aE(X) = X oy
e variancia

o =var(TL, ;X)) = XE var(c;X;) =X, cZ var(X,) = X, c?a?
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Exemplo! Uma corretora negocia titulos na Bolsa de Valores e utiliza
um modelo probabilistico para avaliar seus lucros. Suas aplicacdes
financeiras de compra e venda atingem trés areas: agricultura, in-
dustria e comércio. Admita que o seguinte modelo representa o com-
portamento do lucro diario da corretora (em milhares de reais):

L = 2LA+5L1 +3LC

Em que Ly, L; e L, representam os lucros diarios nas areas de agri-
cultura, industria e comércio. As distribui¢cdes de probabilidades asso-
ciadas a essas variaveis L,~N(3;4), L,~N(6;9) e L.~N(4;16). Su-
pondo independéncia entre os resultados das trés areas, qual é a pro-
babilidade de a corretora ter um lucro diario superior a R$ 50 mil?

Como o lucro diario da corretora, L, é uma combinacgao linear de trés
normais independentes, L tera distribuicao normal com parametros:
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U, = 2p, + 5Su; + 3puc =2(3) +5(6) +3(4) =48

o2 = 22(4) + 52(9) + 32(16) = 385

Entao L ~ N(48; 385) e, portanto,
L—48 _ 50-48
V385 ~ /385

Indicando que num determinado dia, a chance de a corretora ter um
lucro superior a R$50 mil é de aproximadamente 46%.

P(L>50) =P ( ) = P(Z >0,10) = 0,4602
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Exercicio. Se as n variaveis X;, i = 1,2, ..., n, tém distribuicdo N (u, %)
e sdo independentes, mostre que a nova variavel

1 1
M=; ?:1Xi=;(X1+X2+"'+Xn)

2
e o . A . O

tem distribuicdo normal com média u e varidncia —.
n

I Magalhdes, M.N.; Pedroso de Lima, A.C. No¢des de Probabilidade e Estatistica, EDUSP,
2008
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