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O modelo de Markowitz

N ativos com risco
* Retornos médios [rl e T
* Matriz de covariancia

Y —

Hipotese: positiva definida, i.é.,

VX0 Xx'Ix>0

*R, retorno minimo fixado

n.

.GijJ



O modelo de Markowitz

Modelo (formulacao classica)

1
min = w'>w
2
r'w=R,
>-a ij =1
j=1

Problema: minimizar uma funcao quadratica sujeito a
restricoes lineares
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Condicoes de otimalidade de Kuhn Tucker

Problema (P)
min f(X)
g,(x)<0 Vie{2,...,n}
h(x)=0 Vie{l2,...,m|
Xe R

Suponha f,g, e h convexas.



Se existem

A iel2,..m} m(x) jei2..,n} e XeRPtais que

Vf (X) + iZVhi (X) +iﬁng i(x)=0

£.9;(X)=0 Vje2,...,n|
g,(X)<0 Vje{l2..,n|
h(X)=0 Vie{,2,...,m}

< Entao X é solucao 6tima de (P)>
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Exemplo
* 3 ativos nao correlacionados

e \Variancias :
o’ =1 Vi

* Retorno meédios [1 ’) 3]t



Problema (carteira de minima variancia)

1

mlnz{a)faf +olol + wio?]
o

1 2 3]w, |=R,
| W5

@, +o, +w0, =1



Funcoes

Gradientes

h (o) =-w, -20, -3w, + R,

h,(w)=-w, -0, —w, +1

f () :%(a)f + ) +a)§)

Vh (o) =

Vh,(0) =
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Condicoes de Otimalidade

-, |+ 4

-1
—2

_— 3_

+ A,

w, + 2w, + 3w, = R,

W, +w, +w, =1
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Solucao

4_Re
-7 13 2 R, |
! L] |2

173 2,1 |2

w - |=-R
R L 3

| 2 3]

Substituindo na funcao objetivo

I R?
\/a)12+a)22+a)32:\/——2R0+—0
3 2
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Ponto de minima variancia em fungao de R,

R, =2= 0 ~0,58
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Conjunto de pontos eficientes

Para o modelo de Markowitz a solucao é
determinada pela solucao do sistema

o;0; —4R —1,=0 Vi
-1

j

Zn: o.R. =R,
i=1

Za)i =1

=1
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O modelo de Markowitz

Formulacdes alternativas (equivalentes)

max r'w
n

s.a Z;Wi
j=

Parametro de aversao ao risco

Limite superior do risco da carteira
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Modelo de Markowitz com restricoes de
venda a descoberto

1
Problema mmazaijwiwj
i, ]
n
Za)i Ri =R,
i=1

Zn:a)i =1
=1

w >0 Vie{l2,-,n}

<Prob|ema de programacio quadratica !! >
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O modelo de Markowitz com restricdes de
venda a descoberto

Construcao das condicdes de Kuhn Tucker
introduzem restricdes do tipo

ujgj(x):O

Inumeros aplicativos resolvem o problema



O modelo de Markowitz

Processo de investimento sob a perspectiva da teoria
moderna de portfolios

Modelo de retorno esperado

\ 4

Otimizacao de carteira

Estimativa de volatilidade e
correlacao

DN

Construcao da fronteira

Restricdes na escolha
da carteira

eficiente

Portfolio étimo

Objetivos do investidor

——

Ceima O RibeiTo
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Teorema dos dois fundos

As solucoes do modelo de Markowitz sao obtidas
através das solucdes do sistema

Sétimo > oo, —-AR —4,=0 Vi
j=1

Zn: o.R. =R,
i=1

Za)i =1

=1



Teorema dos dois fundos

A A A A
e ™= (601() ”,... ()% o® — (601(8) wéB),...,a)r‘,B))

sao solucdes do sistema Sétimo

entso VO El-w0[ 00 +(1-6)0™

é solucao de Sotimo

Importancia:combinacdes de solucoes eficientes (i.é.

resolvem o modelo de Markowitz) sao também
eficientes
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Teorema dos dois fundos

E possivel determinar dois portfélios tais que qualquer portfolio
eficiente pode ser replicado (em termos de média e variancia) como
uma combinacao destes dois. (ou seja, o investidor necessita investir
somente nestes dois fundos)



Teorema dos dois fundos
Matematicamente
3 o™ e »'® solugdes dtimas de Sétimo tais que

V @ solugdo de S6timo se escreve como

o =600 +(1-0)o'®
para algum 0 fﬁ )



Teorema dos dois fundos

Construcao dos dois fundos
Tome A;=1 e A,=0 e resolva

Zcija)j:Ri \vd (V(l))
j

Tome A;=0e A,=1 e resolva

Zaija)jzl Vi (V(Z))
]
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Teorema dos dois fundos

Exemplo (Luenberger)

Covariancia
Ativo R(%)
1 2,30 0,93 0,62 0,74 -0,23 15,1
2 0,93 1,40 0,22 0,56 0,26 12,5
3 0,62 0,22 1,80 0,78 -0,27 14,7
4 0,74 0,56 0,78 3,40 -0,56 9,02
5 -0,26 0,26 -0,27 -0,56 2,60 17,68
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Teorema dos dois fundos

Sejam

=1

V(1)50|U§50 de ZG--C{)- =1 Vie {1,2 ..... 5}
J

o =R Vie{l2,...5]

=1

solucao de
v 2.0
J



Teorema dos dois fundos

Os dois fundos serao

1 1
oA — v e p® — v(2)

2.V, 2.V



Teorema dos dois fundos

Assim
0,158 0,088 ]
0,155 0,251
o™ =|0,314 o® =10,282
0,038 0,104
10,334 10,275 |

e u,= 15,202 ¢,=0,812
Hg = 14,413 o05,=0,791



Teorema dos dois fundos
Vimos que

(A) (B) ~ , .. sy :
J @ @ soluges dtimas de SStimo tais que

V oo solucao de S6timo se escreve como

o =600 +(1-0)o'™®

para algum

0 c R



Teorema dos dois fundos

A carteira de minima variancia corresponde a um particular
valor

*

0 R

a)(é’*): 0 o™ +1-6")o'® ~ )
o




Teorema dos dois fundos

Carteiras eficientes

Qualquer carteira

satisfaz




Inclusao de ativo livre de risco

Ativo livre de risco ™™ (atorno certo rf
(i.6. ‘o= 0")

Covariancia com demais ativos é nula

E((R — Hg )(RF — Hgr )) =0



Inclusao de ativo livre de risco

Portfolio com ativos com risco e livre de risco

E(eR: + 1-a)R) =cE(R:)+(1-a)E(R)

c’(aR. +1-a)R)=(1-a)’c*(R)

Ativo livre de risco
Re

- Atlvos c0m rlsco
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Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

min %WtZW

> Rjo; +(1-> o;)Re =R,
i1 =1

weR"

Resolucao por Kuhn Tucker



Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

Reescrevendo
Y f@)=> Y om0,

i=1 j=1

h(w) =R, —iRja)j —(1—ia)j)RF

Derivadas parciais

——ZZGJka)

ow,
oh

—=—-R, +R
b, K F

Celma O. Ribeiro

32



Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

Na forma matricial

of ) )

80)1 — Rl + RF
Vi(w)=| : |=22w Vh(w) = :

a -R. +R.

ow, - B




Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

Condicoes de Kuhn Tucker

vi (>—<)+izthi (X) =0

hi(>‘<):Ol Vie{,2,...,m}
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Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

No problema em questao
22 c,0 — MR, —R;)=0
J=1
J=1

Matricialmente

20— A(R —R.[LL,...1]) =0

o' (R —R:[11,...1]") =R, - R,
matriz de covariancia

2



Cuja solucao sera (resolva primeira equacao e substitua na
segunda)

* R _R o
W =—2—"3"V com V=

vi> Ty




Modelo de meédia variancia com ativo livre de

risco

Caso particular: todos ativos com risco

>ty com
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[11.. lo=1

Verifique!
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Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

Exemplo
1] 1 0 0]
R. =05%  R=|2 >={0 1 0
3] 0 0 1]
(0.5
v=|15 Y=Y 1 1 1] *v=45
_25_
1 05 1 1 571
o=—|15|=|1 1 2
4.5 9 3 9
_25_




Modelo de meédia variancia com ativo livre de
risco

Teorema do unico fundo

Existe uma Unica carteira P de ativos com risco, tal que qualquer

carteira eficiente pode ser construida como uma combinacao entre a

carteira P e o ativo livre de risco

Celma O. Ribeiro
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Teorema do unico fundo

Idéia da demonstracao

a) determinacao das carteiras eficientes incluindo o ativo livre de risco

b) Na situacao anterior, especifica o que acontece se 100% é investido em
ativos com risco

a)
b)

v
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Exercicio - entrega 23/07 -

Apresente um relatorio com formatag¢ao adequada!

a) Construa a fronteira de eficiéncia do modelo de Markowitz, considerando o conjunto de acdes
empregado na primeira lista de exercicios. Use a ferramenta de otimizacao do MATLAB. Nao sera
aceito trabalho que utilize ferramentas prontas para construcao de portfélios!!!

b) Encontre o portfélio tangente e o portfélio de minima variancia
c) Apresente cada uma das acdes no grafico risco X retorno

d) Considere que a taxa livre de risco anual (252 d.u.) seja 10.8%. Cuidado com taxas
logaritmicas!!! Se um investidor deseja um retorno didrio de 0.07%, como deveria investir seu
capital nas agdes e no ativo livre de risco?

e) Inclua a restricao para cada agdo. Reconstrua a fronteira e discuta o que ocorre.

-0.1< w; < 0,5
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Outras medidas de risco

Valor em risco (Var)

Perda maxima do valor de um ativo ou carteira, em determinado periodo de
tempo, com um determinado nivel de confianca.

Considera-se o retorno da carteira, X, como uma variavel aleatdria e a funcao
de probabilidade acumulada da distribuicao de perdas,
F(a)=P(X >a)

F(b) =min{a| F(a) > b}

onde b é o percentil considerado e é a perda maxima tolerada.

VaR,(x) = F(B)



Problema de interesse minVaRl_ﬂ(X)
xe X

Dificuldades:
* Nao linearidade da funcao objetivo
* Auséncia de subadtividade do VaR



Valor em risco condicional(CVar)

Valor médio da cauda da distribuicao de retornos, para um dado
periodo e nivel de confianca

CVaR, ,(x)=E(f(x,S)] f(x,S)>VaR,_,(x))

f(x,S) = funcao de perda de um portfélio com variavel de decisao x e
variavel aleatéria S.

1-B = nivel de confianca

Celma O. Ribeiro
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Rockafellar e Uryasev (2000) desenvolveram uma abordagem para
determinar simultaneamente o CVaR e o VaR de um portfdlio,
resolvendo um problema de otimizacao:

minF,(ca)=min a+——  [(F(xS)-a)p(S)ds
(@) () 1_16 f (x,S)2VaR,_g (x)

ROCKAFELLER, R. T.; URYASEYV, S. Optimizaton of conditional value-at-risk: The journal of risk, n.2, p.21-
41, 2000.



Solucao: discretizacao

&ér)z(a+m(1 _'B)Zmax(f(x S;) — a, O))

\ N3o linear

Saida:

mlna+—ZY

(@)
Y, >0 Vie {1,2,...,m}
Y, > f(x,S)-a Viefl2,...,m}



Exercicio:

Encontrar carteira de minimo CVaR
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