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Motivacao

Avaliacdo de esforcos e falhas em pecas, componentes,
estruturas em geral

Ex: analise de elementos finitos (interpretacao de resultados)
Placa sob tracao com furo no centro

Exemplo de componente de tensdes plotada
em escala de cores:




Solido deformavel ) PEFUSP

Seja um solido deformavel, submetido a carregamentos de
volume e de superficie

Carregamentos:
Volume f* (ou f*)

Superficie f° (ou ES) i
N
fo & 2 fS
X f
fE = o
iy
fS

Solido em equilibrio estatico



Corte realizado no sélido deformavel ) PEFUSP

As partes (I) e (I) também devem estar em equilibrio

acoes de (Il
em (I) pelo
plano «a

(1)

acoes de (I)
em (II) pelo
plano «




Vetor tensdo média e vetor tensdo L&) PEFUSP

Define-se:
AF
P = — Pm = Ppm(P,a,AS) Resultante
AS AF
P tensao media P@
AF AS
No limite: p=A1§r30A—S
p = lim pp p=pPa)

p: tensao em P segundo o plano a

Um vetor nao é suficiente para descrever o estado de tensao
de um ponto!



Decomposicao do vetor tensao

Seja n o vetor normal exterior definido
pelo plano de corte «

Podemos decompor a tensao assim:

p=lo+Tt

o =lojn

Vetor tensao normal

g=p-n T=p-o0
Escalar tensao normal

Vetor tensao tangencial
og>0 Tracao ou de cisalhamento

g <0  Compressao 6



Interpretacdo da acdo e reacdo no contexto {¢:PEFUSP

p(P,n)5% + p(P,—m)6% + p(P,ny)63 + p(P,—n,)53
+ p(P,ny)63% + p(P,—n,)83 + fB(P)§* =0

Quando 6§ - 0




Planos particulares de corte e nomenclatura {£; PEFUSP

Direcoes particulares de corte eq, e,, e;
p(P,e) =Ty e, +Tze; + Tise;
ou
p(P,e) =Ti1e; +Tye; +T31€5

Ha duas notacdes possiveis (de acordo com a referéncia):

Notacdo 1: Tyj;: i refere-se a direcdo do plano de corte e j refere-se
a direcao associada aquela componente
Notacdo 2: Tj;: j refere-se a direcdo do plano de corte e i refere-se
a direcao associada aquela componente
Apesar da aparente confusao que isso poderia causar, depois
veremos que T;;= T;;. Assim, & importante aprender a conviver
com ambas as notacoes.



Planos particulares de corte e nomenclatura (¢ ) PEFUSP

O mesmo vale para as direcoes e, e e;
Seguindo a notacao 1

p(P,e;) =Tyie; + Tye; + Trses

p(P,e3) =Tz e, + T3e, + T33e;
Com indices genéricos, escreve-se:

p(P,e) =Ty e, +Te, +Tizes = z:]'3=1£'jej

Plano de corte indicado pelo indice i Componente de tensao indicada pelo indice j




Componentes escalares de tensao &) PEFUSP

p(e;) =Ty eq +Tiye; + Tize;
p(eZ) = T21el + TZZeZ _|_ T2363

ples) = Tsieq + Tsre; + Tase;

ple) =21 Tye;

X3 )
Acao-reacao »
p(—e;) = —p(ey) I
=T €1~ TZZeZ - T2363 { (I) T21 : (”)
21€1 ~ ( 77777777 /
p(—ez) T23/;”,':’ """""""""
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Estado de tensao de um ponto ) PEFUSP

Grande utilidade para avaliar o “esforco interno” associado a
um ponto de um sélido

Sera importante para estabelecer critérios de resisténcia:
Como e porque o material falha?
Ex: ductil vs. fragil e diferentes critérios que possuem relacao com
diferentes interpretacdoes sobre o estado de tensao de um ponto
(candidato a falha)

Obs: em uma analise (ex: elementos finitos), cada ponto

(material) possui um estado de tensao distinto.
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Equilibrio de um tetraedro infinitesimal €} PEFUSP

Vamos analisar as forcas em um tetraedro infinitesimal com
vértice em um ponto arbitrario P de um solido

e3 P

p(—ey)

Isolando o tetraedro, ficam
expostas as tensoes nas quarto
faces e,

12



Propriedades geomeétricas

Vamos utilizar as seguintes relacdes entre as areas das faces

V—lSh—lS ki
37 37\

p €3
n
h V € o volume do tetraedro
ns h S é a area da face frontal
n, h é a altura
N n; € componente da normal n
e; S; € a area da face ortogonal
h a0 eixo e;

n Si = TliS
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Explicando essas relacoes geométricas (&) PEFUSP

Projecao da face inclinada em um plano que:

contém a origem;
paralelo ao vetor normal a face inclinada n e ao vetor es;

intersecta o plano e;e, em algum vetor e,,.

€3
\ h
| cos(@) = -
3
nsh; = h

", o 1y I:> 3113

Fins cos(6) =
6 1 \
e
De modo geral:  n;h;=h

1 1 1 ,
Volume: V = §Sh - §Sihi - §Sin_ Areas: S; =n;S
14



Equilibrio de forcas no tetraedro ) PEFUSP

A resultante de forcas no tetraedro €
R =pm)S + p(—e;)S; + p(—e;)S, + p(—e3)S; + f°V =0
Dividindo-se por S

1
p(n) + p(—e;)n, + p(—ez)n, + p(—e3z)n; + _th =0
Arestas infinitesimais :> Tomar o limite h — 0 :> th =0

Portanto
p(n) = p(e;)ny + p(ez)n, + p(es)n;
ou

p(m) =3i,p(e)n; = L, |(TlqTijei)ni| = 2/, [(Z1Timi ) e
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Tensor das tensoes (Cauchy) (¢} PEFUSP

Escrevendo a equacao vetorial na forma de trés equacodes

escalares:
p1 =Ty + Tyyny, +T31n3

P2 = Tiong + Toon, + T3on4
p3 = Ty3ny + Tysn, + T33ng

Escrevendo matricialmente:

P1 Ty, Ty Tsq1][Ma
P2 T, Ty, Tsyf|M2
ns

P3 Ty3 Ty3 Tss

[Tl =[ple) ples) ples)] |

Esta forma evidencia um operador T denominado tensor das
tensodes (Cauchy):

p(n)=Tn
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Equilibrio de momentos no tetraedro (&) PEFUSP

Propriedades geomeétricas relacionando os centros de gravidade
das faces do tetraedro

G € o centroide da face frontal
de d.'X'3)
37 3
dx; é a altura do tetraedro alinhada com e;
G; € o centroide da face ortogonal a e; A

G; € a projecao paralela ae; de G

d
tem coordenadas ( ;Cl,
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Equilibrio de momentos no tetraedro (&) PEFUSP

Vamos considerar que as componentes das tensdes atuam
nestes pontos™

O equilibrio de momentos se escreve

Mg =0 & IMg =3IMg =3IMg =0

€3
E; é o eixo paralelo a e; passando (E
por G (e também por G;) p(n) N
T4 4T1,2 Tyq EZ
T, ¥ >
T ya Ti3 >
23 AT
T 31 e,
*E garantido que os centroides estdo E T33
1

dentro das faces do tetraedro para
quaisquer dx;, o que permite fazer o limite
infinitesimal e, 18



Equilibrio de momentos no tetraedro ) PEFUSP

Para o eixo E;

dx, dx;
XMy = T,35; 3 I3253 3 =0
Entao
dx,dx;\ dx, dx,dx,\ dxs
Ty3 = T3;
2 3 2 3 e;
A
Portanto p Es
p(n)
T3 = T3y A
T54 ‘T12 Tis EZ
T, o> YT >
T3 7< i Ty, - e,
El T33

e, 19



Equilibrio de momentos no tetraedro ) PEFUSP

Para o eixo E,

dxs; dx,

EMp, = 13,53 3 I135, 3 =0

Entao
dx,dx,\ dxs dx,dx;\ dxq
T34 5 3 = Ti3 2 3
33 A E
Portanto p 3
p(n)
I3, = T3
E,
> ez

e, 20



Equilibrio de momentos no tetraedro ) PEFUSP

Para o eixo E;

dxy dx,

EMp, =155 3 1515, 3 =0

Entao
dx,dx;\ dxq dx,dx3\ dx,
T1; 5 3 =T51 2 3
33 A E
Portanto ’
p(n)
T1; = Tyq
E,
> ez

€1 21



Equilibrio de momentos vetorialmente (&) PEFUSP

Alternativamente, podemos escrever a soma vetorial de
momentos em torno do baricentro G

IMg; = p(n)S M"‘ p(—e;)S; X (G; — G) + p(—ez)Sy X (G, — G) + p(—e3)S3 X (G3 —G) =0
0

Vamos avaliar a primeira parcela

p(—eqy) Sy X (G —G) =

dxy
(—T,1e1 — Tipe; — Ti3e3) nyS X —T‘ﬁ =

hS hS
(Ty11eq + Tipe; + Tize3) X €4 3 = ?(T1ze3 —Tize5)

*h = nidxl-
22



Equilibrio de momentos vetorialmente (&) PEFUSP

A segunda e terceira parcelas sdao similares e podem ser obtidas

da primeira permutando os indices 1, 2 e 3 ciclicamente M
A soma de momentos fica @ é}
hS hS hS —
XM = ?(Tues —Ti3e3) + ?(T23€1 —Tye3) + ?(T31ez —T3,e,) =0

Reorganizando esta soma, temos
(To3 —T3z)eq + (T31 —Tiz)ey + (T —Tr1)e3 =0
As trés componentes tem que ser nulas. Conclusio:
T3 =Ts,

T31 =Ty3

T, =Ty
23



Conclusao: simetria do tensor das tensdes (&} PEFUSP

A matriz
T11 T21 T31
[T] — T12 T22 T32
T13 T23 T33
é simétrica!

Dizemos que o tensor das tensoes de Cauchy T € um tensor
simeétrico.

24



Equacoes diferenciais de equilibrio

Agora o interesse nao € mais estudar o estado de tensdao em

um ponto, mas estudar como a tensao varia entre pontos
vizinhos

Dessa forma representaremos um pequeno volume do solido
(um paralelepipedo)

€1

E necessario considerar:

Variacdo de tensdo entre faces paralelas (derivadas)
Forcas de volume

25



Representacao dos esforcos nas faces

(componentes) ) PEFUSP

Esforcos nas faces cuja normal é e,

d0T;3 T12
T13 + Ox dx1 \
1 Tll
T13
dxs
dx1
oT
dx T12 + P 112 dx1
2 0Ty,
T11 + dx1

dxq 26



Representacao dos esforcos nas faces

(componentes) ) PEFUSP

Esforcos nas faces cuja normal é e,

dxz aTZl
T, +
21 axz

dXz
27



Representacao dos esforcos nas faces

(componentes) ) PEFUSP

Esforcos nas faces cuja normal é e;

T +aT33d T
33 9 X3 32 T

T31 + ox. dx3 | /

28



Equilibrio de forcas na direcao e, PEFUSP

aTll
axl

f1B 0T34 aTZl
T31 + 6X3 dX3 -I—T21dx1dx3 + axz

d 0T5;
+T31dx1de + —
11

:/—>

N +fEdx;dx,dx; =0
ﬁ\}ﬂ 1 AxX1aXx,0X3
| 7
<dx2 aTz1 aTll aTZl aTSl

Ty +——dx + + +ff=0
dx, 21 dx; 2 axl axZ aX3 f

TlldedX3 + dxldxde3 — TlldedX3

dx,dx{dx3 — Toqdx;dxs

dxsdx{dx, — T31dx1dx,

29



Equilibrio nas outras direcdes {€} PEFUSP

Analogamente para as outras direcoes:

dT. dT. aT:
12 9722 9732
dx; 0x, 0x3

+fy =0

aT oT aT
13 023 0733 B _

30



Equacodes diferenciais de equilibrio PEFUSP

E possivel reescrever as mesmas equacoes vetorialmente
utilizando-se do tensor das tensoes da forma:

divT+ ff=0

Em que divT é o divergente do tensor das tensdes
O divergente de um tensor de segunda ordem é um vetor

= [p(e1) p(ez) ple;)]

0 d d
divT = —p(eq) + 7—p(ez) + =—p(e3)
o, 9%, 97,
d
—p(ey) = =— (T11eq + Tipe; + Tise3)
dx4 dx4
0
—p(ez) = =— (Ty1eq + Trre; + Thze3)
dx, dx,
0

9% —p(e3) = — (Tz1eq + T3;e; + T33€3)
X3

0x3 31
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