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1 Introducao

A lei de Fick para membranas (equagao 16 da aula passada) implica que a per-
meabilidade de uma membrana a um soluto n é dada pela razao entre o fluxo do
soluto pela membrana e a diferenca de concentracao do soluto entre os dois lados
da membrana:
P, =— il —. (1)
Cp — G
Esta equacao nos sugere como se pode medir a permeabilidade P, de um dado
material a um soluto n. Pode-se tomar uma lamina do material, de uma dada
espessura, e usa-la para separar dois compartimentos cheios com uma solucao cujo
soluto seja n (veja a Figura 1).

o
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Figura 1: Esquema do método para medir a permeabilidade de uma lamina de um
dado material a um soluto n. A lamina esté indicada em vermelho. O volume do
compartimento 1 é V] e a concentracao de n nele é cL; O volume do compartimento
2 ¢ V5 e a concentragao de n nele é ¢2.

As concentracoes do soluto nos dois compartimentos podem ser medidas por
métodos quimicos ou 6pticos ou por detectores de radiacao no caso de solutos
radioativos. O modulo do fluxo pode ser estimado tomando-se a diferenca da
concentracao do soluto em um dos compartimentos entre dois instantes diferentes
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de tempo e dividindo-se essa diferenca pelo tempo entre as duas medidas e a area
superficial da lamina,
eh(ta) = en(ty)]

[&nl = (ty —t1) A

Pela equagao (1), a permeabilidade do material ao soluto n sera dada pela razao
entre o modulo do fluxo e o modulo da diferenca das concentragoes nos dois
compartimentos.

Note que, como a equacao (1) foi obtida sob a hipotese de regime estacionario,
o método descrito acima s6 é valido se o fluxo for suficientemente pequeno para
nao alterar substancialmente as concentragoes nos dois compartimentos entre os
dois instantes de tempo utilizados.

Este método, porém, dificilmente poderia ser usado para medir a permeabi-
lidade da membrana de uma célula. Imagine as dificuldades técnicas envolvidas
para se extrair a membrana de uma célula microscopica e formar uma particao
entre dois compartimentos com ela.

Como podemos medir a permeabilidade de uma membrana celular?

Se considerarmos que a difusao entre os lados interno e externo de uma célula
¢ equivalente a um processo de difusao entre dois compartimentos, como ilustrado
na Figura 2, pode-se encontrar um método para estimar a permeabilidade de
uma membrana celular baseado no chamado modelo de difusao entre dois
compartimentos.

Cn cn A ch
\, ¢’1 Pn

v, Vi Va

célula em um banho compartimento 1 compartimento 2

Figura 2: Esquema do modelo de difusao entre dois compartimentos. A figura da
esquerda ilustra a situacao experimental de uma célula imersa em um banho. A
area da superficie da célula é A e as concentracoes do soluto n no interior e no
exterior da célula sdo, respectivamente, ¢, e c¢. O volume da célula é V;, o volume
do banho ¢ V, e o fluxo pela membrana da célula é ¢,, (positivo para fora). A
figura da direita mostra dois compartimentos, de volumes V; e V5, separados por
uma membrana de drea A. As concentracoes do soluto n nos compartimentos 1 e
2 530, respectivamente, cL e ¢2 e o fluxo do compartimento 1 para o 2 é @,.
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2 Aproximacao de membrana fina

Vamos considerar dois compartimentos de volumes V; e V5 separados por uma
membrana de area A, como no desenho da direita na Figura 2. Vamos supor o
seguinte:

e As solugoes nos dois compartimentos estao bem misturadas, de maneira que
a concentracao do soluto n é uniforme no espaco dentro de cada comparti-
mento e depende apenas do tempo t. As concentragoes nos dois comparti-
mentos serdo designadas por cl(t) e c2(t).

e As particulas do soluto sao conservadas, ou seja, nao ha reagoes quimicas
presentes que criem ou destruam particulas do soluto. Se NNV,, for o niimero
total de moles do soluto n nos dois compartimentos, esta condicao implica
que

Vieh(t) + Vac2(t) = N 2)

e O nimero de particulas de soluto dentro da membrana a qualquer instante
de tempo é desprezivel em comparacao com as quantidades presentes nos
dois compartimentos.

e A qualquer instante de tempo, a relacao entre o fluxo e a diferenca de
concentracoes é dada pela primeira lei de Fick para membranas,

Ou(t) = P (¢, — 1), (3)

onde ¢, (t) é o fluxo de particulas do compartimento 1 para o 2.

Note que a ultima suposicao é uma hipotese forte, pois implica assumir que
uma condicao que, rigorosamente, s6 vale no regime estacionario é valida também
quando as concentracoes e o fluxo variam no tempo.

O fluxo ¢, se relaciona com a variagao da concentragao no lado 1 por:

1 dN?

(bn:_A dt <4)

Para entender esta equacio, note que se dN!/dt > 0 isto implica que o nt-
mero de particulas no compartimento 1 cresce. Isso significa um fluxo liquido do
compartimento 2 para o 1, que é negativo pela convengao adotada para o sentido
positivo de ¢,. Por outro lado, se dN!/dt < 0 o fluxo liquido é do comparti-
mento 1 para o 2 e deve ser positivo. E por isso que se usou o sinal negativo na
equagao (4).

Da definicao de concentragao, temos que

Nl
c}l = 7? = N% = c}lVl.
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Substituindo este resultado na equagao (4),

_ld (ciLVl) _Edc}l(t)

e S TE iy R T

Usando ¢,, dado por (3) nesta equacao,

Vide,(t) _ /4 2

dey(t) AP, 5
dt - ‘/1 (Cn<t) - Cn(t)) : <6>

Isolando c2(t) na equagdo (2) e substituindo em (6):

-4 e (- )] --on (- 4) -

de} (t 't '(t) N, N,
b yp (Vi) Ve Ni Y [V N
dt ViVa ViVy ViVa ViVs

O termo V1V5/ (V1 + V) na expressao acima tem dimensoes de volume. Em
analogia com o conceito de massa reduzida da mecanica, vamos definir o volume
reduzido dos compartimentos de volumes Vj e V5 como:

AL
N e 23

(7)

Com esta definicao, podemos escrever:

del (t) Vit N,
Y aAp, (2
dt (‘w m%)i

1
de, (t) N AP, o (t) = AP, .. s)
dt Vi ViV
A equacgao (8) é uma equagao diferencial linear ordinéria de primeira ordem
com coeficientes constantes. A solucao de equacoes desse tipo foi revista no Apén-
dice da aula de Cinética Bioquimica (veja a equagao (A8) do apéndice). Portanto,
a solugao de (8) é:

en(t) = ,(00) = (e3(00) — ¢, (0)) 77, (9)

onde c}(0) ¢ o valor inicial da concentracio do soluto n no compartimento 1,

cl(00) é o valor final (assintético) da concentracio do soluto n no compartimento

1, dada por
|74

_ "N, 10

¢, (00)
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e 7 ¢ a constante de tempo que governa o processo de variacao exponencial da
concentragao, do seu valor inicial para o seu valor assintotico, dada por
Vi

T (11)
Quando o valor assintotico de cl(t) é atingido, a concentragio nao varia mais
no tempo.
Os mesmos passos acima podem ser executados para se obter a solucao para

2

c; (t) (faga como exercicio). Ela é dada por

ch(t) = ¢ (00) — (¢ (00) = cn(0)) 7"/7, (12)

n n

onde ¢2(0) ¢ o valor inicial da concentracao do soluto m no compartimento 2,

c?(00) é o valor assintotico de c2(t), que é igual ao de cl(¢),

n

cn(00) = ¢,(00) = ¢(00),
e T ¢ a mesma constante de tempo dada por (11).

Como os valores assintoticos das duas concentragoes sao iguais, o estado assin-
totico é um estado de equilibrio (lembre-se do processo de equilibrio estudado na
aula passada). No estado de equilibrio, o fluxo ¢,, entre os dois compartimentos
é nulo.

Por causa disso, vamos chamar a constante temporal 7 de 7., (“tau de equili-
brio”), pois ela é a constante de tempo com a qual os dois compartimentos tendem

ao equilibrio:

V;
Teq = AP (13)
[gualmente, podemos reescrever as equagoes (9) e (12) como:
enlt) = ea(00) = (ea(00) = ¢,(0)) ™™, (14)
e
i (t) = cp(00) — (cn(00) — 0721(0)) et/ (15)

Desenvolvendo um raciocinio semelhante ao feito acima para o fluxo ¢,(t),
obtemos que ele também decai exponencialmente no tempo em direcao a zero
com a mesma constante temporal 7q.

Da equagao (10) e da defini¢cao de V, temos que o valor da concentracao de
equilibrio é,
= Vr N, = N .

ViVy Vi+V,
Ou seja, no equilibrio o ntimero total de moles do soluto n esta distribuido uni-
formemente pelo volume total dos dois compartimentos, Vi + V5.

Cn(00) (16)
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Substituindo a equagao (2) em (16) (lembre-se que a equagao (2) vale para
qualquer t), obtemos uma expressao para a concentragao de equilibrio em termos
das concentracoes iniciais:

No _ Vich(0) + 14 (0)

= — 17
Vi+V, Vi+ Vs 1)

n(00)

Podemos observar os comportamentos das concentracoes e do fluxo fazendo
graficos dessas quantidades em funcao do tempo. Um exemplo estd mostrado na
Figura 3.

M
14
12 cn(t)
- ca(t)
0,6
04
a2 ‘?Sn; (t)
o F
[} 1 2 3 4 5 t l,{' TEq

Figura 3: Variagdo temporal das concentracoes c,. e ¢ e do fluxo ¢, para o modelo
de difusdo entre dois compartimentos. O eixo vertical mostra ¢}, ¢ e ¢, e o eixo
horizontal mostra o tempo parametrizado pela constante de tempo 7. Para
a construcao do grafico, as escalas foram normalizadas pela seguinte escolha de
parametros: N,/ (Vi +V3) =1, Vo =4V; e P, = 3/4. Como condigoes iniciais,
usou-se ¢ (0) = 1,4 e ¢2(0) = 0,2.

Note que embora a constante de tempo seja a mesma para c.(t) e c2(t), as

taxas de variagio de cl(t) e ¢2(t) ndo sdo iguais:

del(t) _ (Cn(OO) - Col”t(o))e—t/Teq
dt Teq

(18)

dei(t) (cn(00) — 2(0)) ot/ Tea

— 19
dt Teq (19)

Uma analise da expressao (13) para a constante de tempo de equilibrio nos
diz que quanto maiores forem a permeabilidade P, ou a érea da membrana A,
IMENOT SETa Teq. Isso faz sentido intuitivamente, pois aumentando-se a permeabi-
lidade ou a area da membrana aumenta-se o fluxo através dela e, portanto, mais
rapidamente o sistema chega ao equilibrio.
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Por outro lado, aumentando-se o volume dos compartimentos (isto ¢, aumentando-
se V) aumenta-se a constante de tempo 7eq. Isso também faz sentido intuitiva-
mente, pois um aumento nos volumes dos compartimentos implica num aumento
da quantidade de soluto que tem que se difundir até que se atinja o equilibrio,
causando um aumento no tempo necessario para o estabelecimento do equilibrio.

Outra observacao importante é que V. ¢ dominado pelo menor dos dois volu-
mes. Por exemplo, se V7 >> V5, entao

A A
T+ v T
Jase Vo >> V), entao
Vi Vs 0%
2 Ve _

V4V

Isso é importante para o caso de uma célula em um banho, como no desenho
da esquerda na Figura 2. Em geral, o volume da célula V; é muito menor que
o volume do espaco extracelular V. onde ela se encontra. Entao, para o caso de
uma célula em um banho

V, = V.. (20)

3 Condicao de validade da aproximacao de mem-
brana fina

Os resultados obtidos na secao anterior sao validos para a aproximagao de mem-
brana fina. O ponto central dessa aproximacao foi a hipotese de que a lei de Fick
para membranas é valida a cada instante de tempo.

A lei de Fick para membranas foi obtida (veja a aula passada) para o caso de
um fluxo estaciondrio através da membrana, implicando que a concentracao de
soluto varia linearmente através dela.

Portanto, ficou implicito no estudo feito para uma membrana fina que o fluxo
assumido como existente através da membrana até o equilibrio ser atingido é
estacionario.

Esta condigao ¢ valida apenas quando 7eq >> Test, OU seja, quando o tempo
que o sistema leva para chegar ao equilibrio ¢ muito maior que o tempo que ele
leva para atingir o estado estacionario.

Neste caso (e apenas nele) a aproximagao feita de usar a lei de Fick para mem-
branas para descrever o fluxo entre os dois lados pode ser considerada adequada.

Para determinar até que ponto a aproximacao de membrana fina é boa, vamos
calcular a razao entre as constantes de tempo de equilibrio (7.4) e de estado
estacionario (7 ), usando as equagoes (13) desta aula e a equagdo (22) da aula
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passada (repetida abaixo por conveniéncia):

d2
= 21

A razao entre elas é: )
Teq V,.mD,, (22)

Test  APd?’
Substituindo a expressdo para a permeabilidade (equagao (15) da aula pas-

sada),

d 9

I

m (22), obtemos:
Teq V.n?D,d B V.2

— = . 23
Assumindo que k,, = 1 para simplificar,
2
Teg _ Vo (24)

Test, - Ad .

Se esta razao for grande, a aproximacao de membrana fina é boa.

Para uma célula tipica, o volume da solucao externa a ela é muito maior que
o volume da solugao no seu interior, V., >> V;, de maneira que podemos usar a
aproximagao dada por (20) e escrever:

Teq Vi
Test Ad .

(25)

Aproximando a célula por uma esfera de raio r, o seu volume e a sua area
superficial sao, respectivamente:

4
Vi = §7T7“3 e A= dmr?

de maneira que

Vi r
A 3
Portanto,
2
Teq T
I 26
Test 3d ( )

Um valor tipico para r de uma célula ou organela é 1 pm, e para d ¢ 10 nm.
Para estes valores,
T4~ 330,
Test
Isto implica que, para células tipicas, a aproximagao de membrana fina é uma boa
aproximacgao.
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4 Método experimental para a determinacao de
P, para membranas celulares

Alguns métodos experimentais para se medir a permeabilidade de membranas
celulares a varios tipos de solutos sao baseados no modelo de difusao entre dois
compartimentos apresentado nesta aula.
Segundo esse modelo, a concentracao intracelular de um soluto n varia no
tempo de acordo com a equagao (9):
c(t) = €,(00) = (ch(00) = ¢, (0)) e, (27)

Vamos supor que o volume da célula é muito menor que o volume do espaco
extracelular, de maneira que a constante de tempo de equilibrio é dada por:

Ve
Ta = 4p Y AP

(28)

onde V; é o volume da célula e A é a area da sua superficie.
A equagao (27) pode ser reescrita como,

Tomando o logaritmo dos dois lados da expressao acima, obtemos:

s

Se tivermos um meio de medir a concentracao intracelular de n em funcao de
t, de maneira que se possa determinar o valor assintético ¢! (oo), um grafico em
coordenadas semi-logaritmicas da quantidade entre parénteses na equagao (29)
em funcao do tempo tera a forma de uma reta com inclina¢ao negativa (igual a
—1/Teq)-
Portanto, determinando 7,4 pela inclinagao da reta e estimando o volume V; e
a area superficial A da célula, podemos obter uma estimativa experimental para
P, usando a equagao (28):
Vi

ATeq '

P, (30)
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