MAT022S - Func¢oes Analiticas
Lista 2

1° Semestre de 2023

(1) Dado z = x + yi, escreva cada funcdo f(z) abaixo na forma f(z) = u(x,y) + iv(x,y):

(a) f(z) =lzl; (b) f(z2) =% (c) f(z) =Vz
(d) f(z) = e () f&) =2 ~22+7; (f) f&) =2 +z+1;
() ) = Ty () f2) =2+ () £ =] - 753

(2) A defini¢do de limite nos diz que, se () for um aberto de C, zp € Qe f: O\ {zo} — C for uma funcdo,
dizemos que le f(z) = w, se: para todo € > 0 existir um § > 0 tal que
Z—2Z0

VzeQ,0<|z—2] <d=|f(z) —w| <e.
Se f(z) = u(z) +iv(z), e w = a + bi, mostre que
lim f(z) =w < limu(z) =ae limov(z) =b

Z—2Z0 Z—2Z0 Z—20

(3) Calcule, caso existam, os seguintes limites, justificando sua resposta:

z2—-2 z+1i z iz2+1
li b) 1 —_ lim — d) lim
(@) im —— (b) im0 (e) lim () tim ==
23— 81 e* — é%
li
(e) z—1>r£12i z+2i (f) zlir(l) Im( )

272 —3iz+2
z—2i

(a) Calcule lim‘f(z).

(4) Seja f(z) =

(b) Usando a defini¢do, mostre que lim f(z) = 5i.

z—2i

(5) Mostre que o limite lim I ndo existe. Prove ue, dado w € S!, temos
q ey q
—0

se o limite for feito por um caminho retilineo adequado.

(6) Mostre que as funcdes abaixo sdo continuas nos pontos especificados:



(a) f(z) =z"—iz+3—2iez i; (b) f(z) o el Rkl
. 23 -1
— 3 _ 1
(c) f(z) = ﬁezo—l—kz (d) f(z) = Z_l,se\z];é " oezg=1;
SRR 3,se|z| =1
22 —1
(e) f(z) _ 22+Z+1’ SC|Z| 7& 1/ ezp = 1+1\/§
~1+iV3 2
T,se\z|:1

(7) Seja f: ) C C — C uma fungdo e zg € (2, com (2 aberto em C. Se f for holomorfa em zp,, mostre que f
¢ continua em zg. Se g estiver definida em () e for holomorfa em z(, mostre que ( f+ g) serd holomorfa em z
e

(f +8)'(20) = f'(20) + &'(20)-

(8) Sejam f,g: 2 C € — C fungdes holomorfas em zg € () (com () aberto). Prove que a fungdo produto
f(z)g(z) serd holomorfa em z e vale a regra de Leibniz:

(f8) (z0) = f'(20)8(20) + f(20)8’ (20)

(9) Sejam Q) um aberto de C, zg € Qe f: Q) — C uma fungdo holomorfa em zg com f(zg) # 0. Prove que a
funcéo f(1 ) estd definida numa vizinhanca aberta de zg e € holomorfa em zg, com:

LA (CON
f (f(20))?

(10) Determine onde f’(z) existe e calcule seu valor quando

(a) f2) =2 — (@ +30)2 =5 (b) f(2) = e () f(z) = e
(@) f(2) =2 (e) flz) =22 +iy? (f) f() = 2Im(z);

(8) f(z) = (¥ —y*—y) +i(x+
2xy).

(11) Dado z = x + yi, verifique, em cada caso, se sdo satisfeitas as equa¢des de Cauchy-Riemann. Se sim,
apresente um dominio apropriado.

(a) f(2)
(c) h(z)

(e) f(2) €

(b) g(2) =y +ix
|2 (d) k(z) = e¥(cos x + iseny);

x—1 _ y
_1)2+y2 (x_1)2_|_y2

x2+y2 x2+y2

eg(z) = L sdo analfticas para todo C \ {0}.

(12) Mostre que as fungdes f(z) = 2



x Yy

=25 72 ix2 ey .g(z) =|z|* e h(z) = €% ndo sdo analiticas em nenhum

(13) Mostre que a funcdes f(z)

ponto do plano complexo.

(14) Seja Q) um aberto conexo de C e g € H(Q) (o conjunto das fun¢des analiticas em ) com g'(z) = 0
para todo z € (). Mostre que g é uma fung@o constante. Suponhamos que f(z) seja uma fungéo holomorfa em
(), satisfazendo:

1) £, f" e f" existem em Q;
1) f.f
(2) f"(z) =0paratodoz € Q.

Mostre que f(z) é um polindmio de grau < 2 na variével z..

(15) Sejam u(x,y),v(x,y) € Rlx,y] (ou seja, dois polindmios nas varidveis x e y com coeficientes reais).
Suponhamos que u e v satisfacam as equagdes de Cauchy-Riemann, isto €: uy = vy e uy, = —vy, em todo
ponto de C. Serd que f(x +iy) := u(x,y) + iv(x, y) é um polindmio na varidvel z = x + iy, com coeficientes
complexos?

(16) Sejam ) um aberto conexo de C.

(a) Se f € H(Q)) étal que f(Q)) C R, mostre que f é constante.

(b) Mostre que ¢ € H(Q) tal que g(Q)) C 7R é constante.

(c) Seh € H(O) tal que h(Q) C {x +ix: x € R}, mostre que & é constante.

(d) Sejam ¢ uma reta qualquer de C e f € H(Q) tal que f(Q) C ¢. Mostre que f ¢ constante.

(e) Sejam ¢y, 45, ..., ¢, retas quaisquer de C e f € H(Q) tal que f(Q)) C {1 Ul U...UZL,. Mostre que
f € constante.

(17) Seja f € H(C) tal que |f(z)| = 10 para todo z € C. Mostre que f(z) tem que ser constante em C.

(18) Sejam ) um aberto conexo de C e h € H(Q) uma fungio tal que (h(z))?> = h(z) para todo z € Q.
Encontre essas 1(z)’s.

(19) Encontre todas as fungdes f(z) holomorfas num aberto conexo Q) de C que satisfazem a seguinte proprie-
dade: para todo zp € ), ou f(z9) = 0ou f'(z9) = 0.

(20) Sejam () um aberto conexo de C e f(z) € H (). Suponhamos que g(z) = f(z) também seja holomorfa
em (). Mostre que f tem que ser constante.

(21) Encontre todos os valores de z € C tais que
(a) ¢ =1+4iV3 (b) ¢ =1+ (c) e+l =1
(d) e =

(22) Considere a fungdo f(z) = e*. Desenhe a imagem, sob f(z),

(a) das retas verticais x = ¢ e das retas horizontais y = d.
(b) dos lados do triangulo de vértices 0, 1 e 1 4.
(¢) dos lados do quadrado de vértices 1 +i,—1 —i,1 —ie —1+1.

(d) da circunferéncia de raio 2 centrada na origem.



