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1. Bases de Schauder

1. Sejam X um espaco de Banach, (x,),>1 uma base de Schauder de X e Y um subespaco fechado de
dimensao infinita de X. Dado m = 1, mostre que existe y € Y talque ||yl =1 e y € span{x, : n = m}.

2. Sejam X um espaco de Banach complexo e X, o espaco de Banach real obtido através da restricao
da multiplicacdo por escalar a R x X. Mostre que uma sequéncia (x,),>1 em X é uma base de
Schauder de X se, e somente se, a sequéncia (xy,ix1, X2,iX2,...,Xn, i Xp,...) € uma base de Schau-
der de X;,.

3. Mostre diretamente que a base canonica de ¢; nao é contratil e que a base candnica de ¢y nao é
limitadamente completa.

n
4. A base somante de cy é a sequéncia (x,),>1 definida por x,, = Z e;.
i=1

a) Mostre que (x,),=1 € base de Schauder de cy.

b) Mostre diretamente que (x,),>1 ndo é contratil nem limitadamente completa.

5. Sejam X um espac¢o de Banach, (x,),>; uma base de Schauder de X e (P,);>1 a sequéncia de
projecdes canonicas de (x,) ;1.

a) Mostre que (P;),>1 converge para a identidade uniformemente sobre os compactos de X,
isto é, dados K um subconjunto compacto de X e € > 0, existe N = 1 tal que [|P,(x) — x| <&
paratodos xe Ken= N.

b) Mostre que (x,),>1 € contritil se, e somente se, (P;),>1 converge fracamente para a identi-
dade uniformemente sobre os limitados de X, isto é, dados A um subconjunto limitado de
X, x*eX* ee>0,existe N =1 tal que |x* (P, (x) — x)| < e paratodos x€ Aen= N.

6. Dados X um espaco de Banach e (x,),>; uma base de Schauder de X, considere o espaco vetorial

m
Y = {(an)n eKN:sup || Y anx,| < +oo}
m=1|lp=1
m
eafuncdo||:|ly : Y — [0,+00) dada por [|[(a,)xlly = sup Z anXxy|- Prove as seguintes afirmacdes:
m=1|lp=1

a) |||y é uma norma completaem Y.

b) T:X** — Y dado por T(x**) = (x**(x})) »=1 € um operador linear continuo bem definido.
o0

c¢) ToJx é umisomorfismo de X sobre Z = {(an)n ekN: Z an X, converge em X}.
n=1

d) (x,),=1 € contratil se, e somente se, T é isomorfismo de X** sobre Y.
7. Sejam X um espaco de Banach e (x,);>1 uma base de Schauder limitadamente completa de X.

o0
a) Mostre que a série ) x**(x},)x, € convergente em X para todo x** € X**.
n=1

(e8]
b) Mostre que o operador linear P : X** — X** dado por P(x**) = ) x**(x};)Jx(x;) € uma
n=1
projecdo continua tal que Ker(P) = Y+ onde Y = span {x;“l n= 1}.



8. (Teorema de James) Dado X um espac¢o de Banach com base de Schauder, mostre que as seguin-
tes afirmacdes sao equivalentes:

a) X éreflexivo.
b) Toda base de Schauder de X é contrétil e limitadamente completa.

¢) Existe uma base de Schauder de X contrétil e limitadamente completa.
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