
A integral de xt e outras coisas

preparado draus a



https://www.desmos.com/calculator/2kgehkjwsa

A integral dex voi demorar um porcoA INTEGRAL DE x2 E outRAS CoiSAS paran aparecer Vamos comecar com"outras
coisas"

:

Provamos
,
usaudo indugo , que , para

to do natural neM
,
valem as duas designaldades :

3

1282+
- - -

+
(n-1)2 > 1222+---+ (X)

que ,
usando o simbolo de Somatorio

,
e'o mesure que

n

7 2
RR2< E:k= 1

Dividiudo par i
,

obtemos

(2)
3 s
( *) (*x)

43 43

No endereco abaixo voce encontra um pagina aude possivel calcular a primeira
e a ferceive expretties acima para a variando entre 22 100 (lne'N)

.

Mexa no botto e vejar o que
acontece com os valores

.



Devotemos

an=
(2)

e But
It

do modo que as
designalda as (**) saw

43

In < Y < an
S

FueN
.
(**)

Se A = 22n : neMY e B = [Bn : ne NY
,
as designaldades acima mostram

que
Alimitado inferiormente e B e'limitado superiormente .

Pelo

Axioma de Completode ,

condrimos que existen o infino de A
,
denotado

por a ,
e o suprem de B :

a = infA e B = supB
.

Esso implica ,
em

Seque de (**) que - particular, que &-B =0.

B = 43 = a
.

(***)

Obs: Como tohis is elementos do conjunto B saw removes que 1/ ,
sew supremo now pode

Ser maior que 1/3 ,
was pode ,

unito bem
,
ser ignal a 1/3 .

Uma observaca
I

analoga vale para A .



Na reta real
, podemos desenbar os conjuntos da sequinte forma :

I > R

Bu Na Lau
- no

Bestei a A esta a direita de 13

esquerda de 113

Assim
,
temos as sequintes designaldades :

Bn SupB = < z infA
= x < Xn

.

Delas Seque que (*)
0 &- B = an- Bu (A)

eisso vale Fut M
.

) Exercio : Se S <b = a < r
,

enter 0 < and <r-s
.



Mas rejamos o que acontece com a diference an-u :

an-Bu = is( * R2 - Y R2)
=1 .

2

=

1.
43 n

De (A) seque enter que
0 a- < an - Bu = /n

eisso vale para todo ne M .
Mas au e v numero real : qual e

o unico women real que + ,
a0 memo tempo .

= O e /
, part

todo UEN1 ? A resposta 0
,
isto e

,

a-

= 0 =) x= P
e

,
usaudo (***) novamente

,
concluimis que

x = B = 1/z .



Se wi ohou para a pagina do Desmol que recommende ,
au so feg wi maino

experimentos nomivicos paran calcular valores de an e u
,

deve ter noterdo

que diger apenas que sup [Bul = inf4xn3=13 ,
embora verdade

,

emenos do que
toda a verdade

.

Olbando os pontos na tela as

vaiormos n
,
fica bem claro que a Sequencia u

ecrescente
,
isto e

Pres --- <But ...

e
, analogamente ,

a sequencia an decremente
,

isto e,

x1) 42) x3> --- > xn > aut1>--..

Exercicio : Prove
,

usaudo inducto (por example) , que

R2 = I n(n+e)(an+1) .

An= + Ent Enr
R= 1

Vamos user o exercicio para prover que an edecrescente .

↑

an= (2R2/n3 = (=n(n+1) (an+1)) /ni = + Ent :



Portanto

an-Gue=(at -et)) + (e -sintial > 0

ne e

>O >0

isto e
,

an > Xn+1

e isso vale para qualquer ne M .

Exercisio : Prove
que u <But1 para todo neN .

LIMITES DE SEPUENCIAS NumERicts

O
que viros fayendo acima parte do una historia interessante por siso :

sequencial americal e limites
.

Valuos enter falar um parco deltas

assintos autes de voltar a areas e integrais (que sparece no titolo) .

Uma sequencia numerica e una ---
bem

,
uma sequneis de miners :

an , Ge , an ...
-

R
.



Exemplos : (i) A sequencia de nomers naturais :

1
,
2

,
3

,
...

(ii) Os miners impares : an= 1
, G2=3

, ag= 5 , ..., an
= GU- 1

,
---

(ii) A sequencia de inversol dos naturais
:

an :

n
:
UeM .

(iv) As Sequencial Ine on que vios anteriormente :

an= + at : =
? (Exercicial

(v) A sequencia de Somas

Su = R2
k= 1

Limits Digems que una Sequencia (an) new converge pare u

numer a eR
,
denotado por

lim
n- 0

Gn = a or an- a
h- D S



se parc
todo 330

,
existe NEM

, tal que , para to do n = N
,

lan-al<3
.

Em portugues ,
isso quer higer o sequinte :

an converge para a separar

qualquer distancia =30 , you maror que seja , esempre posivel encon-
trav um momento a partir do qual todos os portos da sequencia
an ,
comu=N

,
estar <-proximos de a ,

isto e
,

lan-als
.

e
I

"distancia" de an a a
.

Exemplo 1 : S =
0

Prova : Dado qualquer 330 , queremos encontrar Ntal que /M-0K5 .

Mas IM-01 : Ye < 2 => U > Y
.

Istoe
,

tomando (qualquer) natural N>//c ,
se U = N

,
enter My < YNC .



Assim
,
Se tomamos E = 0

,
001

, podemos tomar N = 1001 :

n = N = 1001 => I 1 < =
0

,
001 e portant

1001

14-01 = Y < <
. M

Observe que N
= 1001 funciona

,-

mas N = 2000 ou N = 1023CExemplo 2 :

&n =
+ Ent on it ↳ tambem funcionam !

(*)Prova : Podemos ver isso directaments .

Dado 230
,
precisamos encontrar

NEI tal que .
Fue N (*) Venemos mais

tarde outral maneiral
12-11 < E

.

de faze- lo .

Mas
(n-131 = 114+entiz)-Es1= Enton:

e
, portanto , precisamos encontrar N tal que ,

se n= N
,

enter

1
I2 E

.

zu



Como para todo natural n ,
n2= n

, You * You Yan
Assim
1
an "2 = at +=

e
, portant ,

se fazemos us Y ,
< 2

,
0 que implica e

You t You2<E .

Condumos enter que podemos excolter qualquer NEN tal que

N> M

Exemplo 3 : A sequencia 0
,
1

,
8

,
1

,

0
,
1

, . . .

not converge .

Intuitivamente isso claro : uma sequncia converge parar a miner a
Se sers elements chegai cada very mais parto de a quando a crease ,

was a sequencia acimc fica pulado prala e praca o tempo todo .

Mas como PROVAR isso ?



Vamos resescrever o que quer diger him an
=

a :

n- N

FEzo
,
INEN talque Fu=N ,

lan-als .

Negar essa afirmacal pode ser feito mecanicamente
,
trocando os

quantificadores He I e trocauedo <por I :
- - =-

Jaso talque ,
FNEM

,

In I N tal que lan-al= 2
.

Essen Ultima afirmack o

que
deve ser verificado fo queremes mustrer

que an NEOCONERGE Para a . Emportugues ,
o que ela ding que

existe uma distancia (72>0) para a qual esempre possical
encontrar pontos an cuja distancia a a maior or ignal a

,

arbitrariamente "longe na Sequencia" ,
isto e

,
not importa quat

grande N seja ,
existe UIN com an mais que e-distante de a .



Autes de colter an exemplo , vejamos figures .

E

an it a
E

in !!!
9156 R

a-E A+Eas as an S

90
a

9
, 59

I

diss age
-

-

Todos os an esta s-proximalEde a
,
exceto u nomers fixito deles ,

messe caso a
, 192 ,

---

, 9158 ·

an> a ↑diger que existe uma distancia
n- & Negar o que esteidito aqui e

230 para a qual existe um nomer infinito de elementos
da Sequencia que has estar no intervalo (a- 5

,
a+ 2) :

C a I >R
a-E atE

- -
=-Ha um numero infinit

de elementos da sequencia aqui ou aqui-



Vejamos como verificar isso no caso dar Sequencia 0 ,
1

,
0

, 1
,

0
,
1

. - .., que

tambem pode ser descrita como

Ean= ene Par
Forema : A sequencia an acima nat converge .

Prova : Taos que mostrar que , qualquer que Seja acR ,
an not converge

para a Suponha primeiro que a t 0
·

Nelle cato
,

podemos escolber qualquer 330 com <</al .

S

E >Assim
, para todo n impar , an= O

, S f I -

e portanto ,
se n limpartemos 0 a

lan-al= 10-a)= (a) > 2
.

Isto e
,
1941-al> & WREN

.

A autra posibilidade a = 0
.

Nesse cato
,
tomalo 0<<1 e

,

para to do " par ,

vale

lan-al=11-01 = 170
.

Isso mostra que an not converge pa newhom a t R
.

Y



Exercicios : (i) Mostre que a sequencia an = 1 + f 1)"
converge .

n

(ii) Moste que a Sequencian bu=f-1)
*

+
1 nat converge .

n

(iii) Mostre que a sequencia Br= (e) converge para / quando n-> 00
.

A

2Volteros agora as inicio delial Voters para ↓--------------

encontrar a area da regiat no plano cartesian
de

limitade pelo eixo horizontal positive e a parabola

...
/IfTiss

in

y =xt
,
entre x = 0 e x = b

.

A afirmacao
S

-

e que essa
drea 13 da Grea do retangula I

que a conten na figure ,
is to es

Area = IDY



2 N

Dividimos o intervals [0 ,
b] em n partes ignais ,

b --.........

isto e
,
defininos

x =
0

, x =

1
---

,
Xk

= b , . . - xn
= b

e consideramos a soma das areal dos retangulos &

vermettos
, cujas bases saw os intervalos !

= x

>

X-r Y] e cujal altures saw (*pr)"=(b)?
"***de is

Essa some caramente menor (ow ignall a Area de A que queremos
calcular

, ja que a viriar dos retangulos vermeltros estal contida
na region A

.

Como todas as bases tem o mesno comprimento byn
,

a some day areas vermential e
W

BuSn = (0 + (t) + (2+
- ..

+(b)] itemente
W

= (t)(ER2) = 3
.

(2) =b
. n

Ara de
n3 A



Por motivos analogos ,
a some das creas dos ↳--------

retangulos amarelos , cujal bates saw (X-
,
YR]

e altors saw (X)
*

= (b)2, emaior que

a Arcade A :
-

Sn = ((t)+ (2)-- - + (b)2) An definido

x=
0
x

,
xx

...

=x

seauterirmente
= b3R2)

= b
.
an" I Area de

43 A

Mas agora observamos que esse
racionio vale are qualquer no N e portanto

as defigualdades a seguir valem para todo ne M :

-I
3⑳Sn = bin I ArcadeA b

. <n= Sn S Arcade A
=

I
3

Disso seque que

apsn = b3
. appr = - ArecdrA =

d3
.

Ean= inf Sa -




