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Terminologia Basica de Arvores
NOs, raiz, pai, filhos, arestas
Subarvore
Caminho, ancestral/descendente

Folhas/nds terminais, nos internos/nao-terminais

Livro
Livro
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o s21.1 5212
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(a) (b)

Exemplo: Sumario de um livro (a) e sua respectiva representagao como uma arvore 3

(b)



Avore de Decisao - Definicao
Uma Arvore de Decisao é:
e um no6 folha (ou noé resposta) que contém o nome de uma classe ou o simbolo

nulo (nulo indica que nao é possivel atribuir nenhuma classe ao né por nao haver
nenhum exemplo que corresponda a esse no); ou

no recurrence




Avore de Decisao - Definicao
Uma Arvore de Decisao é:
e um no6 folha (ou noé resposta) que contém o nome de uma classe ou o simbolo

nulo (nulo indica que nao é possivel atribuir nenhuma classe ao né por nao haver
nenhum exemplo que corresponda a esse no); ou

e um no interno (ou né de decisao) que contém o nome de um atributo; para cada
possivel valor do atributo, corresponde um ramo para uma outra arvore de decisao.

no recurrence | null recurrence




Avore de Decisao - Definicao

Uma arvore de decisao possul a seguinte estrutura tipica:

e NOs internos sao rotulados com atributos;
e Folhas sao rotuladas com classes;

e Ramos sdo rotulados com valores (atributos
categoOricos) ou com intervalos (atributos numeéricos).

no recurrence | null recurrence




Avore de Decisdo - Exemplo
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Exemplo: Predicao de recorréncia de cancer de mama



Exemplo de construcao da arvore

Queremos construir uma arvore para classificar
Imagens de objetos nas classes: porca, parafuso,
tesoura, chave, caneta

Atributos considerados:

Tamanho: pequeno, grande
Formato: longo, compacto, outro
Orificios: 0, 1, 2, 3, muitos



Exemplo de construcao da arvore —
amostra de treinamento
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Exemplo de construcao da arvore —
amostra de treinamento

Objeto No. TAMANHO FORMATO ORIFICIOS CLASSE
01 grande longo 2 tesoura
02 pequeno compacto 1 porca
03 pequeno compacto 1 porca
04 pequeno longo 0 parafuso
05 grande longo 0 caneta
06 pequeno longo 1 chave
07 pequeno longo 0 parafuso
08 pequeno compacto 1 porca
09 grande longo 2 tesoura
10 pequeno longo 1 chave
11 pequeno longo 2 chave
12 grande longo 0 caneta
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Processo de construcao da arvore
(informal)
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Processo de construcao da arvore
(informal)

Arvore com um no, todos os exemplos associados a ele
Sao todos os exemplo da mesma classe?

Sim: pare

Nao:
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Processo de construcao da arvore
(informal)

Arvore com um no, todos os exemplos associados a ele
Sao todos os exemplo da mesma classe?
Sim: pare
Nao: subdivida os exemplos de acordo com um
atributo (filhos da raiz)
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Processo de construcao da arvore
(informal)

Arvore com um no, todos os exemplos associados a ele
Sao todos os exemplo da mesma classe?
Sim: pare
Nao: subdivida os exemplos de acordo com um
atributo (filhos da raiz)
Para cada no criado:
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Processo de construcao da arvore
(informal)

Arvore com um no, todos os exemplos associados a ele
Sao todos os exemplo da mesma classe?
Sim: pare
Nao: subdivida os exemplos de acordo com um
atributo (filhos da raiz)

Para cada no criado: sao todos os exemplos da
mesma classe?

Sim: pare
Nao: subdivida os exemplos de acordo com
outro atributo.... 15



Vamos tentar construir?

Objeto No. TAMANHO FORMATO ORIFICIOS CLASSE
01 grande longo 2 tesoura
02 pequeno compacto 1 porca
03 pequeno compacto 1 porca
04 pequeno longo 0 parafuso
05 grande longo 0 caneta
06 pequeno longo 1 chave
07 pequeno longo 0 parafuso
08 pequeno compacto 1 porca
09 grande longo 2 tesoura
10 pequeno longo 1 chave
11 pequeno longo 2 chave
12 grande longo 0 caneta
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Possivel arvore

0 1 2 uitos

@ il o nulo

Ea Es

pequgno grjnde

parafuso caneta chave porca nulo chave tesoura
E1.a E1.2 E2.1 Ez2z2 E23 E3a E3.2
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Funcionamento (classificacao)

Classificando um novo objeto:
(tamanho = grande, formato = longo, orificios = 0)
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Problemas?
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Problemas?

Varias arvores podem ser criadas dependendo da
ordem de escolha dos atributos

Solucao:
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Problemas?

Varias arvores podem ser criadas dependendo da
ordem de escolha dos atributos

Solucao: utilizar uma funcao de escolha do proximo atributo
(por exemplo, que melhor divide os exemplos)
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Problemas?

Varias arvores podem ser criadas dependendo da
ordem de escolha dos atributos

Solucao: utilizar uma funcao de escolha do proximo atributo
(por exemplo, que melhor divide os exemplos)

A arvore pode ter muitos nos, alguns deles com
poucos ou nenhum objeto
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Problemas?

Varias arvores podem ser criadas dependendo da
ordem de escolha dos atributos

Solucao: utilizar uma funcao de escolha do proximo atributo
(por exemplo, que melhor divide os exemplos)

A arvore pode ter muitos nos, alguns deles com
poucos ou nenhum objeto

Solucio: realizar podas na arvore ao final do treinamento
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~ Definicao de
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Treinamento de
Arvores de Decisao



ldeia do algoritmo de construcao

e Expansao da arvore, através de sucessivas particoes do conjunto de treinamento,
até que a condicao de parada seja satisfeita;

e Eliminacao de algumas partes inferiores (poda) da arvore, através de reagrupa-
mentos dos sub-conjuntos da particao.
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Dados um conjunto de aprendizado E (dataset de treinamento)
uma condicao de parada P(FE)
uma fungao de avaliacao score(E, atributo) (avaliagﬁo do atributo)
uma funcao de classificacao classe(t) (retorna a classe associada ao no t)
uma funcao de categorizacao categ(E. atributo) (para dividir em intervalos)
Se o conjunto F satisfaz a condicao de parada IP(FE),

entao a Arvore resultante é um unico nd t rotulado conforme
a regra classe(t)
caso contrario
1. para cada atributo a;, calcule a funcao score( ¥, a;);

selecione o atributo a), = argmax score(F, a;)

2. sephng. de . Foi. . vy I,k os intervalos gerados segundo categ( E, a});
crie o né e 0s ramos
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Dados um conjunto de aprendizado E

uma condicao de parada P(FE)

uma fungao de avaliacao score(E, atributo)
uma funcao de classificacao classe(t)

uma funcao de categorizagao categ(E, atributo)

Se o conjunto E satisfaz a condi¢ao de parada P(F),

entao a Arvore resultante é um unico nd t rotulado conforme

a regra classe(t)

caso contrario

j 8

(|

para cada atributo «a;, calcule a funcao score(E, a;);
selecione o atributo a), = argmax score(F, a;)

sejam I,1, I, ..., Inx os intervalos gerados segundo categ( FE, a);
crie o né e 0s ramos
particione £ em K sub-conjuntos FEj. Es, ..., F'x segundo os intervalos

(ou valores) de a, na arvore de decisao

aplique o algoritmo recursivamente para cada um dos subconjuntos FEj

apos a expansao da arvore ter terminado, ajuste seu tamanho,
eliminando alguns ramos 7; se necessario. X



Principais elementos do algoritmo

e Regra de parada P(FE): é uma condicao que o conjunto de treinamento E deve
satisfazer para que seu né correspondente seja considerado um noé terminal.

Casos mais simples: E' é vazio ou quando todos os exemplos incidentes sobre ¢
pertencem a mesma classe.

Contudo, existem algoritmos que interrompem a expansao do no sob condigoes
mais complexas. Nesses casos, dizemos que ocorre uma pré-poda da arvore de
decisao.

e Regra classe(t): funcao que atribui um rétulo de classe a um no t.
Critério mais simples: classificacao por maioria.

e Funcao score(a;): é utilizada para tentar identificar o atributo mais relevante
existente sobre F, isto é, o atributo com maior poder discriminante das classes.
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Principais elementos do algoritmo

e Meétodo de categorizacao de atributos categ( E, a): Atributos numeéricos precisam
ser “discretizados” em sub-intervalos do tipo

Iy = ]C-nD: Cnl]
In2 = ]C-nl ; CRQ]
Ink = |enk—1.Cnk|
onde cpg, Cp1, - - ., Cni sao constantes definidas segundo o critério de categorizacao

categ(FE.,a). A forma mais simples de discretizacao é a binarizacao dos atributos,
através de condicoes do tipo x, < ¢7, onde a constante ¢ é obtida através de
testes exaustivos sobre o conjunto de treinamento disponivel.

Uma vez que os atributos categoricos também podem ser reduzidos a conjuntos
I = {am}. . ... Inxk = {ank }, para simplificar a notagao nao faremos distingao
entre atributos ordenados e categoéricos, exceto em casos explicitos.
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Principais elementos do algoritmo

e Critério de poda: Apods a expansao da arvore, pode ocorrer que os subconjuntos
de FE correspondentes aos nos folhas sejam muito pequenos e com grande efeito
de overfitting (ajuste muito preciso aos dados de treinamento, porém com baixa
precisao na classificacao de novos exemplos).

-

E necessario entao eliminar-se alguns dos ramos inferiores da arvore, de forma a
atenuar o efeito dos ruidos (informacoes intiteis para a classificacao) e de forma a
manter na arvore apenas regras com mais alto poder de discriminacao das classes.

Esse processo é denominado pds-poda (ou simplesmente poda) das arvores.
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Vendo mais em detalhes...

Funcao classe(t)
Funcao score(E, a)
Poda

32



Funcao classe(t)

Atribui uma classe ao no t com base nos exemplos que
la “estao”

Possiveis funcoes:

Critério de minimizacao do erro esperado
Critério de minimizacao do custo do erro de classificacio
Rotulacao dos nos pelas probabilidades das classes

33



Funcao classe(t)

Denotaremos por p(j|t) a probabilidade estimada de um exemplo incidente em ¢ possuir
classe 7. Por exemplo, p(j|t) pode ser definido como a propor¢ao de exemplos de ¢ que
possuem classe 7.

34



Funcao classe(t): Critério de minimizacao do
erro esperado

O critério mais simples de atribuicao é adotar a classe de maior probabilidade estimada
no no, isto é, a classe que maximiza p(j|t). Assimm, a probabilidade estimada de um
exemplo incidente sobre ¢ ser classificado erroneamente é:

r(t) = 1 — maxp(Jjl|t)
j
— min »_ p(i|t) (1)
)
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Funcao classe(t): Critério de minimizacao
do custo do erro de classificacao

O custo de erro em classificar um objeto pertencente a classe 7 como sendo de classe
1 € denotado por C'(7, ) e satistaz

e ('(i,7) = 0,7 # j;
e ('(2,1) = 0.

Se um objeto de classe desconhecida incidente sobre um no ¢, for classificado com
classe 7, entao o custo esperado do erro na classificacao sera >; C'(z, 7)p(j|t). Assim,
um critério natural de atribuicao é escolher a classe 7 que minimiza a expressao acima.

r(t) = 1‘111_1112 C'(i, 7)p(Jg|t)-
J
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Funcao classe(t): Critério de minimizacao
do custo do erro de classificacao

O custo de erro em classificar um objeto pertencente a classe 7 como sendo de classe
1 € denotado por C'(7, ) e satistaz

o ('(i,j5) = 0.7 # j;
e ('(2,1) = 0.

Se um objeto de classe desconhecida incidente sobre um no ¢, for classificado com
classe 7, entao o custo esperado do erro na classificacao sera >; C'(z, 7)p(j|t). Assim,
um critério natural de atribuicao é escolher a classe 7 que minimiza a expressao acima.

r(t) = 1'nii1'1ZC(-i.,j)p(j|f).
J

Note que neste critério, € no anterior, eu defino quem ¢é a classe |
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Funcao classe(t): rotulacao pelas
probabilidades das classes

Arvore probabilistica:
classe(t) = (p(1|t), p(2]t),. ... p(J|t))

Custo estimado em se atribuir a um objeto a classe |
(estando no no t):

2_C(,79)p(It).
J
Custo estimado de erro no né t:
r(t) = Zf:r(f-lf) (Z C"’(fij)p(jlfJ) = > C(z,7)pl|t)p(7]t).

i#] i.]
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Funcao classe(t): Custo total de erro de
classificacao da arvore

a depender do critério escolhido

Seja [?(f) o custo total de erro no no ¢, dadgpor

R(t) = r(t)p(t).

onde p(t) é a proporc¢ao de exemplos em E que incidem sobre o no .
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Funcao classe(t): Custo total de erro de
classificacao da arvore

a depender do critério escolhido

Seja [?(f) o custo total de erro no no ¢, dadgpor

R(t) = r(t)p(t).

onde p(t) é a proporc¢ao de exemplos em E que incidem sobre o no .

O custo total de erros de classifica¢ao da arvore R(7T') é dado por

R(T) = 3 R(t).

teT

onde 7 é o conjunto de folhas de 7.
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Funcao score(E,a) — Escolha do atributo
otimo

Na literatura: Splitting criterion/rule
Funcao baseada em uma medida de impureza

Possiveis funcoes utilizadas como medida de
Impureza:

Entropia
indice Gini

41



Funcao score(E,a)

Medida de impureza

Definicao 5.1 Uma funcao de impureza € uma funcao ¢ definida sobre o conjunto de

todas as J-tuplas de nimeros (p1.pa.....py) satisfazendop; > 0, 7 =1.2,....J Z;p; =

1 com as propriedades

e & atinge seu mdxrimo somente no ponto (% %, e %},
e & atinge seu minimo somente nos pontos (1,0,....0),(0,1,0,...),...,(0,...,0,1);
e & € uma funcao simétrica de py,pa,...,PJ.

As restricoes acima retratam as nocoes intuitivas de impureza: de fato, a impureza

de um no é:

e maxima quando todas as classes estao igualmente presentes no né

e minima quando o noé contém apenas uma classe.
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Funcao score(E,a)

Medida de impureza

Definicao 5.2 Dada uma funcao de impureza ¢, define-se a medida de impureza de
um no t como
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Funcao score(E,a)

Medida de impureza

Definicao 5.2 Dada uma funcao de impureza ¢, define-se a medida de impureza de
um no t como

onde p(j[t) € a probabilidade de um objeto incidente sobre o no t pertencer a classe j.
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Funcao score(E,a)

Medida de impureza

Para todo né ¢, suponha que haja uma divisao candidata s que divide ¢ em ¢, e
t¢, de forma que uma proporcao p, dos exemplos de ¢ vao para ¢, e uma proporcao
pr dos exemplos de ¢ vao para ty. O critério de qualidade da divisao & definido pelo
decréscimo na impureza

Aimp(s.t) = emp(t) — pprmp(t,) — primp(ty) .

Aimp(t)




Funcao score(E,a)

Medida de impureza

Para todo né ¢, suponha que haja uma divisao candidata s que divide ¢ em ¢, e
t¢, de forma que uma proporcao p, dos exemplos de ¢ vao para ¢, e uma proporcao
pr dos exemplos de ¢ vao para ty. O critério de qualidade da divisao & definido pelo
decréscimo na impureza

Aimp(s.t) = emp(t) — pprmp(t,) — primp(ty) .

# 3
sT = nax Atmp(s, t).
arg max Nernp(s,t)

Aimp(t)




Funcao score(E,a)

Medida de impureza

Impureza global da arvore I(T) = 2 1(t) = 2 p(t)imp(l).

teT teT

Teorema 5.3 A impureza global I(T") da drvore serd minima se, a cada né nao ter-

e

mainal t, tivermos escolhido a divisao s* = argmaxg Ai(s,t).

imp
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Dem. Tome um noé qualquer ¢ € T e, usando uma divisao s, particione o né em ¢, e
tf. A nova arvore 7" tera impureza

I(T") = > I(t)+ I(ty,) + I(ty).
T—{t}
O decréscimo global de impureza sera
I(T)—I(T") = 1I(t) — I(ty) — I(ty).

Por depender somente do né ¢ e da divisao s, o decréscimmo global de impureza pode
ser escrito como
Al(s.t) = I(t)— I(t,) — I(ty)
= p(t)imp(t) — p(ty)imp(t,) — p(ty)imp(ty) (3)
Definindo as proporc¢oes p,, e py dos exemplos de ¥ que vao para ¢, e 7, respectiva-
mente, como
po = p(ty)/p(t) , pr=p(ty)/p(t)
podemos reescrever a exXpressao 3 como
Al(s,t) = p(t)[imp(t) — pyimp(t,) — primp(tys)]
= p(t)Aimp(s,t).

Uma vez que Al(s,t) difere de Ai(s,t) apenas pelo fator p(¢), a mesma divisao
s maximiza as duas expressoes. Portanto, o critério de selecao da melhor divisao de
cada no pode ser visto como uma seqiiéncia de passos de minimizacao da lmpureza
global da arvore.



Funcao score(E,a)

Entropia como medida de impureza

J
Medida de incerteza: i ps) = = X piloap:
" i=1
Khinchin (1953) demonstrou que £(p1, p2. ..., ps) possui uma série de propriedades
que se pode esperar de uma medida de impureza.
Note que é imediato ver que £ é simétrica e que E(p1.pa.....ps) = 0 se, e somente

se, algum dos numeros p; for igual a 1 e todos os demais iguais a 0.

. 1 1 1 *
é(j}l,jig,...,j}J)Eg(—.— ..... —). 3l
. . |

1
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Funcao score(E,a)

Entropia como medida de impureza

J
Medida de incerteza: <wire-.ps) == X piloaps.
" i=1
Khinchin (1953) demonstrou que £(p1, p2. ..., ps) possui uma série de propriedades
que se pode esperar de uma medida de impureza.
Note que é imediato ver que £ é si vica e que E(p1.pa., .. .. py) = 0 se, e somente

se, algum dos numeros p; for igual a |/l e\todes os demais iguais a 0.

Awvmp(s.t) = imp(t) — pyimp(ty) — primp(ty)

4

s7 = argmax Armp(s, t).
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Funcao score(E,a)

Indice Gini como medida de impureza

O indice de diversidade Gini possui a forma

i#]

G(p1,p2,-.-.p7) = D_PjD_pi

i i
= 2_pi(1—pj)
J

= 1327
J

Interpretacao: erro de classificacao: Ao invés de definir classe(t) com o
rotulo da classe majoritaria, defina classe(t) como uma funcao que atribui, para um
objeto selecionado aleatoriamente dentro do né, a classe ¢ com probabilidade p(i|t). A
probabilidade deste objeto ser da classe j é p(j|t). Portanto, a probabilidade estimada
de erro sob esta regra é o indice de Gini

D> pip;-

i7]



Funcao score(E,a)

Indice Gini para custos nado unitarios

Gl i)y =0; OG.JY =20, 94

G(p(L[t), p(2]t).....p(J[t)) = >_C(2. 7)p(i|t)p(j|t)
i,

Compare com o slide 38...
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Poda da arvore

Arvore com muitos niveis: perda de acuracia

- insercao de atributos com pouco poder preditivo ou altamente
correlacionados com outros em niveis superiores (overfitting)

- nOs inferiores suscetiveis a ruidos
Arvore com poucos niveis

- uso de uma pequena parte da informacao disponivel
(generaliza demais - underfitting)

Problema: encontrar um tamanho ideal
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Poda da arvore

Duas abordagens:

- pré-poda: regras de parada durante a subdivisao dos nos

- pOs-poda: construgao da arvore completa para posterior poda
das sub-arvores consideradas nao-confiaveis
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Pre-poda da arvore

Exemplos de critérios de parada:

1. Se, para toda divisao s do no t, Al(s.t) < /3, onde [ = 0 é um parametro
definido pelo usuario.

2. Se o numero de exemplos que incidir sobre ¢ for inferior a um parametro n.

3. Se a proporcao dos exemplos incidentes no né em relacao ao niimero total de
exemplos em F for inferior a um parametro p.

4. Se a estimativa de erro (ou o custo de erro) r(t) naquele né for menor do que
um parametro 7.

Alguns dos algoritmos que realizam a pré-poda sao o REAL (Lauretto (1996)), o
Calb (Miiller & Wysotzki (1994)) , o C4 (Quinlan et al. (1986)) e o Assistant-86
(Cestnik et al. (1987)).

E outros, como ID3 (Quinlan, 1986).
Obs: a implementacdo do CART no sklearn permite ambos.
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Pos-poda da arvore

Dada uma arvore 7' e um noé interno ¢ € T', a pds-poda (ou simplesmente poda) do
ramo 13 de T consiste em remover todos os descendentes proprios de ¢, declarando-o
como no terminal. Rotula-se ¢ conforme a func¢ao classe(t) (definida anteriormente).
A arvore podada desta forma sera denotada por 17" — T;.

Se T' é obtida de T através de podas sucessivas de ramos, entao 7' é denominada
sub-drvore podada de T e é denotada por T < T.
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original

podada

Pos-poda da arvore - Exemplo

tezoura

Onficios ==1

te=zoura
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Poda por custo-complexidade

Método mais conhecido, implementado no algoritmo CART
(arvores binarias) - L. Breiman, J. Friedman, R. Olshen, and C.
Stone. Classification and Regression Trees. Wadsworth,
Belmont, CA, 1984.

Dois estagios:

- Estagio 1: geracao de uma sequéncia de arvores T,, T,, ...,
T«, onde T, € a arvore original, T, € obtida a partir de T,
(substituindo uma ou mais subarvores por folhas), e T, € a
arvore contendo apenas uma folha (a raiz original)

- Estagio 2: selecao da melhor arvore da sequéncia que
minimiza o custo de erro de classificacao
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Poda por custo-complexidade

Método mais conhecido, implementado no algoritmo CART
(arvores binarias) - L. Breiman, J. Friedman, R. Olshen, and C.
Stone. Classification and Regression Trees. Wadsworth,
Belmont, CA, 1984.

Dois estagios:

- Estagio 1: geracao de uma sequéncia de arvores T,, T,, ...,
T«, onde T, € a arvore original, T, € obtida a partir de T,
(substituindo uma ou mais subarvores por folhas), e T, € a
arvore contendo apenas uma folha (a raiz original)

- Estagio 2: selecao da melhor arvore da sequéncia que
minimiza o custo de erro de classificacao
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

A arvore original (T,) ndo precisa ser construida exaustivamente

- No lugar, T,,, (suficientemente grande), construida, por exemplo, usando um numero minimo
de elementos por folha como critério de parada

Para uma dada arvore T:

- Complexidade de T: numero de folhas (|F|)

- R(T) € o custo total de erro de classificagao de T (slide 40)
- a € o0 parametro de complexidade

- Custo-complexidade: R (T) = R(T) + a |F|

Variando a em [0;+«) eu obtenho sub-arvores de Tmax que minimizam R,
(chamadas T(a))

- Para valores ay, a,, ..., dk, a arvore T, é a que minimiza R, para a em [a,;0.1)
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Poda por custo-complexidade -

Estagio 1: obtencao das subarvores
TO = Tmax

T, =T(0), ou seja, uma subarvore de T, que minimize
R(T) apenas (a =0) (T, =argmin; R(T))
- No entanto R(T,..) <= R(T), qualquer T = T,

Proposigcao 6.1 Seja 1" uma drvore bindria. Dada uma folha t € I', para qualquer
divisao det em t, ety tem-se

R(t) = R(ty) + R(ty).

- Portanto, T, deve ser uma subarvore de T__ tal que R(T__) = R(T)

- Vamos pegar T, como sendo a menor subarvore de T__ tal que
R(T ) = R(T)

max
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

Para encontrar T, :
-T=T, .
- repita:
paratum no interno de T, se R(t) = R(t,) + R(t),
t, e t, filhos de t, pode o ramo Tt substituindo-o

pelo no t
até que nao seja mais possivel fazer podas
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

Encontrando T,,, = T(a,.,) a partir de T, = T(a,), onde q,,,> Q,:

Lembrando que estamos falando do custo-complexidade:
T =T(a)=argmin. R (T)=R(T)+a_|F]|

T. =T(a,,)=argmin, Rak+1(T) = R(T) + a,.. |F|
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

Encontrando T,,, = T(a,.,) a partir de T, = T(a,), onde q,,,> Q,:

Lembrando que estamos falando do custo-complexidade:
T =T(a)=argmin. R (T)=R(T)+a_|F]|

T. =T(a,,)=argmin, Rak+1(T) = R(T) + a,.. |F|

Supondo que eu ja calculei T,
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

Encontrando T,., = T(a,.,) a partir de T, = T(a,), onde q,,,> Q.

Para todo noé interno ¢ de 7} e seu respectivo ramo 7}, defina

R,(t) = R(t)+ a (10)
Ro(Tht) = R(Tyky) + o|Thyl. (11)

Note que Ry 1y ;) < Rag (¢) para todo no interno de 7}, pois caso contrario 7} nao
seria minimal. Suponha agora que a comece a subir de forma continua. Enquanto
Ro(Ty:) < Ro(t) para cada ¢, teremos ainda 7} = 7'(«). No instante em que

Ra(Tkt) = Ra(t) (12)

para algum né ¢, teremos entao R, (71r) = Ro(1r —T1k ) e 1) — 1} contera menos folhas

do que 7T}; logo, T}, == T'(«v). Nesse momento, o ramo T devera ser podado.
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

As equagoes 10 e 11 fornecem o valor de o« para o qual a igualdade 12 ocorre:

\ _ F(t) = AT
|.Tk=t| —1 -

O ponto critico ary; serA o menor valor de a para o qual a igualdade 12 pode
ocorrer. Ou seja,

Qg1 = Min R(t)__ R(Tk,)
| teTg” Tt — 1

s . i ; . .
onde 7} é o conjunto de noés internos de 7.
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 1: obtencao das subarvores

As equagoes 10 e 11 fornecem o valor de o« para o qual a igualdade 12 ocorre:

\ _ F(t) = AT
|.Tk=f| —1 -

O ponto critico ary; serA o menor valor de a para o qual a igualdade 12 pode
ocorrer. Ou seja,
41 = MIn R(t)__ R(Tk,)
teTR" |Tf~t,t| o |

s . i ; . .
onde 7} é o conjunto de noés internos de 7.

Para obter a arvore 7.1, execute o seguinte procedimento: seja ¢ um no interno de
+1; & p J

Tr: se Rory1(t) = Rap+1(1kt), pode o ramo T} ;, substituindo-o pelo né ¢. Repita este

procedimento até que nao seja mais possivel nenhuma poda. A Arvore resultante sera

Triq.
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Selecao da subarvore com menor custo de erro de
classificacao

Problema?
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Selecao da subarvore com menor custo de erro de
classificacao

Problema?

Tmax € a de menor custo para a amostra de treinamento
utilizada
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Selecao da subarvore com menor custo de erro de
classificacao

Problema?

Tmax € a de menor custo para a amostra de treinamento
utilizada

Solucao:
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Selecao da subarvore com menor custo de erro de
classificacao

Problema?

Tmax € a de menor custo para a amostra de treinamento
utilizada

Solucao:

1) utilizar outra amostra E, (de teste, ou de poda) para estimar
adequadamente esse custo (com exemplos nao utilizados na
construgao da arvore)
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Seja 1p uma sub-arvore da seqiiéncia. Submeta a arvore 7T} ao conjunto de testes
E 4, ou seja, utilize 1. para classificar cada uma das instancias de F 4.

Denote por N4 a cardinalidade do conjunto E4. Sejam ’\T; o numero de instancias
da classe 7 em F'4 e f\-‘}? o nimero de instancias de classe 7 em E 4 que tenham sido
classificados por 7} como classe 7. Entao, a probabilidade estimada de um objeto de
classe j ser classificado por 7 como classe i sera

Q(ilj) = Nij /N

72



Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Denote por R(7) o custo esperado no erro de classificacao dos objetos de classe j.
R(j) sera dado por

J
R(j) = ; C'(i,7)Q(7]7)

onde C'(7,j) é o custo de erro.
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Denote por R(7) o custo esperado no erro de classificacao dos objetos de classe j.
R(j) sera dado por

J
R(j) = ; C'(i,7)Q(E|7)

onde C'(7,j) é o custo de erro.

Finalmente, seja 7(j) a probabilidade a priori de um objeto qualquer de E'4 ser de
classe 7. A estimativa do custo da arvore 7 é dada por,

J
RCE(T}) = Z%R(j)-rr(j).
j:
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Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Denote por R(7) o custo esperado no erro de classificacao dos objetos de classe j.
R(j) sera dado por

J
R(j) = EC(LJ)Q(?‘-U)
onde C'(7,j) é o custo de erro.

Finalmente, seja 7(j) a probabilidade a priori de um objeto qualquer de E'4 ser de
classe 7. A estimativa do custo da arvore 7 é dada por,

J
RCE(T}) = Z%R(j)fr(j).
j:

Apos calculada a estimativa de custo RC(T;E) para cada sub-arvore 7 da seqiiéncia,
pode-se simplesmente escolher a sub-arvore
77 = arg min_ R (T}).
k &, S (k)
/O



Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore

Selecao da subarvore com menor custo de erro de
classificacao

Problema?

Tmax € a de menor custo para a amostra de treinamento
utilizada

Solucao:

1) utilizar outra amostra E, (de teste, ou de poda) para estimar
adequadamente esse custo (com exemplos nao utilizados na
construgao da arvore)

2) menor subarvore com erro dentro de 1 erro padrao dos erros
estimados por validagao cruzada (regra 1-SE) 76



Poda por custo-complexidade -
Estagio 2: Escolha da melhor subarvore
CART no Weka: validacao cruzada (vocé informa o k)

CART no sklearn: vocé so6 fornece um a
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Arvores de Decisao
Outras questoes



Missing values

Muitas formas interessantes de lidar com isso:

—  “missing” como um valor possivel do atributo (tanto no
treinamento quanto na classificacio)

—  Qutras abordagens (em 3 fases):

« Treinamento: na execucao da funcao score(E,a) — escolha
do atributo

* Treinamento: na hora de uma instancia escolher um ramo
 Classificacao
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Missing values - Treinamento: na execucgao
da funcao score(E,a) — escolha do atributo

Ignore instancias em que a é ausente

Valor = moda (a nominal), mediana (a ordinal) ou média
(a numérica) de todos os valores no no t

Valor = moda (a nominal), mediana (a ordinal) ou média
(a numérica) de todos os valores no n6 t da mesma
classe que as instancia sendo analisadas

Utilizar um peso para a baseado na proporcao de missing
values
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Missing values - Treinamento: na hora de
uma instancia escolher um ramo

Ilgnore a instancia

Valor = moda (a nominal), mediana (a ordinal) ou média (a
numerica) de todos os valores no no t

Valor = moda (a nominal), mediana (a ordinal) ou média (a
numerica) de todos os valores no n6 t da mesma classe
gue a instancia sendo analisada

Instancia segue por todos os ramos

Instancia x vai para o ramo que tem o maior numero de
iInstancias da mesma classe que X
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Missing values - Classificacao

Valor = moda (a nominal), mediana (a ordinal) ou media
(a numerica) de todos os valores no no t

Instancia segue por todos os ramos, chegando-se a mais
de uma folha (decide-se por votacao ou por aquela que
maximiza a probabilidade de uma classe)

Instancia x vai para o ramo que tem o maior numero de
Instancias da mesma classe que X

Para o processo no nO t e decide pela classe majoritaria
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Dados desbalanceados

Normalmente também um problema
Alternativas:

—  Tratar no pré-processamento

— Aumentar o custo das classes minoritarias (problema:
quanto)

— Usar um algoritmo indutor de arvore que lide com isso (ex:
DDBT)
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“Implementacoes” de arvores de decisao

Variacao das fungoes vistas hoje levam a diferentes
algoritmos de arvores de decisao

Exemplos:

ID3: bem simples - nao lida com atributos numericos nem missing
values, nao faz poda, arvore multiway (Quinlan, 1986)

C4.5: evolugao do ID3: discretiza dados numéricos, pré-poda (Quinlan,
2014)

CART (Classification And Regression Trees): arvores binarias, poda por
custo-complexidade, classificagcao e regressao (Breiman et al, 1984)

REAL: pré-poda, discretiza dados numericos reais, arvores binarias
(Lauretto, 1996)

DDBT: REAL para dados desbalanceados (Frizzarini, 2013)

Outros ...
utros 25



Arvores de decisdo no sklearn

Baseado no CART, mas...
Se usar valores default de parametros nao faz poda alguma

Dependendo dos valores faz prée-poda e/ou custo-
complexidade

Poda por custo-complexidade tem que definir o a
class_weight = balanced para dados desbalanceados

max_features: nr de features usadas em score(E,a) (default
todas)

Randomicidade inerente
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Calibracao de parametros

Ha varios parametros a serem calibrados, mas um dos
mais importantes parece ser o max_depth

Artigos no edisciplinas
Voltaremos a falar nisso com Random Forests

87



Selecao de Caracteristicas

A selecao de caracteristicas esta embutida no
aprendizado da arvore

88



Caracteristicas de Arvores de Decisao

Metodo supervisionado ou njo-supervisionado?
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Caracteristicas de Arvores de Decisao

Metodo supervisionado ou njo-supervisionado?

Supervisionado! Tanto a amostra de treinamento (para construgcao
da arvore) quanto a de teste (para poda da arvore) devem ser
rotuladas.
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Caracteristicas de Arvores de Decisao

Metodo supervisionado ou njo-supervisionado?

Supervisionado! Tanto a amostra de treinamento (para construgcao
da arvore) quanto a de teste (para poda da arvore) devem ser
rotuladas.

Método parameétrico ou nao-parameétrico?
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Caracteristicas de Arvores de Decisao

Metodo supervisionado ou njo-supervisionado?

Supervisionado! Tanto a amostra de treinamento (para construgcao
da arvore) quanto a de teste (para poda da arvore) devem ser
rotuladas.

Método parameétrico ou nao-parameétrico?

Nao-parameétrico! Nao € assumida nenhuma familia de distribuicoes
para descrever o espaco nem a “cara’ do classificador
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Caracteristicas de Arvores de Decisao

Metodo supervisionado ou njo-supervisionado?

Supervisionado! Tanto a amostra de treinamento (para construgcao
da arvore) quanto a de teste (para poda da arvore) devem ser
rotuladas.

Método parameétrico ou nao-parameétrico?

Nao-parameétrico! Nao € assumida nenhuma familia de distribuicoes
para descrever o espaco nem a “cara’ do classificador

Tambeém considerado nao-meétrico, por poder trabalhar
com atributos nominais (categoricos)
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Algumas da principais vantagens

Interpretab“idade Inclusive em relagdo a Random Forests
Pode ser convertida em um conjunto de regras

Lida com atributos numericos e categoricos

Ja efetua automaticamente selecao de caracteristicas
(selecionador embutido)

Por ser nao-paramétrica, nao assume nenhuma familia
de distribuicao

Conseguem lidar com missing values
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Algumas da principais desvantagens

Alguns algoritmos so trabalham com atributos discretos
(ID3, C4.5)

— REAL trabalha com numeros reais

Funciona bem quando ha poucos atributos altamente
relevantes, mas pode ter mais dificuldades se houver
uma grande complexidade de interacoes

Instavel - tende a ser sensivel a amostra de treinamento
devido a sua natureza gulosa (ruido)
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Arvores de Decisao
Outras questoes



Random Forests



Algumas da principais desvantagens

Alguns algoritmos so6 trabalham com atributos discretos
(ID3, C4.5)

— REAL trabalha com numeros reais

Funciona bem quando ha poucos atributos altamente
relevantes, mas pode ter mais dificuldades se houver
uma grande complexidade de interacoes

Instavel - tende a ser sensivel a amostra de treinamento
devido a sua natureza gulosa (ruido)
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Alternativas para diminuir a instabilidade

Bagging: varias arvores de decisao (comité de
classificadores - ensembles), cada uma treinada por
uma amostra bootstrap (com reposicao) de mesmo
tamanho da amostra original (sorteio com reposicao da
amostra original)

- classificacao: classe mais “votada” pelas arvores

- demora mais para treinar e classificar, mas o processo é
facilmente paralelizavel
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Alternativas para diminuir a instabilidade

Random Forests: variacao de Bagging (ntree ou
n_estimators arvores) na qual, no momento em que a
arvore e construida, apenas um subconjunto aleatorio
(de mtry ou max_features elementos) dos atributos
participa da subdivisao de um no

- Mais estavel que Bagging
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Random Forests

Cada arvore € construida com um subconjunto aleatorio
da amostra de treinamento (amostras independentes,
mas a partir da mesma distribuicao), e usando um
subconjunto aleatorio de caracteristicas — baixa
correlagcao entre as arvores

Baixa correlacao entre as arvores + forca preditiva de
cada arvore — robustez da floresta
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Erro estimado e erro out of bag

Erro estimado (holdout, validacao cruzada, etc):

— Treina a Random Forest (RF) com a amostra de treinamento
(n_estimators arvores)

— Testa a RF com a amostra de teste (cada instancia da
amostra de teste € avaliada pelas n_estimators arvores e
classificada por votacao pela maioria)

Cada arvore dessa floresta, como é construida a partir de
um subconjunto (aleatorio) de exemplos de treinamento,
pode ser testada com os exemplos restantes (out of bag)

O treinamento de uma Random Forest ja fornece uma

estimativa do erro desse classificador: erro out of bag
103



Erro ou score out of bag

erro out of bag : taxa de erro da amostra de treinamento mas
considerando que, para cada instancia x, foram utilizadas apenas as
arvores de decisao que nao utilizaram x para sua construcao

r

) 000 ®

S3050 nukn

n_estimators (ex: 4) ﬂ g“‘

Amostra de amostras bootstrap de “‘

treinamento da RF max_samples (ex: 10)
instancias cada Treinamento (bag) Out of bag



Erro ou score out of bag

erro out of bag : taxa de erro da amostra de treinamento mas
considerando que, para cada instancia x, foram utlllzadas apenas as
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Erro ou score out of bag

erro out of bag : taxa de erro da amostra de treinamento mas
considerando que, para cada instancia x, foram utilizadas apenas as
arvores de decisao que nao utilizaram x para sua construcao

r

) 613016

S3050 nukn

n_estimators (ex: 4) ﬂ g“‘

Amostra de amostras bootstrap de “‘

treinamento da RF max_samples (ex: 10)
instancias cada Treinamento (bag) Out of bag



Erro ou score out of bag

erro out of bag : taxa de erro da amostra de treinamento mas
considerando que, para cada instancia x, foram utilizadas apenas as
arvores de decisao que nao utilizaram x para sua construcao

r

) 000 ®

S3050 nukn

n_estimators (ex: 4) ﬂ g“‘

Amostra de amostras bootstrap de “‘

treinamento da RF max_samples (ex: 10)
instancias cada Treinamento (bag) Out of bag



Erro estimado x erro out of bag

Erro estimado usa todas as arvores, o que torna o cenario mais
proximo da realidade

Porem para a estimativa do erro € necessario dividir a amostra
original em treinamento e teste, o que também nao corresponde
a realidade (principalmente quando a amostra de treinamento for
bastante diminuida, por ex validacao cruzada com k = 3)

—  Por outro lado, o out of bag pode ser calculado utilizando a
amostra original inteira

Erro out of bag costuma superestimar o erro, mas o impacto
parece nao ser tao grande para calibracao de parametros ;-)
(Janitza, 2018)
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Importancia das variaveis

Para cada caracteristica: score de importancia baseada
em out of bag (OOB)

Para cada caracteristica c
Para cada arvore t

Permuta os valores de ¢ nos exemplos out of bag de t
Classifica esses exemplos usando t

Com base nessas novas classificoes calcula OOB;
Importancia de ¢ = (O0B, — OOB)/ O0OB
Viés do tipo de variavel (categoricas com poucos valores favorecidas)
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Importancia das variaveis

Para cada caracteristica: score de importancia baseada
em out of bag (OOB)

Para cada caracteristica c

Para cada arvore t

Permuta os valores de ¢ nos exemplos out of bag de t
Classifica esses exemplos usando t

Com base nessas novas classificoes calcula OOB;
Importancia de ¢ = (0O0B, — O0OB) / OOB

Viés do tipo de variavel (categoricas com poucos valores favorecidas)

Mas isso € diferente de um selecionador de caracteristicas do tipo filtro... 110



Calibracao de parametros

Ha varios parametros a serem calibrados (praticamente
0S mesmos que os de arvores de decisao) mas um dos
mais importantes € o max_features (chute inicial — raiz
quadrada do nr de features)

max_depth € um parametro, mas a ideia € que cada
arvore seja o mais profunda possivel (na verdade, folhas
0 mais puras possivel) e sem poda
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Hyperparameters and tuning strategies for random forest

Philipp Probst' | Marvin N. Wright” | Anne-Laure Boulesteix'

WIREs Data Mining Knowl Discov. 2019;9:¢1301.
https:#doi.org/10. 1002 /widm. 1301

wires. wiley.com/dmkd

© 2019 Wiley Periodicals, Inc. 1 of 15

TABLE 1 Overview of the different hyperparameter of random forest and typical default values. n is the number of observations and p is the number of

variables in the dataset
Hyperparameter
miry
Sample size
Replacement
Node s1ze
Number of trees

Splitting rule

Deseription

Number of drawn candidate variables in each split
Number of observations that are drawn for each tree
Draw observations with or without replacement
Minimum number of observations in a terminal node
Number of trees in the forest

Splitting criteria in the nodes

Typical default values

\/P- p/3 for regression

n

TRUE (with replacement)

1 for classification, 5 for regression
500, 1,000

Gini impurity, p value, random
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Atividade 9

Semelhante aos anteriores, usando Random Forests

Paradmetros a serem calibrados:

— mitry / max_features (o parametro mais sensivel): raiz
(quadrada) de n, n sendo o numero de caracteristicas
(testar outros)

— ntree = 500 (quanto maior melhor, depende do tempo
disponivel)
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