Problema 4

Observagao: Quando escrevi esta resolugao nao consegui colocar a seta em cima
do AB, entéo toda vez que aparecer "<» AB" estarei me referindo a reta AB e ndo
ao segmento.
Dados dois pontos A e B, mostre que AB" U BA" = <> AB

Demonstragao:

Vamos mostrar primeiramen‘mue AB U BA C + AB.

Seja P um ponto em AB" U BA", Pela definigdo de unifo, temos que P estd em
AB" ou P estd em BA". Se P estd em AB’, entdo, pela definicdo de semirreta,
temos quatro possibilidades:

iHP=A

(i) P = B

(iii) A * P * B

(ivyA*B*P

Os casos (i) e (ii) sd@o triviais pois, pela definicdo de reta, os pontos A e B estao
em <> AB e, portanto, P esta em < AB.

Nos casos (iii) e (iv) temos que, pelo axioma (B1), os pontos A, B e P sdo col-
ineares, e como, pelo axioma (I1), a reta <> AB ¢ Gnica, concluimos que para am-
bos casos, P esta em > AB.

Se P esta em BA' , entao, pela definicdo de semirreta, temos também quatro
possibilidades:

HP=A

(i) P=B

(iii)) A*P*B

(ivyP*A*B

Os casos (i), (ii), (iii), ja foram demonstrados, enquanto (iv) é analogo a (iii).
Portanto, mostramos que todo ponto em AB" U BA" também estd em <> AB,
logo, iB u BA C YRS AB.

Agora, mostraremos que < AB C AB U BA. Seja P um ponto que estéa
em <> AB, entdo, pela definicdo de reta, temos trés possibilidades:

iH)P=A

(i) P = B

(iii) P ¢é colinear a A e B.

Os casos (i) e (ii) sdo triviais pois, pela defini¢ao de semirreta, A e B estao tanto
em AB" quanto em BA" e, portanto, P estd em AB U BA.

Considerando agora o caso (iii). Se P, A e B s@o colineares, entao, pelo axioma
(B3), temos mais trés possibilidades:

(iii-a) A*P * B

(iii-b) A*B*P

(iii-c) P*A*B

Considerando o caso (iii - a). Se A * P * B, entéo, pela defini¢do de semirreta,



P esta tanto em AB" quanto em BA" e, portanto, P estd em AB" U BA'.

Considerando o caso (iii - b). Se A * B * P, entdo, pela definigdo de semirreta,
. -

P estd em AB'.

Considerando o caso (iii - ¢). Se P * A * B, entao, pela definicao de semirreta,
) RN

P estda em BA".

Portanto, mostramos que todo ponto em <> AB, também estd em AB" ou em
BA", logo, & AB C AB U BA'.
— e —

Como <+ AB C AB U BA ¢ AB U BA C < AB, entdo AB U BA —
+ AB. CQD



