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Meétodos aproximados

Obtencao de solucdes aproximadasde

problemas que nao podem ser resolvidos

exatamente.

Interesse especial: atomos e moléculas.
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Método variacional

Ehpo = Fyg Equagdo de Schrodinger

* 1o: fungao de onda do estado fundamental.

«  E,: energia do estado fundamenta.
Wi Hipo = 9§ Eotho
Eq ¥g1p0 = i Habo

By [ wiwndr = [viHbear

_ [ Hyo dr
J V5o dr

0
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Método variacional

_ f%ﬂ% dr
" [ dr
b [¢*He dr B
*T [¢rpdr

Teorema variacional

Ey > Ey

(igualdadequando ¢ = )
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Teorema variacional
Justificativa

« O Hamiltoniano, H, é um operador Hermitiano linear.
* HyY, = Ey
° flp‘;kzl/)de = Omn

* {iY,,} é um conjunto completo.

A fungdo genérica ¢ pode ser escrita como: | ¢ = E CnWn
n

Analogia com série de Taylor

8(a) =Y (@~ z0)" £ a0)

1

f(zo) + (z — o) f(20) + 5 (z - 0)*f" (zo) + . .-
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Teorema variacional
Justificativa

Para simplificar, vamos considerar apenas dois estados.

Hpy = Eoho E, > Ey
H+yy = Eqyh
Funcdo genérica ¢: ¢ = coto + 11

_ f¢*ﬁ¢ dr _ [(chs + e H (cotpo + c1apr)dr
YT TTeedr [ + i) (covo + cathr)dr
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Teorema variacional
Justificativa

S (i + i) H(cotho + 1ty )dr
J(c5bg + civt) (cotho + capr)dT

Ey =

Numerador:
[ v+ civd Aeao + cxn)dr
= (i + ctun) (oo + iy )ar
— /(c{'j?,bf; + c1v7) (coEotbo + c1 Ertpy)dT

= /Ic()lzf’-?ohhﬂ2 + cher vyt + ceoEoyiby + |er| B[4 [*dr
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Teorema variacional
Justificativa

- /|Co|2Eo|¢‘0|2 + cher By + cieoEoibo + |ea|* Ba i | *dr

= |eol Eo//lbw\}/d:”rcoclﬂf/uﬂ/
+clcoE0W7'+ ez WT

/qb*f{qﬁdT — E0|c0|2 + E1|c1|2
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Teorema variacional
Justificativa

Denominador: /qb*qbd'r = /(CS@DS + c197) (cotpo + c1p1)dT

= [ (Ieollol” + cierin + cicowivbo + [ea 'l ) o

1 0 0 1
el [ ledr + e W+c;co WT+|C1|WT

f 5 ddr = |eof? + |ea
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Teorema variacional
Justificativa

g, - [¢Hdr  |oo|Bo + |er[* By
[o*odr eo|® + |ea|?

Vamos calcular a diferenca entre E e Ej.

co|*Ey + |e1|* Ex
E¢—E0 — 2 9 _EO
lco|” + e

|coP o + |e1|* By — Eatea]” — Eolea |

lco|® + |es]?
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Teorema variacional

Justificativa
2
B, — FE
B, — By — 1l (2 1 20)
|Co| + |Cl|
2
EFi— F
By = By + o = T
co|” + [ea]
Como E; > Ejy:
Ey > Ey

Seco=1ec=0->Ep =Eped =1,

26/09/2023 5930300 - Quimica Quantica



Método variacional

¢ = copo + 191

qu = E(Co, c1) > FEy Quanto menor a energia, mais proxima do valor exato.

Coeficientes: parametros variacionais.

Quanto mais parametros, melhor a expansao.
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Método variacional

Como minimizar a energia, E¢(c0, c1), emfuncdodecyec?

2
ci|"(BH — E
co|” + |ea]
°E;, | 5 1 w= ool + e
86 — |Cl| (E]_ — EO) 86 5 5
0 0 { leol”™ + [ei du = 2|cy| dcy
du d
2 -1
= E, — Fy)——
e[ (E 0) dcy du -
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Método variacional

8E¢ 2 du —
a—co — |Cl| (El — Eo)d_co(—u 2)
(—2|col)
= |e1*(B1 — Ep)
(leol* + lex]*)

No minimo, dE/dcy = 0:

u = leof” + e |

du = 2|cy| deg

26/09/2023 5930300 - Quimica Quantica




Método variacional

/¢*¢dfr:1 colles|* =0

602+|01|2=1

* Seco=1,¢, =0 - E¢ = E,. - menor energia.

* Secy=0,c, =1 = Ey = Ej.
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Método variacional
Particula na caixa

* Conhecemos as solucdoes exatas mas vamos aplicar o método

variacional como exemplo.

o . 16 Ya(x)
* Funcao tentativa:

c f(x=0)=0.
* f(x=a)=0.

 Simétrica em relagao ao centro da caixa (a/2).

Y3(x)

E(h?/8ma?)

* Quadraticamente integravel.

* “Bem comportada”.
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Meétodo variacional
Particula na caixa — funcao tentativa

flx)=a—x
* Possibilidade 9lz) =2
* p(x) = cy1x(a—x)
* Melhor o(x) = errfa— o)
e p(x) = cix(a—x) + cx*(a — x)* z

e Melhor ainda

e p(x) = YN_cpx™(a—x)™; com N grande
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Método variacional

¢=c1f1+cf {cn} e {fn} sdoreais.
[¢*He dr
Ey = -
[ pdr

Numerador: f¢*ﬁ¢d7 = /(lel -+ Cgfz)ﬁ(clfl + szg)dT

:C%/flﬂf1d7+0102/flﬁf2dT
+6162/f2ﬁf1dT+C§/f2ﬁf2dT
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Método variacional

/¢*ﬁ¢dT ZC%/flﬁfldT-FClCz/flﬁfng
+6162/f2ﬁf1dT+C§/f2ﬁf2dT

Definimos o elemento de matriz do Hamiltoniano, H;;:

H;; = [fif‘:’fde

Como H é Hermitiano:

[ tifgar = [ psar

H;; = Hj
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Método variacional

[oaisar = [ ninar+ e [ffipdr
+6162/f2ﬁf1dT+C§/f2ﬂf2dT

/qb*ﬁgbd'r — C%.Hll + 2c1c90Hq9 + c§H22
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Método variacional

Denominador:

[ o oar

/(lel +cafe)(crfi + cofo)dr

= c%/flfld'r"‘Cl@/f1f2d7"|‘clc2/f2f1d7+cgff2f2d7

Definimos a integral de sobreposicdo/recobrimento/overlap, Sij

Sij = /fz’fde: S ji

f¢*¢d7 = 0%511 + 2¢1¢2512 + 63522
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Método variacional

C%HH + 2c1co0Hq19 + C%

E(ci,c0) =
(e1,¢2) c1S11 + 2¢1¢9812 + 2520

FE = E(Cl, cz) MinimizarE emrelagaoac; ecy?

Reorganizando em uma forma conveniente:

E(c1,¢)[c2S11 + 2¢1¢3810 + ¢3895] = 2 Hyy + 2c1¢3Hyo + 5

Derivandoem relagaoa ¢y :

0 (no minimo)

OF
%1/[01%511 4 2¢1¢3812 + €3822] + E[2¢1811 + 2¢2892] = c1Hyp + 2c2Hyo

E[2¢1511 + 2¢3822| = c1Hy1 + 2¢oHyo
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Método variacional

E|(2¢1511 + 2¢3592] = c1Hyp + 2¢0Hyo

2¢1511F + 2¢2512 = 2¢c1Hyy + 2¢2Hyp

Rearranjando paraficar com termos 11 de um ladoe 12 do outro.

2¢1(H11 — ES11) + 2¢o(His — ES12) =0

Uma expressao similar é obtida para a derivadaem c,:

2c1(H12 — ES12) + 2c9(Hag — ESy) =0
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Método variacional

(2¢1(Hyy — ES11) + 2co(Hys — ES12) =0

2¢1(Hi2 — ES12) 4 2¢3(H2z — ES2) =0

Este par de equacdes pode ser escrito em uma forma matricial.

So existe solucdao nao-trivial se o determinantefor nulo.

Hyy — ESn1 Hip — ES12|

=0
His — ES12 Hy — ESy

Determinante secular
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Método variacional

Particula na caixa
fi(z) = z(a — )

fole) = 2(a — @)’
¢ =ci1f1 +cafo

K2 d?

e
2m dg?

12 passo: Calcular H;; e S;;.

Hllzfoaw(a—w) [— s ]m(a—a‘:)dw

2m dg?
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Método variacional
Particula na caixa

h? [ d
Hll = —% . (CLSC — CCZ) E(a — 22(3)(:123
h2 a )
= —— — —2)d
om . (az — 2%)(—2)d=
h? ¢ h? [ ax? 31
— —— (=2 — 2?)dzx = —
o (72) | oz —2)da m[2 3]0
K2 [a?’ a3} h2 g3
" m| 2 3 _RF h2a3
Hqy = 6
m
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Método variacional
Particula na caixa

S11 = ff1f1d7' = /am(a—a})m(a—w)d'r
0

a 3 4 57¢@
2 9 3 4 o L L L
= a‘r’ — 2ax° + x7)dxr = — =2
/0( ) [a?, “TTF,
- a a5+a5_a5
3 2 5 30 s _@
1= 35
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Método variacional
Particula na caixa

Outros elementos sao calculadosda mesma maneira.

h2q3 ad
Hy, = -z
1 "6m S 30
h2a? a’
Hiy = Hy = = Sy = L
12 21 = 25— S12 = 591 140
h2a® a’
Hy = Sog = ——
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Método variacional
Particula na caixa

22 passo: Montar o determinante secular.

Hy; — ES;1 Hpp— ESypo

=0
His — ES12 Hy — ESy
h2a3 a® h2a a®
_gZ_ _n 2
6m 30 30m 140 | 0
h2a3 a® h2a’ ab |
30m 140 105m 630
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Método variacional

Particula na caixa

h2a3 a® h2a3
6m 30 30m
h2a’ a® h2a’
30m 140 105m
1% 2
Troca de variaveis: J —= E h2

26/09/2023
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Método variacional
Particula na caixa

1 E’ 1 E'
6 30 30 140
1 E’ 1 E’

30 140 105 630

1 E\(1 E\ (1 FE 2_0
6 30 105 630 30 140 /)

(E')? — 56E’ 4252 =0

EI

56 + /2128 o [4,9349
= > 51,065
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Método variacional
Particula na caixa

, 4,9349
J 51 065 Escolhemos o menor valor.

1% 2 2 hZ
E = E'h = 4,93487 L 5 = 0,125002

ma’ ma ma’
h? h?
Resultado compardvel aovalorexato: Fy = 5 = 0,125 5
ma ma

e Resultadovariacional é sempre maior que o valor exato.

 Método mais util quandovalorexato ndao é conhecido.
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Meétodo variacional
Generalizacao para N termos

qb = le1 -|-sz2 + ---CNfN

Leva ao sistema de equacgodes:

( ¢1(Hy1 — ES11) +co(Hi2 — ES21) + -+ +en(Hiy — ESin) =0
c1(Hyg — ES12) 4+ co(Hyy — ES) + - - -+ en(Hay — ESon) =0

\Cl(HlN — ES1N) + co(Hoay — ESon) + -+ -+ en(Hyy — ESyn) =0
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Meétodo variacional
Generalizacao para N termos

Hy;; — ESn
His — ESy9

26/09/2023

Hys — ESio
Hyy — E S

Hiny — ES Ny Hyy — ESon
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Hiny — ESiN
Hyn — ESon

Hyy — ESyn
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