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1 Eq. de Langevin e movimento Browniano

Se uma pequena particula de massa m e movendo-se em uma dimensao estd imersa num fluido, uma forca
resistiva atuard sobre ela. Supondo que a forga resistiva seja proporcional & velocidade tal que mo(t) = —aw(t),

ou ainda:
b(t) = —u(t), (1)

de forma que v(t) = vge ™t onde v = a/m. Vemos que a velocidade da particula decresce exponencialmente com
o tempo até atingir o repouso. Isto ocorre porque a particula colide com as moléculas do fluido, transferindo,
portanto, momento e energia cinética.

A equagao Eq.(1) é vélida apenas se a massa da particula é ”grande”o suficiente de forma que as flutuagoes
térmicas possam ser desprezadas. Podemos obter uma medida de quanto as flutuagoes térmicas sao importantes,
considerando a relagdo do Teorema da equipartigao:

%m<v2>:%k‘BT<—>v*:m= ksT (2)

m

Quando m > 1, a equagdo deterministica Eq.(1) é uma boa descricdo. Por outro lado, quando m < 1,
v* torna-se relevante, de forma que o efeito das flutuacoes deve ser considerado. A fim de realizar tal anélise,
Langevin introduziu uma forca de cardter aleatério, defido aos impactos da particula com as moléculas do meio.
Neste caso, a Eq.(1) torna-se:

mo(t) = —av(t) + F,(t) (3)

Conforme mencionamos acima, F, é uma forca de carater aleatério devido as colisoes entre as particulas e
moléculas do meio (de ordem de 1023). Se fossemos capazes de resolver as 10?3 + 1 equacdes diferencias acopladas
para todas as condigoes iniciais conhecidas, precisariamos saber F,(¢). Como isto nao é possivel, supomos uma
particula na presenga da forga aleatéria e determinamos a média de Fj, sobre um ensemble de valores. Com isso,
temos que a equagao de movimento para a evolugao temporal da velocidade é tal que:



0(t) = —yu(t) + &alt), (4)

em que £(t) = F,(t)/m. A forga £(t) possui as seguintes propriedades sobre média dos ensembles de velocidades:

{€(t) =0 (5)

Isso pode ser entendido pelo fato de que a evolugao temporal da velocidade média (v) (¢) deve ser dada por
(1). Se multiplicarmos duas forgas de Langevin em diferentes instantes, é razodvel supormos que a média seja
nula para t' — ¢ maior que a duracio 7y de uma colisdo, isto é:

(€()E)) = 0 para [t —t'| > 7o (6)

Isto pode ser entendido levando-se em conta colistes de diferentes moléculas do fliido com a particula ser
aproximadamente independentes. Tipicamente, a duragao de uma colisao é muito menor que o tempo de relaxagao
7 = 1/+. Portanto, podemos assumir que:

(€)e)) =To(t — 1) (7)

O termo I" aparece a fim da energia média da particula ser bem determinada e de acordo com o principio da
equipartigao de energia. Com isso, Eq.(4),(5) e (7) juntas é determinada a Eq. de Langevin.
1.1 Velocidade quadratica média

Para a insergdo de uma forga dependente do tempo, utilizando o método da variacdo da constante v(t) =
u(t)e™ 7t e inserindo em Eq.(4), obtemos que:

o(t) = u(t)e " — yu(t)e

Inserindo de volta em Eq.(4) e integrando devidamente:

¢
v(t) = voe +/O dt' e_”’(t_t/)ﬁ(t’)7 (8)

em que vg é a velocidade inicial da particula. Essa solugao é vélida para qualquer £(¢). Uma vez que consideramos

{€(1)) = 0:

(v(t)) = (voe™ ") + < /0 t dt' eﬂtt’)g(t’)>

(w(t)) = voe™ " + / d’ e (£(t'))

Dessa forma,
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—(1—e 2 (10)

(=) = 5

Para tempos longos, tiramos o limite ¢ — co temos que a média (v(t)) vai a zero e:

(v*) = % (11)

A partir do balango de energia para a particula livre, isto é m <v2> /2 = kpT/2, obtemos uma relacgdo para o
I

29kpT
=208 (12)
m
1.2 Deslocamento quadratico médio
Por defini¢ao v(t) = &(¢). Dessa forma:
t
z(t) = xo —|—/ dt’ v(t')
0
t ’ t/ ’ 1"
x(t) :xo—l—/ dt’ |vpe ™t —|—/ dt" e 7=t
0 0
t ’ t t, ’ "
z(t) = xo + vO/ dt'e "t —|—/ dt’/ dt" e 7E=tDe()
0 0 0
Podemos inverter a ordem das integrais de tal forma que:
’UO t " " /
z(t) =z0+ —(1—e ) + / dt"&(t" et / dt'e
Y t
2t) = w0 + 2(1 - ) / d"E(#) (1 — =" =0)
Y
Tirando o valor médio:
v
(z(t)) = zo0 + ;0(1 —e ) (13)

Agora, calculando a diferenca:

o (o) = 1/dwa"n 1)
m— " // (=) ! Te(q! _efﬂy(tlft)
( /ﬁg }Aﬁﬂﬂl 1
o — ()2 = (1)
(& — (2))?) 74&[ 2
I

2\ _ _ 2 _ e—’yt i _ e—2’yt
(o= (@) = 5 1= 2= 4 5= e

Para tempos longos, temos o dominio to termo linear do tempo:



Como o coeficiente de difusdo é tal que 2D = I'/+%, podemos fazer a comparagio que:

 kgT
-

2D~? = <D

2’kaT
m

Como podemos determinar, para o movimento em 3 dimensodes, temos que:

0i(t) = —yui(t) + &), (14)

em que i = 1,2, 3 e vale que:

(&) =0 (&) (t') =T6; 56t )
de forma que, pela isotropia do espago:

(%) = (%) = > (@i — (2:))*) = 6Dt (15)

i=1

em que D = kgT/~ym.

1.3 Solucao de Langevin

A solugao anterior foi obtida por Langevin em 1908 de uma outra forma, conforme descrito a seguir:

Definindo que z = %mQ, temos que z = 2xv e, devido a isso:

3 = 2iv + 220 = 20% + 20

Utilizando Eq.(4), temos:

1
A(t) = 20 + 2 {—% + Fa(t)]
m m
2
2(t) = 207 — L opy — —aF,(t)
m m

(1) =207~ Z(t) - %xFa(t)

a 2

(2) =2(0%) = — (o) + — (@Fu(t))

Langevin em 1908, admite que (zF,(t)) = 0 para obter a relacao:

m(z) = 2m (v*) — a (z) (16)

No estado estaciondrio, usamos a relagao que m (v?) = kT, de forma que:

2kpT
= — 1
(=220 5 (2) (1)
em que a solucao é tal que:
2kgT 2kpgT
(o) = Z2E = [ 2T g e (19)



1.4 Distribuicao das velocidades e posicoes

Vimos que a velocidade v(t) de uma particula num meio viscoso e sujeito a forgas aleatdrias varia de acordo
com a equagao (4) em que £(t) é uma varidvel estocdstica que satisfaz as propriedades (5) e (7). Podemos usar
os resultados obtidos anteriormente para encontrarmos as distribuigoes de velocidade e posicoes. Nesta aula
consideraremos duas abordargens distintas. Na primeira delas, discretizamos a equacao (v) (t) = —yv + £(t) em
intervalos de tempos iguais t = nr:

Upt1 = (1 — 1) v + ﬁ{n(t), (19)
———

em que:

<£n> =0 <§n€n/> = 6n,n/

Elevando ao quadrado:

U721+1 =(1- 77’)0,21 + 118 +2(1 — Tl")\/ﬁﬁnvn
(V2,1 = (1 =297 ++27%) (v2) + 7T (€nénr)

Assim:

<v,21+1> — <v,21> _ —29T <v%> + 272 <v,21> +I'r
T T

Tomando o limite para 7 — 0, recuperamos que:

% = -2y (v?)+T (20)

Uma vez verificado que a discretizagao é consistente com os resultados obtidos, vemos que a partir de Eq.(19),
podemos escrever v,, da seguinte forma:
n=1
v, = Zwl, onde w; = al\/ﬁgn,l,l (21)
1=0
onde consideramos vy = 0. Dessa forma, a velocidade no instante n é uma soma de variaveis independentes, de
forma que para obter sua fungao caracteristica:

gn(k) — eikvn>
o) — 5T
gn(k) = T <6ikal‘/ﬁ n,l,l>

=0

Para um ruido gaussiano de média 0 e variancia 1 segue que w; obedece uma distribuicao gaussiana de média
0 e variancia 1. Dessa forma:

n—1

gn(k) _ H efa2lTFk2/2
=0

gn(k) — e > a?'rTk?/2

1—a2m

gn(k) = 67[ 1-a? }TF}C2/2



Realizando a transformada inversa de Fourier, recuperamos que:

1
p('U,t) = ﬁe—v(ﬂ?/zﬂ (22)

1—a?

2n
em que 02 = (1_“ ) 7T

.. , __.2n
Ao tomarmos o limite de tempos longos n — oo para 7 — 0, em que n7 é fixo, o termo (1 ¢ )TI‘ —

1—a?
(ﬂ) 7I" e portanto:

2yT—~2712
r
2 —2vt
= 1—e 2 23
7T - Tv)( e ) (23)
que, para 7 — 0:

r kT

o2 =0%= o (1—e 2% = 2B (24)
vy m

e, finalmente, obtemos a distribuicao de Maxwell-Boltzmann:

_ m_ —mv?/2kpT 9
p(0) = |5 (25)

2 Equacao de Fokker-Planck

A equagao de Langevin é uma equagao estocastica, pois cada uma das varidveis que entram nessa equagao sao
variaveis estocdsticas, o que significa que casa uma delas possui uma distribuigao de probabilidades que depende
do tempo. Portanto, resolver a equagao de Langevin significa determinar a distribuigdo de probabilidades P(z,t)
em cada instante ¢ > 0, dada a distribuigdo P(z,0) em ¢t = 0.

Consideramos por simplicidade a equagdo de movimento por uma particula num meio viscoso sujeita a forga
aleatéria F,(t) e uma for¢a F(x,t). Dessa forma, temos que:

d2z dx
Y F A
T (@,2) =7 dt

Para um caso particular da literatura, podemos considerar o caso simples em que a inércia pode ser desprezada.
Em outras palavras, temos que m < 1 e o termo de aceleragao é considerado nulo. Esse regime é conhecido como
overdamped:

+ Fu(t) (26)

dx

ag = F(xz,t) + Fo(t) (27)
dr  F(x,t)  Fu(t)
R 2
dt @ + @ (28)
——— N
f(z,t) £(t)
Na forma discretizada, temos que a equacao tem a seguinte forma:
Tn+l = Tn + Tfn + v Trgn (29)

Notemos que a variavel aleatéria x,+1 € £,41 s@o independentes entre si, embora x,41 dependa de &,. Seja
P, (x,) a distribuigdo de probabilidades da varidvel aleatéria x,, e g, (k) a correspondente fungao caracteristica
dada por:

gn(k) = (™) = / dz, e P, (2,,) (30)
G (k) = (ehan1) = <eik[zn+rfn+\/ﬁ§n]> (31)

Pela questao da independéncia, temos que:



Gni1(k) = <€ik[wn+7—fn]> <eik\/-rT“§n>7

em que, expandindo para 7 pequeno:

<eik[zn+7'fn]> ~ (e (1 + ikr f,)) (32)

Dessa forma:

) . ) k2T . )
gos1 (k) = ga(k) = () ikt (fue™ ) |14 ikV/TT () === (62) (™) | = (™)
=0 =1
Pegando termos até a primeira ordem de 7:
2
_ . | R
gn+1(k) gn(k) — ik <fnezk,xn> _ % <ezkxn>
T
Tomando o limite 7 — 0:
dg(k . ik KT, w
78(75) :zk:<f(x,t)ek ">77<ek > (34)
Expandindo pela definicao da transformada de Fourier:
F{f'(@)} = —ikF{f(x)} (35)
T (@)} = kK F{f(x)} (36)

/dz%ei’” _ /dx{a[ﬂ:r,g)f(:r,t)]}em +/dx{1;321;$7t)}emz

Portanto, chegamos que a Eq. de Fokker-Planck para uma particula Browniana no regime overdamped é tal
que:

OP(xz,t) 0 I 92P(z,t)
o —%[f(x,t)P(x,t)] + 5 o2 (37)
2.1 Solugao estacionaria da Eq. de Fokker-Planck
Dada a equacgao de Fokker-Planck:
oP(xz,t) 0 [ 0?P(x,t)
o *%[f(%t)P(%t)] + 2 g2 (38)
podemos escrever da seguinte forma:
OP(z,t) _ 0J(x,t)
ot or (39)
onde:
Ja1) = fa)P(a.t) - £ 200D (10)

2 Oz



A Eq.(39) é uma equagdo de continuidade, sendo J(z,t) a corrente de probabilidade. Supondo que a varidvel
x tome valores no intervalo [a, b]:

b
%/ dzP(z,t) = J(a,t) — J(b,t), (41)

o que implica que J(a,t) = J(b,t), ji que Vt f; dzP(x,t) =1
No regime estaciondrio, a densidade de probabilidade é independente de ¢, de modo que J(zx,t) também é.
Isto resulta da Eq.(40). Como o lado esquerdo de Eq.(39) ¢, nesse caso, 0, isto implica que J(z) = cte.

Um caso particular do regime estacionério, é aquele em que as corrente se anula nas extremidades. Nesse caso,
J(x) = 0. DEssa forma:

I'OP(x)
P(z) — = —
F@)P) — 57
_ _dV(a) .
Fazendo com que f(z) = —=4,~, encontramos que:
P(z) = Ae”2V@/T (42)

em que A é a constante de normalizagao.

2.1.1 Exemplo: Overdamped harmonic oscillator

Considerando a seguinte Eq. de Langevin :

d
o= v+ E(), (43)
temos a Eq. de Fokker-Planck correspondente:
OP(z,t) 0 L 0?P(x,t)
—— =v—|zP(x,t - 44
Tendo em vista o que vimos anteriormente, é razodvel supormos que:
Plat) = ——_e~le=a(t)*/2b(1) (45)

\/27h(t)
Por simplicidade, podemos escrecer que P(z,t) — e, de tal forma que:
x — a(t)]?
0 =~ g losl/2R00) (46)
em que, %—f = %ed’ = e¢%.

2
Além disso, Z[ze?] = e? (1 + x%) e 66;2 [e?] = e? [g?g + (%) ] Efetuando as derivadas:

0¢ [z —a(t)]da(t) [z —a(t)]?db(t) 1 db(t)

T b))t () A b i
06 _ [z —a(t)]

oz b(?)

0% 1
oz~ bt

Colocando todas as relagoes juntas:

[z —a(t)] da(t) [z — a(t)]? db(t) L db(t) [z — a(t)] r 1 [z —a(t)]?
o) At 20(t) At b(t) dt _V{l_x }+ {_b }



Agora, separando as contribuicoes em séries de poténcias de x:

da(t) _
A = fya(t)

Assumindo que P(z,0) = §(x — xg), recuperamos que a(O) ap = xo e b(0) = 0, portanto:

t) = —vt
a(t) 5;06 ) ( 48)
b(t) = 5, (1 —e™")
Considerando o limite para t — 0o, chegamos que a distribuigao estacionaria é tal que:
14 2
P _ v —vz</2D 49
(2) = |/ e (49)

Alternativamente, podemos encontrar a evolugao temporal dos momentos a partir da Eq. de Fokker-Planck.
Para tal, comegando com (z):

éj a /dw xP(xz,t)
d<7 /da: xap
§t> /d:c x{—uﬁax[:cP(m,t)]-f—gagg(g’t)}

2p
d<x> /dx mg[xth /da: xa xt
Ox

Feo r 9P

_ 2 _ S S
= va*P(x,t) V/dx xP(x,t) + 5% 50

+oo
r / i OP(.1)

2 ox

— 00 — 00

Nesse contexto, consideraremos que tanto a probabilidade, quanto sua derivada, anulam-se nos extremos.

Dessa forma:
0
d(z) P oopE T aP 0
_ 1 — 2 — — —
% va®P(x1) N I//dl‘ xP(x,t)+%Ej 27@_/%’
| ——
()

dt
D i Al f 2):
e maneira andloga, fazemos o processo para (x°):

d(=*) = /dac 2 {ua[:vP(x,t)] + FW}

dt Ox 2 0z?
d(z?) 5 0 r 5 0% P(z,t)

" fz//dx:r %[:cP(:c,t)]+§/dxxW

<dmt ) = v P(z, 1) - QV/dm 22 P(x,t) + 23: 8— /dx x
d<$2> +o0

= —2V/d:v 2?P(x,t) — TzP(x,t)

+F/dx P(z,t)

— 0o



T —2v <x2> +T (51)
Como b(t) = <x2> - <$>2:
db(t) _ d <x2> d (z)
T T oa AT
db(t) 2
4 = (@) + T —2() (v (x))
db(t) 2
WO _ _gfa?) — (o) +T
do(t) _
TR —2ub(t) + T (52)

2.2 Equagao de Kramers para uma particula

Quando os efeitos de inércia sdao consideraveis, temos a forma completa a partir da Eq. de Kramers. As
equagoes de movimento para a particula sao tais que:

(53)
Gv(®) = f@) — () + (),
em que f(z) = — a\giz)’ v=a/mef(t) = F,(t)/m. Conforme anteriormente, (£(¢)) =0 e (£(t)(t)) =To(t —t').

Vamos obter a equagao para a distribuicao de probabilidades nesre caso. Vamos proceder de maneira andloga ao
que fizemos para o caso overdamped:

Tptl = Ty + TU,

Upt1 = Up + Tfn — ¥T0, + VI'TE,

em que f, = f(z,). Desejamos encontrar P, (x,,v,) de onde associamos a fungio caracteristica dada por:

gn(k, q) = (eHomtiamy = /dmndvn eFentiavn p (g 0,) (54)

Analogamente:

gna1(k,q) = <eik(mn+Tvn)eiq[vn+Tfn—'ymn+\/ﬁ£n]>

) ) 27
gni1(k,q) = <e””"+’q“” 1+ iTv,k + 47 frq — iqT'yvn]> <1 +iqgVTLE, — g 5 T>

On+t1 (k, q) _ <ezkzn+zqvn> Tir <[k"Un 4 an _ ,Yqvn]ezkmn+1qvn> _ 7 <q261kzn+zqvn>

Dessa forma, subtraindo g, (k, ¢) e tomando o limite para 7 — 0:

gn+1(k,q) — gn(k,q) _ <eikmn+iqvn> i (kv + qfn — yqvn]eikmn+iqvn> B g <q2€ikmn+iqvn>

-
dg(k,q)
ot

T
2

_ <eikx+iqv> iy <[kv + qf(m) _ ,yqv}eikx+iqv> _ <q26ikx+iqv>

Utilizando as mesmas regras para as transformadas inversas:

10



lk‘< eikx+iq1;> - _Z {aax [’UP(.Z‘ U)]}
i (@) = ole=+10) = 5 {2 1( @) )P (a0l (56)
T I 9?°P(z,v
_q7< sz> F { 5 ag} )} (57)
Dessa forma, temos entao que
O 1(5(w) )Pl 1) 4+ oY) (58)

OP(z,v,t) 0
5 = —%[UP(x,v,t)] —

2.3 Equacgao de Fokker-Planck em varias particulas
Vamos considerar aqui o caso geral de um sistema formado por n particulas, onde casa uma delas é descrita

(59)

pelo conjunto de equacgoes
qrvit) = fi —yvi + (1)
%LL‘Z‘ (t) = V;
em que (§;(t)) =0e (&(t)§;(t')) =T;0;;0(t —t') e I'; é, em principio, para cada particula. Nesse caso, a equacao
L; 0?P(x,v,t)
i) P t)] 60
- Pl ]+ 3 5 (60)

de Fokker-Planck assume a forma

8P (z,v,t)
— 5 e - Sl
sendo z = {z;} e v = {v;} a colecao de posigdes e velocidades, respectivamente. Note que, ao colocarmos f; = 0
(61)

e m < 1, recuperamos que:
T 8 P
F o mln+

A equacao acima é conhecida como Eq. de Kramers. Podemos escrevé-la como uma Eq. de continuidade
(62)

oP oJ;
o (Kﬁ a)
1o} oP
Kz*fi@*‘viaimi (63)
T oP
J; — <7va+ 5 50 ) (64)

em que, assim como no caso anterior, vamos considerar que P(x,v,t) se anula na fronteira onde = = {z;} e

v = {uv;}.
2.3.1 Estado estacionario
(65)

De forma, geral, no estado estacionério

8Ji> ~0,

Z <Kl + 8’[)7;

i
de forma que as ”correntes” sao tangenciais as superficies e nao normais, pois causaria uma variagao das proba-

bilidades.
11



No caso em que a soma é nula, porém cada termo individual é diferente de 0, o sistema evoluira para um estado
estaciondrio de nao equilibrio, Neste caso, a solugao estacionéria da Eq. de Fokker-Planck nao é Boltzmann-Gibbs.
No caso de equilibrio termodinamico, temos que cada termo da soma é individualmente zero, de forma que:

0J;
811,»

Vamos analisar as condigoes em que o estado estacionério seja de equilibrio termodinamico. Uma delas é que:

Ki+=2=0 (66)

0J; T, 0P
=0y, P+ — =0
ov; T 2 Ov;
Dessa forma,
P(z,v) = Q(x1,%2, ..., Tn_1,Tn)e = (67)
Além disso, K; = fl -+ ng = 0, de forma que:
oP 2
Assim: —f; ( v ) +U13P Como P = Q(z)¢(v), temos que gf = ggf(v):
0Q 2y
ox; Ty @)
Isso acarreta em que:
10f; 10f;
Se as temperaturas forem as mesmas, i.e I'; = I';, entdo gf L= aic L ou seja, as forgas deverm ser conservativas.
Nesse caso:
Q) ~ e VT, (70)
e, porntanto:
1 ~
P(z,v) = ye_%(mﬁ/?-‘rv@))’ (71)

onde v2 = v} + v3 + -+ 02, fi = fi(x) = =32V (z) e Z 6 a funcdo de particio.
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