Exemplo Hiperestatico

A estrutura da figura é formada por um elemento horizontal rigido CDE, apoiado em
E e conectado a duas hastes verticais: AC de aco (E = 200 GPa, a = 11,7 x 10® °C?) com
didmetro de 22 mm; e BD de lat3o (E = 105 GPa, a = 20,9 x 10 °C!) com didmetro de 30 mm.
Determinar a tensdo na haste BD e os deslocamentos verticais das extremidades da estrutura,

considerando uma elevacdo da temperatura de 30°C apenas na haste de latao.
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Estrutura hiperestatica

Classificacao da estrutura

Primeiramente, devemos classificar a estrutura em isostatica ou hiperestatica. Para
isso, é necessdrio identificar o nUmero de reacdes de apoio (ou o nimero de incégnitas). De
acordo com o DCL abaixo e lembrando que as hastes verticais s6 transmitem forca
longitudinal, temos trés equacbes de equilibrio no plano (somatdrio de forcas horizontais,
forcas verticais e momento) para quatro incégnitas: a reacdo vertical Ra; a reacdo vertical Rg;

e as duas reagdes no apoio fixo E (Ex e Ey). O equilibrio pode ser expresso pelas seguintes

equacdes:
YFor=0=2E,=0 (1.1)
YEer=0=>Ry+Rg+E, =0 (1.2)



Apesar de ser possivel determinar a reacao horizontal Ex (que é nula), o problema continua
sendo estaticamente indeterminado, pois ainda temos trés reagdes incdgnitas para duas
equacodes de equilibrio. Supde-se que as reagdes verticais sdao todas para cima, o que ndo é
problema quando se trata de valores incognitos. O sinal ao final do exercicio confirmara se

sao para cima (em caso positivo) ou para baixo (em caso negativo).
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Diagrama de corpo livre (DCL)

Vale ressaltar que, neste caso, a inexisténcia de carregamento externo ndo implica
que as reagdes sejam nulas. Em geral, estruturas isostaticas sem forgas externas mas com
variacdo térmica estdo livres para se deformar sob acdo da temperatura e, portanto, as
reacGes sao nulas. Jd4 no caso hiperestatico, a existéncia de vinculos adicionais impede (ou
dificulta) a ocorréncia de deformacdo térmica e, para isso, os suportes exercem forcgas de
reagdao que limitam a movimentag¢ao da estrutura. Dessa forma, as reagdes de apoio em
estruturas hiperestaticas irdo existir mesmo que ndo haja carregamento externo (forgas
mecanicas). No caso especifico do problema analisado, a dilatacdo térmica da haste BD tende
a levantar os pontos D e C, o que aumenta o comprimento da haste AC. Contudo, para que
isso ocorra, deve haver esforco normal interno em AC e, portanto, uma forca é transmitida
por essa haste. Assim sendo, o problema em questao é hiperestatico.

Em seguida, o problema sera resolvido pelos dois métodos apresentados em sala de

aula: o Método das Forgas e o Método dos Deslocamentos.



Método das Forgas

Uma vez concluido que a estrutura é de fato hiperestatica, podemos aplicar o Método
das Forgas.

A primeira etapa envolve a eliminacdo dos vinculos adicionais. No presente problema,
temos apenas um vinculo adicional (estaticamente desnecessdrio). Optou-se pelo apoio A
como vinculo adicional. Além disso, a solucdo apresentada aqui serd feita por meio da
separacao do problema em dois casos isostaticos independentes a partir da estrutura da
figura abaixo:

Caso (1): variagdo térmica na haste BD, sem reacao adicional Ra

Caso (2): sem variagao térmica, com reacdo adicional Ra

C

’<—().»13 m-”'—(),i’w m—>

L

6\

09 m

Estrutura isostdtica correspondente (sem o vinculo adicional em A)

A segunda etapa é a solugdo dos casos isostaticos, o que consiste no calculo do
deslocamento associado ao vinculo adicional, ou seja, a. Para cada caso (ou subproblema),
a sequéncia é a mesma dos problemas isostaticos: determinar o esforgo interno normal (N) e
avariacdo de comprimento (AL) nas hastes e, com as relagGes de compatibilidade geométrica,

obter os deslocamentos axiais (ou verticais) 8.

Caso (1) - variagdo térmica em BD

Como ndo temos reacdo Ra no Caso (1), a normal na haste AC é nula, conforme figura

abaixo. Ademais, se Ra = 0, o equilibrio de momento em torno do ponto E (equacdo 1.3)



implica que Rz = 0 e, consequentemente, o equilibrio de forcas na vertical (1.2) resulta em Ey
=0. Ou seja, ja que o Caso (1) é isostdtico e envolve apenas variagdo térmica, as reacdes para

esse subproblema sao nulas.
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Método das se¢des para calculo da normal na haste AC, para o Caso (1)

De posse dos valores de normal (N) nas hastes e da variacdo térmica em cada uma

delas, montamos a tabela abaixo com a féormula completa para calculo da variacdo de

comprimento AL = % + aLAT:

Haste N (kN) L (mm) E(GPa) | A(mm?) | a(°C-1) AT (°C) | AL (mm)
AC 0 900 200 380.1327 | 0.000017 0 0.0000
BD 0 300 105 706.8583 | 0.0000209 30 0.1881

Variacdo de comprimento das hastes para o Caso (1)
Ou seja, no Caso (1) a haste AC ndo sofre alongamento nem encurtamento, mas a haste BD
alonga 0,1881 mm.
Em seguida, a partir das variagdes de comprimento acima, determinamos os
deslocamentos verticais dos pontos D, C e A por meio da compatibilidade geométrica do
problema. Considerando apenas deslocamentos verticais, podemos desenhar a posi¢ao

deformada da estrutura no Caso (1) em vermelho, de acordo com a figura abaixo.
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Posicdes indeformada (preta) e deformada (vermelha) para o Caso (1)

O raciocinio é o seguinte: se o ponto B esta preso (65 = 0) e se a haste BD alonga
0,1881 mm, entdo o deslocamento vertical do ponto D é 6, = 0,1881 mm para cima. Além
disso, como o elemento horizontal é rigido, ele rotaciona em torno do ponto E (apoio fixo),
mas permanece reto, o que permite relacionar os deslocamentos dos pontos D e C por uma

semelhanca de triangulos:

=D 5 =256 (2)
Substituindo o valor do deslocamento do ponto D, concluimos que 6, =
0,47025 mm (para cima) no Caso (1). Utilizando um raciocinio similar ao da haste BD, se o
ponto C sobe 0,47025 mm e se a haste AC ndo sofre variacdo de comprimento, entdo o ponto
A também sobe 0,47025 mm.

Alternativamente, a obtencdo dos deslocamentos verticais acima pode ser feita a
partir do deslocamento relativo, considerando a regra da orientagcao do eixo. Adotando o eixo

vertical apontando para cima, a compatibilidade geométrica resulta nas seguintes

expressoes:
ALAC = 6C - 6A = 6C = 6A + ALAC (31)
ALBD = 6D - 53 = 5D —-0= 5D = ALBD (32)

Com os valores calculados na tabela acima, concluimos que 6p = 0,1881 mm para cima (valor
positivo implica em deslocamento com o mesmo sentido do eixo vertical) e 64 = 6¢c = 0,47026
mm também para cima (valor positivo).

Assim sendo, marcamos o valor do deslocamento vertical do ponto A como solucdo

do Caso (1): 6a) = 0,47025 mm para cima.



Caso (2) - reacdo adicional Ra

A sequéncia a ser seguida é a mesma do Caso (2), s6 que agora para outro
subproblema isostatico (similar ao primeiro), conforme figura abaixo. O artificio da carga
unitdria no lugar da reagao adicional Ra é apenas para facilitar os cdlculos efetuados na tabela

das variagdes de comprimento.
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Caso (2) - Estrutura isostatica com reacdo adicional unitaria (Ra =1 kN)

Se areagdo adicional é Ra =1 kN, entdo o equilibrio de momento (1.3) resulta em Rg =
-2,5 kN (ou seja, 2,5 kN para baixo). Com esses dois valores, o equilibrio de forcas na vertical
permite o calculo da reacdo vertical Ey. Contudo, ndo é necessario determinar tal reacdo de
apoio (embora seja facil mostrar que Ey = 1,5 kN para cima). Calculadas as rea¢des de apoio
nas hastes, a andlise pelo método das secdes na figura abaixo permite concluir que a normal

na haste AC é Nac = -1 kN (compressao) e em BD é Ngp = 2,5 kN (tracdo).
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Método das segdes para cdlculo da normal nas hastes, no Caso (2)



O célculo da variacdo de comprimento em cada haste no Caso (2) é feito considerando

os valores de normal acima e sem variagdo térmica:

Haste N (kN) L (mm) E(GPa) | A(mm?) | a(°C-1) AT (°C) | AL (mm)
AC -1 900 200 380.1327 | 0.000017 0 -0.01184
BD 2.5 300 105 706.8583 | 0.0000209 0 0.01011

Variagao de comprimento das hastes para o Caso (2)
Isto é, no Caso (2) a haste AC encurta 0,01184 mm, mas a haste BD alonga 0,01011 mm,
considerando uma reagdo adicional de valor unitario (Ra = 1 kN) para cima.

As relacbes de compatibilidade geométrica utilizadas no Caso (1) para determinacao
dos deslocamentos verticais absolutos também podem ser empregadas no Caso (2). A partir
delas, conclui-se que 6p =0,01011 mm para cima; 6c = 2,5 6p = 0,02526 mm para cima, e da =
Oc - Alac = 0,03710 mm para cima. Pode-se verificar o movimento na haste AC ao observar
gue, se a extremidade superior (ponto C) sobe e a haste encurta (ou diminui de tamanho),
isso implica que a extremidade inferior (ponto A) sobe mais do que o ponto C.

Com isso, resolvemos o Caso (2) para uma carga unitaria. Lembrando da
proporcionalidade entre forca e deslocamento, a reacdo adicional Ra no Caso (2) provoca o

seguinte deslocamento associado: 8a? = 0,03710 Ra mm para cima.
Superposi¢do de efeitos e imposi¢io da compatibilidade geométrica

O efeito combinado da variagcdo térmica em BD e da reacdo adicional Ra pode ser
obtido superpondo-se os valores calculados nos Casos (1) e (2):

5ot = 5, 45, = 047025 + 0,03710R, (4)
A condicdo de compatibilidade geométrica referente ao vinculo adicional pode ser descrita
observando-se o desenho inicial do problema. A partir dela, determina-se o valor da reacdo
adicional:

6p=0=>Ry =—-12,675kN (5)
Ou seja, a reagdo adicional é Ra =12,675 kN para baixo.

Com o valor da reac¢do adicional, a outra reacdo pode ser calculada pelo equilibrio:

Rs = 31,687 kN (para cima) (6)

Com as reac¢des nas hastes determinadas, monta-se a tabela final:



Haste N (kN) L(mm) | E(GPa) | A(mm3) | a(°C-1) AT (°C) | AL (mm)
AC 12.675 900 200 380.1327 | 0.000017 0 0.15005
BD -31.687 300 105 706.8583 | 0.0000209 30 0.06002
Respostas finais
Tensao normal na haste BD (definigao):
Opp = 22 = _44 83 MPa (7.1)
App
Deslocamentos das extremidades:
6p = 0,06002 mm para cima (7.2)
6c=2,56,=0,15005 mm para cima (7.3)
Verificacdo:
6A = 6C - ALAC = O (74)

Método dos Deslocamentos

No segundo método, é necessario identificar as deslocabilidades da estrutura, o que

pode ser feito por meio da mesma figura utilizada para definir a compatibilidade geométrica

no Caso (1) do Método das Forgas, repetida abaixo.
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PosicGes indeformada (preta) e deformada (vermelha)

Ja que 64 = 68 = 0, temos apenas uma deslocabilidade (ou uma variavel cinematica

capaz de definir todo o movimento da estrutura), a qual pode ser o deslocamento vertical de



C (6¢), o deslocamento vertical de D (6p) ou a rotacdo do elemento rigido horizontal em torno
do ponto E (B¢pe). Adotou-se aqui o deslocamento do ponto D como a deslocabilidade do
sistema, ou seja, o valor de ép permite definir completamente o problema (deformagdes,
forgas, tensodes etc.).

Escolhida a deslocabilidade, determina-se a variagao de comprimento nas hastes em
funcdo do deslocamento &p:

ALgp = 6p (8.1)

ALy = 60 = 2,56 (8.2)

O préximo passo é empregar a féormula inversa para cdlculo do esforco interno normal

nas hastes a partir da deslocabilidade:

AL ==+ alAT > N = % (AL — aLAT) = EA (“L—L - aAT) (9)
Aplicando as expressoes (8):

Nac = 84,474 (2,5 8p) (10.1)

Ngp = 247,40 (6p — 0,1881) (10.2)

A determinacdo da deslocabilidade é feita via imposicao do equilibrio com auxilio da
figura abaixo. Para determinar o valor da deslocabilidade sem precisar calcular a reagao Ey,
fazemos somatério de momento em torno do ponto E:

Nyc-75 + Ngp.30 = 0 = 84,474(2,56,)75 + 247,4(6p, — 0,1881)30 = 0

= 6p = 0,06002 mm (para cima) (11.1)
= 8, = 0,15005 mm (para cima) (11.2)

Ou seja, o mesmo valor obtido pelo Método das Forgas na equacao (7.2).
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Método das Secbes para calculo da deslocabilidade (suposicdo inicial: ambas as hastes estao

tracionadas)



Portanto, a solucdo obtida é a mesma:

Haste E(GPa) | A(mm?) | L(mm) a(°ch) AT (°C) | AL(mm) | N (kN) [ o (MPa)

AC 200 380.1327 900 0.000017 0 0.15005 | 12.675 33.344

BD 105 706.8583 300 0.0000209 30 0.06002 | -31.687 | -44.829

Valores finais obtidos pelo Método dos Deslocamentos (a obtencdo das trés ultimas

colunas foi feita a partir das equac¢des 8, 10 e 11)

A tabela acima confirma que a haste AC é tracionada e a BD é comprimida. Caso seja
pedido o valor da reacdo vertical em E, aplica-se o equilibrio na vertical (1.2): Ey = 19,012 kN

para baixo.



