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Observamos que em qualquer apresentacao axiomatica o co-
me¢o tende a ser cansativo, precisamente por ser necessario demons-
trar alguns fatos que sio bem conhecidos. Tentamos poupar o leitor,
na medida do possivel, desse inevitavel aborrecimento. Assim, nosso
sistema de axiomas € superabundante, isto é, admitimos mais proprie-
dades do que as estritamente necessarias, esperando tornar mais flu-
ente a exposicao. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar os
exercicios.

O primeiro grupo de axiomas descreverd algumas proprieda-
des da soma que certamente sdo familiares ao leitor.

A1l  Propriedade Associativa: Para toda terna a, b, cde inteiros tem-

S¢€ que
at+(b+tc)=(at+b)+c.

A.2  Existéncia do Neutro: Existe um unico elemente, denominado

neutro aditivo ou zero, que indicaremos por 0, tal que

a+0=a,paratodoae Z .

A3  Existéncia do Oposto: Para cada inteiro a existe um tnico ele-
mento que chamaremos oposto de a e indicaremos por —a, tal

que
a+(-a)=0.

A4 Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se

que
at+tb=b+a .

O préximo grupo de axiomas explicita algumas das proprieda-

des da multiplicacao.

A5  Propriedade Associativa: Para toda terna g, b, ¢ de inteiros tem-

se que

a(bc)y=(ab) c.
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Existéncia do Neutro: Existe um tinico elemento, diferente de
zero, denominado neutro multiplicativo, que indicaremos por

1, cal que
l-a=a,paratodoac Z .

Propriedade Cancelativa: Para toda terna a, b, c de inteiros, com

a# 0, tem-se que,
se ab=ac,entdao, b=c . )

Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de inteiros, tem-se

que
ab= ba .

Comparando o grupo de axiomas dados para a adi¢ao € a mul-

tiplicacao, percebe-se uma grande semelhanca entre ambos. A Gnica

diferenca notavel surge entre os axiomas A.3 e A.7. Um anilogo a A.3

para multiplicacdo afirmaria que para todo a€ Z existe um elemento,

digamos,a’ € Z, tal que a - 2’ = 1. Sabemos, porém, que isso nio aconte-

ce: quando a= 2, por exemplo, nao existe nenhum inteiro a2’ tal que 22’

=1 (para consideracoes mais precisas veja o exercicio 7).

Poderiamos nos perguntar ainda por que nao colocar, entre os

axiomas da adi¢do, um andlogo a propriedade cancelativa A.7. Nao o

fizemos apenas porque é muito facil demonstrar esse resultado a par-

tir dos axiomas.

1.2.1 Prorosicio (PROPRIEDADE CANCELATIVA DA ADICAO)

Para toda terna a, b, ¢ de inteiros tem-se que,

sea+b=a+c,entaob=c .

DEMONSTRACAO

Se a+ b= a+ ¢, somando o oposto de a a ambos os membros

dessa igualdade, temos que

(ma)+(a+b)=(-a)+(a+c) .
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Usando a propriedade associativa, temos:

[(-a)+(a)l+b=[(-a)+(a)]+c,

isto €,
0+b=0+c,
portanto,
B, ; =

O préximo axioma relaciona ambas operagdes.

A9 Propriedade Distributiva: Para toda terna a, b, c de inteiros tem-

se que
a(b+c)=ab+ac.

As proximas afirmacdes também sao intuitivamente evidentes,
mas conforme o plano inicial serdo demonstradas com base nos axio-

mas até aqui introduzidos.

1.2.2 ProrosiciAo

Para todo inteiro a, tem-se quca-0=0.

DEMONSTRACAO
Comoa-0+a-0=a(0+0)=2-0=a-0+0, comparando o
primeiro e o altimo termo da cadeia de igualdades acima temos que
a-0+a-0=2a-0+0.
Usando a propriedade cancelativa da adi¢ao, vemn imediatamente que

av0=10. (]

1.2.3 PROPOSICAO

Sejam a, b inteiros, tals que a- b= 0. Entao, a= 0 oub=0.
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DEMONSTRACAO

Se ab= 0, usando a proposi¢io anterior podemos escrever essa
igualdade na formaab=2-0 .

Se 2 =0 , a proposicao esta demonstrada. Se a# 0 , podemos
usar o axioma A.7 para cancelar e obtemos b= 0 . |

Se o leitor lembra da forma como sio apresentadas as opera-
¢0es com numeros inteiros no curso secundario e o mistério que en-
volve o processo de decidir o sinal de um produto, certamente apreci-
ara as vantagens do método axiomatico da proposi¢io seguinte.

1.2.4 ProprosiCA0 (REGRA DOS SINAIS)

Sejam a e b inteiros. Entao vale:

G)  -(-a)=a |
a (-a)(b) =-(ab)=a(-b)
(i) (—a) (=b) = ab .

DEMONSTRACAO

Notamos inicialmente que podemos interpretar o axioma A.3
da seguinte forma: o oposto de um elemento a € o Gnico inteiro que
verifica a equacao a+ x=0.

Para provar (i) basta observar que a verifica a equacio
(—a )+ x=0. Conseqientemente, a €& o oposto de —a (que € o
elemento indicado por— (-a) ) .

Para provar a primeira igualdade de (ii), basta observar que
(—a) béasolucaode ab+ x=0, ja que

ab+ (-a)b=[(-a)+a] b=0-b=0 .
Analogamente, verifique que ab+ a(-b) =0 .

Para (iii), podemos observar diretamente que aplicando (ii) te-

mos

(=a) - (=b)==(a(-b))=-(-(ab)),
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€ usando também (i) no Gltimo termo segue que

(—a)(~b)=ab . =




