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ANÁLISE DE AGRUPAMENTOS 

(𝑪𝑳𝑼𝑺𝑻𝑬𝑹 𝑨𝑵𝑨𝑳𝒀𝑺𝑰𝑺) 
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DEFINIÇÕES INICIAIS 

Objetivo: Reunir objetos ou indivíduos em grupos (𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑠) com 
base em diversas características medidas neles.  

Busca classificar um objeto ou indivíduo no grupo que apresenta ca-
racterísticas mais similares às suas, considerando um critério de se-
leção previamente escolhido (CORRAR, 2017). 

O grupo escolhido deve apresentar um alto grau de homogeneidade 
interna e alta heterogeneidade externa. 

Quando a classificação é bem-sucedida, os objetos ou indivíduos de 
um mesmo grupo estarão juntos quando 𝑝𝑙𝑜𝑡𝑎𝑑𝑜𝑠 geometricamen-
te e os diferentes grupos estarão distantes uns dos outros. 
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O processo de agrupamento (𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔) é diferente do método de 
análise discriminante, que envolve o conhecimento prévio de um nú-
mero de grupos e tem o objetivo operacional de designar/classificar 
novos objetos/indivíduos a um desses grupos conhecidos.  

A análise de agrupamentos é uma técnica mais primitiva em que ne-
nhuma suposição é feita sobre o número ou sobre a estrutura dos 
grupos e está baseada exclusivamente em medidas de similaridade 
ou de distâncias (dissimilaridade) entre os objetos/indivíduos. 

Na literatura aparece também com os nomes: análise de conglome-
rados, análise de 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑠, 𝑄-𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑠𝑖𝑠, 𝑡𝑦𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑦, 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 
𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑠𝑖𝑠 e 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑡𝑎𝑥𝑜𝑛𝑜𝑚𝑦.  

Esta variedade de nomes deve-se, em parte, ao uso da técnica em 
diversas áreas de pesquisa. 
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Segundo Corrar (2007) existem três questões básicas em análise de 
agrupamentos: 

 Como medir a semelhança entre objetos? 

 Supondo que se possa medir a semelhança relativa entre objetos, 
como juntar os objetos semelhantes em 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑠/grupos? 

 Após ter efetuado o agrupamento, como descrever os 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑠 e 
como saber se eles são “reais” ou se são resultados de um simples 
artifício estatístico? 

 
Vamos buscar uma medida de distância adequada e escolher bem as 
variáveis (características) que serão medidas/avaliadas nos objetos 
e que irão caracterizá-los.  
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Os agrupamentos também podem fornecer um meio informal para 
identificar 𝑜𝑢𝑡𝑙𝑖𝑒𝑟𝑠 multivariados que, geralmente, representam ob-
servações identificadas como atípicas ou verdadeiras “anomalias” e 
que não são representativas da população em estudo. 

Os 𝑜𝑢𝑡𝑙𝑖𝑒𝑟𝑠 podem distorcer a estrutura final dos grupos derivados 
do estudo. 

Sugestões para identificação de 𝒐𝒖𝒕𝒍𝒊𝒆𝒓𝒔 

 Quando as variáveis são medidas na mesma escala, construir um 
gráfico com os perfis das respostas de todos os indivíduos.  

 Usar a Distância de Mahalanobis e identificar os indivíduos mais 
distantes do centro do grupo. 
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A Análise de Agrupamento visa à obtenção de um esquema que pos-
sibilite reunir unidades amostrais (tratamentos, genótipos, objetos, 
indivíduos, entidades 𝑒𝑡𝑐.) sobre as quais são medidas 𝑝 variáveis, 
em um número de grupos escolhido pelo analista, de tal modo que 
exista grande homogeneidade dentro de cada grupo e uma grande 
heterogeneidade entre os grupos.  

O agrupamento é feito com base em medidas de similaridades ou de 
distâncias (dissimilaridades).  

Sugestão: Rever os slides sobre Distâncias Multivariadas. 
 
Problema recorrente: Técnicas baseadas em diferentes medidas de 
similaridades/distâncias nem sempre levam aos mesmos resulta-
dos. 
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Ideia 

 Antes de realizar a Análise de Agrupamento podemos diminuir o 
número de variáveis utilizando a análise fatorial (AF) ou a análise 
de componentes principais (ACP) e utilizar os escores dos primei-
ros fatores ou componentes para criar os grupos.  

Para comprovar que os grupos formados têm características dife-
rentes, podemos usar a MANOVA e comparar os vetores de médias 
dos grupos formados, esperando que esses vetores não sejam consi-
derados iguais. 
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DISTÂNCIAS, MEDIDAS DE SIMILARIDADE E DE DISSIMILARI-
DADE 

Problema: Escolher um critério para medir (avaliar) a distância en-
tre dois indivíduos ou para quantificar o quanto eles são parecidos.  

Geralmente, os algoritmos utilizados na Análise de Agrupamentos 
estão baseados em distâncias ou medidas de dissimilaridade. 

Medidas de Dissimilaridade: quanto menor o valor observado dessas 
medidas, mais parecidos são os indivíduos.  

Exemplo: distância euclidiana, distância de Mahalanobis 𝑒𝑡𝑐. 

Importante: Quando as 𝑝 variáveis não são avaliadas na mesma es-
cala de medida ou as suas variâncias são muito diferentes, costu-
ma-se trabalhar com os dados padronizados.  
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O Minitab disponibiliza o uso das distâncias Euclidiana, Manhattan e 
de Pearson, cujas fórmulas de cálculo são as seguintes: 
 

Distância Fórmula 

Euclidiana 𝑑(𝑖, 𝑘) = √∑ (𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑘𝑗)
2𝑝

𝑗=1  

Manhattan 𝑑(𝑖, 𝑘) = ∑ |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑘𝑗|𝑝
𝑗=1   

Pearson 𝑑(𝑖, 𝑘) = √∑ (𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑘𝑗)
2𝑝

𝑗=1 /𝑣𝑗  

 
Em que 𝑑(𝑖, 𝑘) é a distância entre os indivíduos (linhas) 𝑖 e 𝑘; 𝑗 = 1, 
…, 𝑝 são as 𝑝 colunas (variáveis) da matriz de dados e 𝑣𝑗 é a variância 

da variável (coluna) 𝑗. 
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MÉTODOS DE AGRUPAMENTO DE INDIVÍDUOS 
 
No processo de agrupamento de 𝑛 indivíduos precisamos calcular 
𝑛(𝑛 − 1)/2 distâncias, o que torna impraticável um exame visual das 
suas estimativas para agrupar os indivíduos.  

Exemplo: Com 𝑛 = 50 indivíduos, precisaríamos calcular 

50(49)/2 = 1225 

distâncias entre pares de objetos! 
 
Os métodos de agrupamento são numerosos e o pesquisador deve-
rá decidir qual é o mais indicado ao seu trabalho, lembrando que o 
uso de métodos diferentes pode levar a diferentes padrões de agru-
pamento.  
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Os métodos de agrupamento podem ser classificados como: 

𝒂) Métodos Hierárquicos: são utilizados em análises exploratórias 
com o intuito de identificar possíveis agrupamentos. A história de 
agrupamento pode ser resumida em um diagrama de árvore, tam-
bém chamado de dendrograma (ou dendograma). 

𝒃) Métodos de Otimização ou não-hierárquicos: os grupos são for-
mados pela otimização de um critério de agrupamento. O núme-
ro de grupos deve ser especificado previamente pelo pesquisador. 
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MÉTODOS HIERÁRQUICOS DE AGRUPAMENTO 

Os indivíduos são classificados nos grupos em diferentes etapas, de 
modo hierárquico (ordenado), produzindo uma árvore de classifi-
cação.  

Os métodos hierárquicos podem ainda ser divididos em: 

 Métodos aglomerativos (mais comuns!): O processo é iniciado com 
𝑛 agrupamentos. Os dois indivíduos mais similares são fun-didos 
e formam o primeiro grupo; este processo vai se repetindo, com 
os grupos iniciais sendo fundidos com outros de acordo com suas 
similaridades. Eventualmente, com a diminuição das simila-
ridades, todos os subgrupos são fundidos em um único agrupa-
mento. 
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 Métodos divisivos: Partem de um único grupo e por divisões su-
cessivas vão sendo divididos (separados) em 2, 3,  subgrupos, 
de tal modo que os indivíduos em um subgrupo estejam longe dos 
indivíduos do outro subgrupo. Esses indivíduos são novamente 
separados em outros subgrupos e o processo continua até que ca-
da objeto forme um grupo. 
 

Os resultados dos dois métodos podem ser mostrados na forma de 
um diagrama bidimensional conhecido como dendrograma ou dia-
grama de árvore que ilustra as fusões (ou divisões) que são feitas em 
cada um dos níveis sucessivos do processo. 



14 

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gonçalves de Lima – FZEA/USP 

 

Em um dos seus eixos indicamos o nível de dissimilaridade (distân-
cia) utilizado e no outro, os indivíduos aparecem em uma ordem re-
lacionada à história do agrupamento. 
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ALGUNS MÉTODOS HIERÁRQUICOS AGLOMERATIVOS (MÉTODOS 
DE LIGAÇÃO) 
 
𝒂) MÉTODO DA LIGAÇÃO ÚNICA (𝒔𝒊𝒏𝒈𝒍𝒆 𝒍𝒊𝒏𝒌𝒂𝒈𝒆) OU DO VIZINHO MAIS 

PRÓXIMO  

Os grupos serão formados a partir dos indivíduos, fundindo os vizinhos 
mais próximos, ou seja, aqueles que têm a menor distância. O algoritmo do 
método resume-se em: 

1) Calcular a matriz (simétrica) D =  {𝑑𝑖𝑘}, 𝑛𝑛, de distâncias (ou simi-
laridades) entre os pares de indivíduos. 

2) Encontrar a menor distância na matriz D e ligar os objetos correspon-
dentes, digamos, U e V, para formar o grupo (UV). 
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3) Atualizar as entradas na matriz D, apagando as linhas e colunas cor-
respondentes aos objetos U e V e adicionando uma nova linha e uma 
nova coluna para indicar as distâncias entre o grupo (UV) e os grupos/ 
objetos restantes. A distância entre o grupo (UV) e outro grupo W é 
calculada como: 

𝑑(UV)W = 𝑚𝑖𝑛{𝑑UW, 𝑑VW}                                (9.13) 

 onde 𝑑UW e 𝑑VW são as distâncias entre os vizinhos mais próximos dos 
grupos (U e W) e (V e W), respectivamente. 

4) Repetir os passos 2 e 3 até que os 𝑛 objetos formem um único grupo.  
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Exemplo 1. Para ilustrar o algoritmo de ligação única vamos considerar as 
distâncias euclidianas hipotéticas entre os pares de cinco objetos apresen-
tadas a seguir e realizar o processo de agrupamento, passo-a-passo. 

Com as distâncias guardadas na matriz 𝐃 apresentada a seguir, iniciamos 
o processo identificando a menor distância. 

 1 2 3 4 5 
1 0     
2 9 0    
3 3 7 0   
4 6 5 9 0  
5 11 10 2 8 0 

 
1) Juntar os itens 3 e 5, porque 𝑚𝑖𝑛(𝑑𝑖𝑘) = 𝑑35 = 2. 
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2) Calcular as distâncias entre o grupo (35) e os demais objetos (1, 2 e 4):  

𝑑(35)1 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑31, 𝑑51} = 𝑚𝑖𝑛{3, 11} = 3 

𝑑(35)2 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑32, 𝑑52} = 𝑚𝑖𝑛{7, 10} = 7 

𝑑(35)4 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑34, 𝑑54} = 𝑚𝑖𝑛{9, 8} = 8 

               (35)  1      2      4 

 ⇒ A nova matriz 𝐃 fica:   𝐃 = 

(35)  
1  
2  
4  

[

0
𝟑 0
7 9 0
8 6 5 0

]     

3) Juntar os grupos (35) e 1 porque 𝑚𝑖𝑛(𝑑𝑖𝑘) = 𝑑(35)1 = 3. 

4) Calcular as distâncias entre o grupo (135) e os demais objetos 2 e 4: 
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𝑑(1,35)2 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(1)2, 𝑑(35)2} = 𝑚𝑖𝑛{9, 7} = 7 

𝑑(1,35)4 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(1)4, 𝑑(35)4} = 𝑚𝑖𝑛{6, 8} = 6 

             (135)  2      4 

 ⇒ A nova matriz D fica:     𝐃 = 
(135)  

2  
4  

[
0
7 0
6 𝟓 0

] 

 
5) Juntar os grupos 2 e 4 porque 𝑚𝑖𝑛(𝑑𝑖𝑘) = 𝑑24 = 5. Neste ponto nós já 

os dois grupos (135) e (24) e a menor distância entre vizinhos é: 

𝑑(135)(24) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(135)2, 𝑑(135)4} = 𝑚𝑖𝑛{7, 6} = 6 

 A matriz de distâncias final é igual a: D = 
(135)  
(24)  

[0
6 0

] 

6) Finalmente juntamos os grupos (135) e (24) em um único grupo. 
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Para realizar esta análise no MINITAB precisamos, primeiramente, 
carregar o arquivo Cluster – Ex1, com as distâncias e juntar as infor-
mações numa matriz, usando: 

MTB > copy c1-c5 M1 

Depois escolher Stat > Multivariado > Agrupamento de observações 
> Matriz de distância ou variáveis escolher a matriz M1; em Método 
de ligação escolher Único; em Medida de distâncias escolher Eucli-
diano, marcar Exibir dendrograma e em Personalizar escolher a op-
ção Distância.  

A sequência dos agrupamentos aparece em Agrupados reunidos e o 
nome dos novos grupos aparece em Novo agrupado.  O tamanho dos 
agrupamentos aparece na última coluna. 
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Passo 1: agrupa (3) com (5) → (3) [35] 
Passo 2: agrupa (1) com (3) → (1)  [1,35] 
Passo 3: agrupa (2) com (4) → (2)  [24] 
Passo 4: agrupa (1) com (2) criando um único grupo (1). 
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O dendrograma mostra a 
sequência de agrupamen-
tos das cinco observações. 

 
A linha de corte vermelha 
foi traçada depois de esco-
lhermos 2 agrupamentos. 

 

 

Repetindo o processo de análise, em Número de agrupamentos digi-
tamos 2 e em Armazenamento > Coluna de indicadores de agrupa-
dos digitamos Grupo. 
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O dendrograma indicará a formação dos dois grupos com cores dife-
rentes. 
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A coluna Grupo da planilha do Minitab indica o grupo ao qual cada 
observação foi alocada pelo método do vizinho mais próximo. 

 

 
Perceba que o processo de agrupamento foi realizado sem conhecer 
os objetos/indivíduos!  

Só precisamos da matriz de distâncias entre eles... 
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B) MÉTODO DA LIGAÇÃO COMPLETA (𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒕𝒆 𝒍𝒊𝒏𝒌𝒂𝒈𝒆) OU DO 
VIZINHO MAIS DISTANTE 

Em cada estágio, a distância entre grupos é determinada pela maior 
distância entre dois elementos, um de cada grupo. Isto assegura que 
todos os itens em um grupo estão dentro de alguma distância máxi-
ma (ou similaridade mínima) de cada outro.  

O algoritmo aglomerativo geral inicia procurando a menor distância 
em D = {𝑑𝑖𝑘} e juntando os objetos correspondentes, tais como U e 
V, num grupo (UV). No passo seguinte, as distâncias entre (UV) e 
qualquer outro grupo W são calculadas por: 

𝑑(UV)W = 𝑚𝑎𝑥{𝑑UW, 𝑑VW}                                (9.14) 

onde 𝑑UW e 𝑑VW são as distâncias entre os vizinhos mais distantes 
dos grupos (U e W) e (V e W), respectivamente. 
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No Exemplo 1, escolhendo em Método de ligação a opção Completa, 
tem-se os seguintes passos de agrupamento: 
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O dendrograma representa o processo de agrupamento das observa-
ções.  
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C) MÉTODO DO CENTRÓIDE 

Cada grupo é substituído pelo valor médio das medidas dos indiví-
duos que pertencem ao grupo, que é chamado centróide do grupo.  

Em cada passo, calcula-
mos a matriz de distân-
cias entre os centróides e 
juntamos os indivíduos 
que apresentam a menor 
distância com os respec-
tivos centróides. 
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D)  MÉTODO DA LIGAÇÃO MÉDIA (𝒂𝒗𝒆𝒓𝒂𝒈𝒆 𝒍𝒊𝒏𝒌𝒂𝒈𝒆) 

Trata as distâncias entre dois grupos como a média das distâncias de 
todos os pares de itens onde cada membro de um par pertence a um 
grupo.   

Iniciamos o processo pro-
curando na matriz de dis-
tâncias D =  {𝑑𝑖𝑘} os obje-
tos mais próximos, por 
exemplo, os objetos U e V. 
Esses objetos são junta-
dos no grupo (UV).  
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No próximo passo, as distâncias entre (UV) e outro grupo W são cal-
culadas por: 

𝑑(UV)W = 
∑ ∑ 𝑑𝑖𝑘𝑘𝑖

𝑛(𝑈𝑉)𝑛𝑊
                                     (9.15) 

onde 𝑑𝑖𝑘 é a distância entre o objeto 𝑖 no grupo (UV) e o objeto 𝑘 no 
grupo W, e 𝑛(𝑈𝑉) e 𝑛𝑊 correspondem aos números de objetos exis-

tentes nos grupos (UV) e W, respectivamente. 
 
 

A Figura 1 apresenta um resumo de como são calculadas as distânci-
as nos principais métodos de agrupamento hierárquico. 
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Figura 1. Cálculo de distância em alguns métodos hierárquicos de 
agrupamento  
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E) MÉTODO DE WARD 

O método de Ward não calcula distâncias entre grupos, mas forma 
grupos maximizando a homogeneidade dentro deles ou minimizan-
do o total das somas de quadrados dentro de grupos, que também é 
conhecida como soma de quadrados de erros – 𝑆𝑄𝐸 (inglês: 𝐸𝑆𝑆 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑠 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑠).  

Inicialmente, cada grupo é formado por um único item (𝑆𝑄𝐸 = 0). 
Em cada passo do algoritmo, são formados grupos de tal modo que a 
solução resultante tenha a menor 𝑆𝑄𝐸. 

Em cada passo são consideradas as uniões de todos os possíveis pa-
res de grupos. Os dois grupos cuja combinação resulta em um menor 
aumento de 𝑆𝑄𝐸 (mínima perda de informação) são juntados.  
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Na outra extremidade, quando todos os grupos forem combinados 
em um único grupo de 𝑛 itens, o valor de 𝑆𝑄𝐸 é calculado por 

𝑆𝑄𝐸 = ∑ (𝒙𝑗 − 𝒙̅)′(𝒙𝑗 − 𝒙̅)𝑛
𝑗=1  

onde 𝒙𝑗  é o vetor multivariado de medidas associado com o 𝑗-ésimo 

item e 𝒙̅ é a média de todos os itens.  

Os resultados do método de Ward podem ser apresentados em um 
dendrograma, indicando os valores de 𝑆𝑄𝐸 em um dos eixos.  
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Exemplo 2. Agrupar as delegacias seccionais do Departamento de 
Polícia Judiciária de São Paulo Interior (Deinter) com base nas taxas 
de delitos (por 100 mil habitantes) em 2002, utilizando o método do 
vizinho mais próximo. 

DEINTER 
Homicídio 

doloso 
Furto Roubo 

Roubo e furto 
de veículos 

SJRP 10.85 1500.80 149.35 108.38 

RP 14.13 1496.07 187.99 116.66 

Bauru 8.62 1448.79 130.97 69.98 

Campinas 23.04 1277.33 424.87 435.75 

Sorocaba 16.04 1204.02 214.36 207.06 

SP 43.74 1190.94 1139.52 909.21 

SJC 25.39 1292.91 358.39 268.24 

Santos 42.86 1590.66 721.90 275.89 



35 

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gonçalves de Lima – FZEA/USP 

 

Dúvidas: Quantos agrupamentos são possíveis? Quais os 
integrantes de cada grupo? 
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Carregar a planilha Cluster - Delitos. Escolher Stat > Multivariado > 
Agrupamento de observações; em Matriz de distância ou variáveis 
escolher as variáveis Doloso, Furto, Roubo e Veículo; em Método de 
ligação escolher Único; marcar Exibir dendrograma; em Personali-
zar > Rótulo de casos, escolher a coluna C1: DEINTER e em Rótulo do 
eixo y escolher Distância. Resultando em: 
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Avaliando o dendrograma ao 
lado, optamos por criar qua-
tro agrupamentos:  

  {SJRP, RP, Bauru}, 
  {Campinas, Sorocaba, SJC} 
  {Santos}  
  {SP} 
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Figura 2. Dendrograma dos itens do Exemplo 2 (DEINTER) utilizando o 
método da ligação único (vizinho mais próximo). 
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Para criar uma coluna com os componentes de cada agrupamento, 
repetimos a análise, em Número de agrupamentos indicamos 4 e em 
Armazenamento > Coluna de indicadores agrupados indicamos a 
coluna Grupo.  

Um gráfico de dispersão dos dados de Furto e Doloso serve para vi-
sualizar os agrupamentos obtidos. 
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Figura 3. Dispersão do número de furtos e de crimes dolosos com indicação do 
agrupamento (DEINTER). 
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ALGUMAS CARACTERÍSTICAS DOS MÉTODOS HIERÁRQUICOS 

 Vantagem: Não requerem o conhecimento 𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟𝑖 do número de 
grupos ou da partição inicial. 

 Desvantagem: uma vez que um item foi designado a um grupo, ele 
não pode ser realocado em outro grupo.  

 O método de ligação completa (𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 𝑙𝑖𝑛𝑘𝑎𝑔𝑒) é menos afeta-
do pela presença de 𝑜𝑢𝑡𝑙𝑖𝑒𝑟𝑠 do que o método de ligação única 
(𝑠𝑖𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑙𝑖𝑛𝑘𝑎𝑔𝑒),  

 A técnica do vizinho mais distante (𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒 𝑙𝑖𝑛𝑘𝑎𝑔𝑒) tende a 
identificar grupos mais compactos, com itens bastante similares. 

 O método de Ward tende a encontrar grupos mais compactos e de 
tamanhos semelhantes. 
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 Os métodos hierárquicos são usados muitas vezes de forma explo-
ratória e a solução resultante é submetida a um método não hie-
rárquico para refinar ainda mais a solução.  

 Os métodos hierárquicos e não hierárquicos podem ser vistos co-
mo complementares ao invés de competidores. 

 

COMO ESCOLHER O NÚMERO DE GRUPOS? COMO AVALIAR A QUA-
LIDADE DOS AGRUPAMENTOS  

Após obtermos um agrupamento, precisamos avaliar a solução e es-
colher o número de grupos presentes nos dados.  

Existem algumas estatísticas que podem auxiliar nessa avaliação, 
mas elas não são calculadas pelo Minitab. 
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 RMSSTD (𝑹𝒐𝒐𝒕 𝑴𝒆𝒂𝒏 𝑺𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆 𝑺𝒕𝒂𝒏𝒅𝒂𝒓𝒅 𝑫𝒆𝒗𝒊𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏): é o des-
vio padrão ponderado de todas as variáveis que formam cada um 
dos grupos 

 RS (𝑹 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆𝒅). É calculado dividindo-se a soma de quadrados 
𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 grupos (𝑆𝑄𝐵) pela soma de quadrados total corrigida pela 
média (𝑆𝑄𝑇). Valores próximos de zero indicam pouca diferença 
entre grupos e valores próximos de um, diferenças máximas entre 
grupos. 

 Pseudo F e 𝑻𝟐. Testa a igualdade dos vetores de médias dos agru-
pamentos em cada passo do algoritmo. Maiores valores dessas 
estatísticas indicam maior heterogeneidade entre os grupos.   

 𝑺𝑷𝑹 (𝑺𝒆𝒎𝒊𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒂𝒍 𝑹 𝒔𝒒𝒖𝒂𝒓𝒆𝒅). Avalia a perda de homogenei-
dade devida à combinação de dois grupos para formar um novo. 
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 Distância entre grupos. O cálculo dessa distância depende do mé-
todo de agrupamento utilizado. Por exemplo: no método centrói-
de, a distância corresponde à distância euclidiana entre os cen-
tróides dos dois grupos que são juntados. Um valor alto da distân-
cia entre dois grupos indica que eles são muito distintos. 

Importante:  

   𝑖) Devemos olhar para um grande salto no valor da estatística usa-
da. Se os valores da estatística forem colocados num gráfico, de-
veremos procurar por um 𝑐𝑜𝑡𝑜𝑣𝑒𝑙𝑜.  

 𝑖𝑖)  Devemos avaliar também o dendrograma e os itens que compõ-
em cada um dos grupos. 
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Exemplo 3. Dados relativos a 21 países fornecido pela ONU (2002), 
disponível no site www.undp.org/hdro. As variáveis são os índices 
de Expectativa de vida (ExpecVida), Educação (Educ), Renda (PIB) 
e Estabilidade política e de segurança (EstabSeg). Os dados estão 
disponíveis na planilha Cluster – Mingoti (ONU). 

Para agrupar os países em 4 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑠 usando o método de Ward 
escolhemos Stat > Multivariado > Agrupamento de observações; em 
Matriz de distância ou variáveis escolher as quatro variáveis; em 
Método de ligação escolher Ward; em Número de agrupamentos 
digitar 4; marcar Exibir dendrograma; clicar em Personalizar, em 
Rótulos de casos escolher País e marcar Distância; em Armazena-
mento > Coluna de indicadores de agrupados escrever Grupo. 

Os passos de amalgamação podem ser visualizados no dendrograma, 
em que já estão indicados os quatro grupos de países. 

http://www.undp.org/hdro
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Figura 4. Dendrograma dos dados do Exemplo 3 – Ligação de Ward 
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(1) Na partição final 
percebe-se que o Agru-
pado 1 é mais homo-
gêneo que os demais, 
pois apresenta a menor 
SQ do Agrupado. 

 

 

 
(2) Percebem-se di-
ferenças numéricas 
entre os componen-
tes dos centróides 
dos Agrupados. 
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3) Note que os Gru-
pos 1 e 3 estão mais 
distantes e os Grupos 
1 e 2, mais próximos  

 

 
Vamos usar a MANOVA para verificar se os centróides dos quatro 
grupos são iguais: 

𝐻0:  [

𝜇11

𝜇21

𝜇31
𝜇41

] = [

𝜇12

𝜇22

𝜇32
𝜇42

] = [

𝜇13

𝜇23

𝜇33
𝜇43

] = [

𝜇14

𝜇24

𝜇34
𝜇44

] 

Em que 𝜇𝑖𝑗  é a média da 𝑖-ésima variável no grupo 𝑗. 
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País ExpecVida Educ PIB EstabSeg Grupo 
Austrália 0.90 0.99 0.93 1.26 1 
Canadá 0.90 0.98 0.94 1.24 1 
Cingapura 0.88 0.87 0.91 1.41 1 
França 0.89 0.97 0.92 1.04 1 
Japão 0.93 0.93 0.93 1.20 1 
Reino Unido 0.88 0.99 0.91 1.10 1 
Uruguai 0.82 0.92 0.75 1.05 1 
USA 0.87 0.98 0.97 1.18 1 
Argentina 0.81 0.92 0.80 0.55 2 
Brasil 0.71 0.83 0.72 0.47 2 
China 0.76 0.80 0.61 0.39 2 
Cuba 0.85 0.90 0.64 0.07 2 
Egito 0.70 0.62 0.60 0.21 2 
Angola 0.34 0.36 0.51 -1.98 3 
Colômbia 0.77 0.85 0.69 -1.36 3 
Nigéria 0.44 0.58 0.37 -1.36 3 
Paraguai 0.75 0.83 0.63 -0.87 3 
Serra Leoa 0.23 0.33 0.27 -1.26 3 
Etiópia 0.31 0.35 0.32 -0.55 4 
Moçambique 0.24 0.37 0.36 0.20 4 
Senegal 0.47 0.37 0.45 -0.68 4 
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Em Estat > ANOVA 
> MANOVA genera-
lizada em Respostas 
escolhemos as 4 va-
riáveis e em Modelo 
incluímos Grupo. 
 
Como valor-p  0 rejeitamos 𝐻0 e concluímos que os centróides dos 
quatro grupos criados não são iguais entre si em todas as caracte-
rísticas, ou seja, foram criados grupos de países que têm caracterís-
ticas diferentes. 

Podemos continuar a análise rodando ANOVA´s individuais para 
cada variável, buscando identificar as possíveis diferenças entre os 
grupos. 
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9.4. MÉTODOS NÃO HIERÁRQUICOS DE AGRUPAMENTO 

 Os grupos são formados iterativamente pela otimização de um cri-
tério de agrupamento. 

 Requerem o conhecimento 𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟𝑖 do número de grupos: os cen-
tróides ou a partição inicial têm que ser identificados antes do uso 
dessa técnica de agrupamento. 

 Os métodos não hierárquicos são mais sensíveis à partição inicial. 
O processo pode chegar a soluções diferentes se for iniciado com 
partições diferentes. 

 Esses métodos têm um baixo desempenho quando usamos parti-
ções iniciais escolhidas sem qualquer critério. 
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O desempenho de um método não hierárquico é superior quando 
utiliza os resultados de um método hierárquico para formar a parti-
ção inicial. 

 A existência de um 𝑜𝑢𝑡𝑙𝑖𝑒𝑟 multivariado pode produzir, no míni-
mo, um grupo com itens muito dispersos. 

 
A escolha por uma técnica de agrupamento hierárquico ou não hie-
rárquico depende do objetivo do estudo e das propriedades já co-
nhecidas dos vários algoritmos de agrupamento. 
 

MÉTODO DAS K-MÉDIAS (𝒌 𝒎𝒆𝒂𝒏𝒔 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅) 

É um método iterativo que tem como função de classificação a dis-
tância do objeto ao centro de cada grupo (centróide). 
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O método k-médias minimiza a soma de todas as distâncias euclidia-
nas entre os objetos e os centróides. 

O algoritmo de agrupamento consiste nas seguintes etapas:  

1) Com base na partição inicial em 𝑘 grupos calculamos seus  𝑘 cen-
tróides.  

2) Calcular a distância de cada objeto aos 𝑘 centróides e movê-lo pa-
ra o grupo mais próximo. 

3) Se ocorreu alguma inclusão/exclusão de objetos em algum grupo, 
recalcular os centróides. 

4) Repetir as etapas 2 e 3 até que os valores dos centróides não mu-
dem em duas iterações sucessivas. 
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Vamos aplicar o método não hierárquico k-médias para analisar os 
dados do Exemplo 3, usando os agrupamentos já formados pelo mé-
todo de Ward como partição inicial. 

Escolher Estat > Multivariada > Agrupamento de k-Médias e em  Va-
riáveis escolher as 4 variáveis; em Número de agrupamentos digitar 
4; em Coluna da partição inicial escolher a coluna Grupo e em Arma-
zenamento > Coluna de indicadores de agrupados digitar KMedias. 
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(1) Mostra o número de países 
de cada grupo, a SQ dentro do 
grupo que mede a sua variabi-
lidade 𝑒𝑡𝑐. 
 
 
 

(2) Mostra os cen-
tróides de cada grupo 
e o centróide global.  
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(3) Mostra as distâncias 
entre os centróides dos 4 
grupos: os mais distantes 
são os grupos 1 e 3. 
 
 

Com o comando: 

MTB > table Grupo KMedias 

Você poderá verificar que o método K-
Médias não alterou a classificação ini-
cial indicada pelo método hierárquico 
de Ward: todos os países dos grupos 
iniciais permaneceram nos grupos fi-
nais. 



57 

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gonçalves de Lima – FZEA/USP 

Se você usar uma partição inicial resultante de outro método hierár-
quico (vizinho mais próximo, por exemplo), irão ocorrer alterações 
nos grupos finais. (Sugestão: Tente iniciar o processo com outra so-
lução inicial) 

 
AGRUPAMENTO DE VARIÁVEIS 

Objetivo: Juntar variáveis em agrupamentos que compartilham ca-
racterísticas comuns. 

As variáveis são agrupadas com aquelas que são semelhantes (corre-
lacionadas entre si), indicando a presença de construtos. 

Para juntar as variáveis o Minitab calcula medidas de similaridade e 
de dissimilaridade (distância). Essas medidas podem ser resumidas 
em um dendograma. 
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Vamos aproveitar os dados do Exemplo 3, disponíveis na planilha 
Cluster – Mingoti (ONU), para realizar o agrupamento dos índices de 
Expectativa de vida (ExpecVida), Educação (Educ), Renda (PIB) e 
Estabilidade política e de segurança (EstabSeg). 

Em Stat > Multivariado > Agrupar variáveis > Matriz de distância ou 
variáveis escolher as 4 variáveis ExpecVida-EstabSeg; em Método de 
ligação escolher Único e em Medida de distância escolher Correla-
ção; marcar Exibir dendograma e em Personalizar escolher Similari-
dade. 

 
O quadro seguinte mostra os passos para realizar os agrupamentos 
dos índices. 
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Distância do Coeficiente de Correlação, Ligação Única 

Passos de Amalgamação 
 

                                                                Número de 

                                                                  obs. no 

       Número de      Nível de   Nível de  Agrupados      Novo       novo 

Passo  agrupados  similaridade  distância   reunidos  agrupado   agrupado 

    1          3       98.2785   0.034431  1       2         1          2 

    2          2       96.2970   0.074060  1       3         1          3 

    3          1       89.3885   0.212230  1       4         1          4 

 

 

O dendograma indica a formação de dois agrupamentos: um com os 
índices ExpecVida, Educ e PIB e outro com o índice EstabSeg. 

Para confirmar esta indicação, podemos usar a Análise de itens para 
comparar a consistência interna dos dados com os quatro índices e 
sem a coluna EstabSeg.  
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PROBLEMA: Como realizar a análise de agrupamentos quando as ca-
racterísticas medidas nos itens são dicotômicas? 

Os itens são muitas vezes comparados com base na presença ou au-
sência de certas características.  

A presença ou ausência de uma característica pode ser descrita ma-
tematicamente introduzindo uma variável binária, que assume o 
valor 1 se a característica está presente e valor 0 se a característica 
está ausente.  

Por exemplo, para 𝑝 = 5 variáveis binárias, as respostas para dois 
itens 𝑖 e 𝑘 podem ser arranjados da seguinte maneira: 

Item 𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 

𝑖 1 0 0 1 1 
𝑘 1 1 0 1 0 
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Quadro com o resumo (empates e desempates) para os itens 𝑖 e 𝑘 

  Item 𝑘  
  1 0 Totais 

Item 𝑖 
1 𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏 
0 𝑐 𝑑 𝑐 + 𝑑 

Totais  𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑑 𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 
 

O quadrado da distância euclidiana não é muito utilizado nestas si-
tuações, porque pondera os empates 1-1 e 0-0 igualmente.  

Às vezes o empate 1-1 é uma indicação mais forte de similaridade do 
que o empate 0-0. Por exemplo, em grupos de pessoas, a evidência 
que duas pessoas leem livros de pensadores gregos é uma evidência 
mais forte de similaridade do que a ausência desta característica. 
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Tabela 1. Alguns coeficientes de similaridade para agrupamentos de 
itens utilizados em melhoramento genético. 

Coeficiente Lógica 

𝑎+𝑑

𝑝
   Pesos iguais para os empates 1-1 e 0-0 

2(𝑎+𝑑)

2(𝑎+𝑑)+(𝑏+𝑐)
  Peso duplo para os empates 1-1 e 0-0 

𝑎+𝑑

𝑎+𝑑+2(𝑏+𝑐)
   Peso duplo para os desempates 

𝑎
𝑝⁄  Nenhum empate 0-0 no numerador 

𝑎

𝑎+𝑏+𝑐
  Os empates 0-0 são tratados como irrelevantes. 
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Coeficiente Lógica 

2𝑎

2𝑎+𝑏+𝑐
  Nenhum empate 0-0 no numerador ou denomi-

nador. Peso duplo para os empates 1-1 
𝑎

𝑎+2(𝑏+𝑐)
  Nenhum empate 0-0 no numerador ou denomi-

nador. Peso duplo para os desempates. 
𝑎

𝑏+𝑐
  Razão do número de empates pelo número de 

desempates, com os empates 0-0 excluídos. 

 

Infelizmente, o Minitab não disponibiliza o cálculo desses coeficien-
tes de similaridade para agrupamentos quando as características 
medidas nos itens são dicotômicas 
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No Minitab:  

https://support.minitab.com/pt-br/minitab/18/help-and-how-
to/modeling-statistics/multivariate/how-to/cluster-
observations/before-you-start/overview/  

https://support.minitab.com/pt-br/minitab/18/help-and-how-to/modeling-statistics/multivariate/how-to/cluster-observations/before-you-start/overview/
https://support.minitab.com/pt-br/minitab/18/help-and-how-to/modeling-statistics/multivariate/how-to/cluster-observations/before-you-start/overview/
https://support.minitab.com/pt-br/minitab/18/help-and-how-to/modeling-statistics/multivariate/how-to/cluster-observations/before-you-start/overview/

