Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

PME-3554 — Introducgéo as Estruturas Aeronauticas
Aula #10
Prof. Dr. Roberto Ramos Jr.

21/09/2023



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Agenda
Teoria de Placas
Parte 2: Equacionamento geral para analise de placas sob
carregamentos transversais

Hipdteses de Kirchhoff
Estado tensional, equacdes constitutivas e esforcos solicitantes

Relacdes deformacgdes-deslocamentos

oW N

Equacoes de equilibrio e a equacao governante

21/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #10



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

1. Hipoteses de Kirchhoff

1. Material homogéneo, isétropo e com comportamento elastico-linear;
2. Asuperficie de meia espessura da placa é inicialmente plana;

3. As deflexdes dos pontos pertencentes ao plano de meia espessura da placa sao
pequenas em comparacao a espessura. As rotacdes, medidas em radianos, sao,
portanto, muito pequenas se comparadas a unidade e os quadrados das rotacoes
sao quantidades que podem ser totalmente desprezadas face a unidade (hipdtese
de L.G.);

4. As linhas que eram originalmente retas e ortogonais ao plano de meia espessura na
configuracdo inicial permanecerao retas e ortogonais ao plano de meia espessura
na configuracao deformada;

5. As tensOes normais g, sdo muito pequenas se comparadas com as tensdes planas
(0%, 0y € Tyy) podendo ser desprezadas;

6. Admite-se também que o plano médio da placa, na configuracao deformada, nao
apresentara deformacdes, constituindo-se em uma superficie isenta de tensdes
(sem tensdes de membrana também).
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Como, por hipdtese, a tensao normal o, esta sendo desprezada frente as
tensOes planas, teremos (vide Hip.[1] e Hip.[5]):

——
——

1 E
& =% |0y — vay, ] Ox =172 lex + vey |
E
1 _
ey = £[oy — va] ‘ 0y = Tz ley + Ve
(1+v) -
2(1 + v Ty = 53 V.
]/xy = TTXJ/ Xy 2(1 + V) xy

As integracoes das tensdes ao longo da espessura da placa geram esforcos
solicitantes (todos por unidade de comprimento), associados as respectivas
tensdes. Assim, sao definidos:
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Momentos fletores M, e M,;:

h/2
(momento fletor, por unidade de comprimento tomado na
M, = Oy.2.dZ S :
direcdo y, que flete a placa em torno do eixo y).
~h/2
h/2
(momento fletor, por unidade de comprimento tomado na
M, = 0..Z.dz . :
y y direcdo x, que flete a placa em torno do eixo x).

Obs:
M, ]=|M,|]=N

21/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #10



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Momentos torgores M,,, e M.,

h/2
(momento torgor, por unidade de comprimento tomado na
M,, = Tyy-Z.dZ S :
y y direcdo x, que torce a placa em torno do eixo y).
—h/2
h/2
(momento torgor, por unidade de comprimento tomado na
M,, = — Tyy-2.dZ )
y y direcdo y, que torce a placa em torno do eixo x).

Obs:
[Mxy] = [Myx] =N
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Forgas cortantes Q, e Qy:

h/2
0, = T dz (forca cortante, na direcao z, causada pela tensao de cisalhamento
x Xz T,,, Por unidade de comprimento tomado na diregdo y).
—h/2
h/2
(forca cortante, na direcao z, causada pela tensao de cisalhamento
Qy = Tyz- dz Tyz, POr unidade de comprimento tomado na diregdo x).
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E digno de nota que, nas figuras apresentadas nos slides #6 a #8, s6 estdo
indicados os esforgos solicitantes em uma determinada regido infinitesimal
da placa, sem (ainda) a devida indicacdo das variacoes destes esforcos ao
longo das direcdes x e y. Tais variacdes serao devidamente consideradas ao

impormos o equilibrio de forcas e momentos (vide secao 4).
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3. Relagoes deformacgoes-deslocamentos

Das hipdteses [2, 3, 4 e 6], podemos considerar validas as seguintes
aproximacgOes para as componentes u = u(x,y,z) e v = v(x,y, z) dos
deslocamentos dos pontos da placa:

(eixo central, para um

: | determinado valor de y, na
: : configuragdo de referéncia)
| |

| |

1
! ! (eixo central, para um
S.o. ! determinado valor de y, na

v =Y configuragéo deformada)

I ' - L .

! ow p

— |dx

! ,' 0x
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ulx,y,z) = —zo— Por analogia: v(x,y,z) = —z
X
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Das relacdes deformacgdes-deslocamentos em coordenadas cartesianas
(vide Aula #03, slides #18, #19 e #23), e das hipdteses [3] e [6], obtemos:

Ex

Vxy
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gy—

ou 22w
ox ‘ d0x?2
ov 02w
—_— = —7 —
dy dy*
B Ju OJOv _
~dy  Ox z
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Retomando as expressoes vistas nos slides #6 e #7 para os esforcos solicitantes
M,, My, My, e My, teremos:

h/2 h/2

E [0%w d0%w 5 d0%w d0%w
M, = jaxzdz=—1_v2 6x2+vay2 jzdz=—D 0x2+vay2
—h/2 ~h/2
h/2 h/2
E [0%*w 0%w , d0%w d0%w
M, = J ayzdz=—1_V2 6y2+vﬁ szz=—D 6_yz+vﬁ
—h/2 —h/2
h/2 h/2
Ve — . — f d—E azwfzd—D(l )zw
xy = yx — Tyx2QZ = (14 v)\oxoy 2az= v dx0dy
~h/2 —h/2
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4. Equacdes de equilibrio e a equagdo governante

Equacdo de equilibrio de forcas na direcao vertical (direcao z):

[Qx AL dx] dy — Q,dy + [Qy y dy] dx — Qydx + q(x,y)dxdy = 0
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[Qx 90 dx] dy — Q,dy + [Qy dy] dx — Qydx + q(x,y)dxdy = 0

00y
0x

0
dxdy + %dydx + q(x,y)dxdy = 0

Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite paradx = 0 e
dy — 0, vira:

0Qx  0Qy
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Equacoes de equilibrio de momentos nas direcoes x e y:

Neste caso, é preciso considerar todos os momentos nas direcdes x e y
associados a:

« Momentos fletores na placa;

 Momentos torgores na placa;

* Momentos devidos aos binarios das forgas Q, e Q.

Fig.1. Momentos fletores em um elemento infinitesimal de placa.
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Fig.2. Momentos torcores em um elemento infinitesimal de placa.
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Fig.3. Binarios devido as forgas Q, e Q,em um elemento infinitesimal da placa.
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Equilibrio de momentos na direcao x:

oM, oM,
M, dx — (M, + Wdy dx + My, + Ix dx|dy — My, dy + [dex]dy =0

oM, OM,,,
_W dxdy + o dxdy + Qy,dxdy =0

Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite para dx = 0 e dy — 0, vira:

oM, oM,
Oy = dy 0x

21/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #10

19



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Equilibrio de momentos na direcao y:

oM, oM,
M, + 72 dx|dy — M,dy + |M,,, + Wdy dx — M, dx — [Q,dyldx =0

oM, oM,
72 dxdy + 3y

dxdy — Q,dxdy =0

Dividindo cada parcela pelo produto dxdy e levando ao limite para dx —» 0 e dy — 0, vira:

oM, M,
Ox = ax dy
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Obtencao da equacao governante:

Substituindo as relagdes obtidas para Q, (vide slide #20) e para @, (vide slide #19) na
equacao diferencial de equilibrio de forcas (vide slide #15), teremos:

d (0M, oM d (0M,, oM
)+ - ——= ] =—q(x)
dx \ 0x ay dy \ dy d0x

E lembrando ainda que My, = —M,,, (vide slide#13), mostra-se que:

92M, _0°M,, 0°M,
dx? +2 0xdy T dy? —q00y)

Utilizando, finalmente, as relacdes indicadas no slide #13,obtemos, apds algumas
simplificacOes, a equacao governante que rege o comportamento de placas:

q(x,y)

0w o'w  d*w  q(x,y) —
D

—+ 2
dx* * 0x2%0y? * dy* D

Viw(x,y) =
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