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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele n3o substitui as aulas (onde existem
discussdes, resolucdes de exercicios, figuras, etc) e ndo substitui a
leitura da bibliografia recomendada. Figuras foram produzidas com
o GeoGebra http://www.geogebra.org

Motivacdo: Discutir derivada de funcdes, gradientes de funcdes,
regra da cadeia, suas interpretacdes geométricas e suas varias
aplicagBes (e,g otimizacdo da funcdo utilidade de Cobb-Douglas, lei
de Walras etc).
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Derivada parcial

Definicdo 1
Seja f : U C R™ — R. A derivada parcial com respeito a variavel
x; € definida (quando existir) como:

of o f(p—i—te,-) — f(p)
ox; f(p) - tll—r)% t
_ lim f(pl,"'7pi—17p/+t7"'7pm)_f(p)
t—0 t
_ i Mpi 1) = h(pi)
t—0 t
d
dx (pi)
onde h(x;) = f(p1,--- ,pi—1,%i,"** , Pm) Ou Seja a fungdo de uma

anica variavel (recorde Calculo I) obtida fixando todas as variaveis
de f com excecdo da variavel x;



Exemplo 2
Considere f : R? — R definida como f(x1,x2) = x2 + x2. Temos
entdo que:

of d
87X1(X17X2) = quh(Xl)
= 2xy.

onde h(x;) = x;2 + x3 Em partlcular (1 1)=2.



Figura: Ex 2: 2£(1,1) = 2 é a inclinago da reta tangente a curva plana
SNio =11 =C={(x,1,x) € R}x3 = x7} no ponto (1,1,2).

DA



Prob Considere a funcdo de producio de Cobb-Douglas
Q = F(K,L) = 4KiLi Calcule 95

a .
Prob Calcule - sin(x1x2).

Prob Seja f(x1,x) = x1(x2 + x%)_% exp(sin(x?x2)). Calcule
75 (1,0).



Varias derivadas parciais

Def: Uma funcdo f: U C R™ — R é de classe C! se g—)’; é

continua para qualquer /.

__9"f
0" xq++-0'm xpy

Def: Uma funcdo f : U C R™ — R & de classe C* se
paran<keig+- - ipmp=n.

Prop: Compostas, somas,diferencas, multiplicacdo e divisdo (onde
fizer sentido) de funcdes Ck ou suaves sdo funcdes C¥ ou suaves.



Proposicao 3
Sef:UCR™ =R éde classe C2 entdo
O%f B O%f
O0x;0x; N Ox;0x;

Exemplo 4
f(X]_,X2) = sin(x1x2).
%(X]_,X2) = X2 COS(X1X2).

%(X]_,Xz) = X1 COS(X1X2).

0%f 93 fF .
Tt = Dada = cos(x1x2) — x1x2 sin(x1x2)




Aplicacdo derivada

Uma funcdo f : U C R™ — R é diferenciavel no ponto p € U se:
existem

» uma aplicacdo linear A: R™ — R;
» uma fun¢do R: B.(0) = R
que atendem para Vx € B(p) :

f(x) = + R(x = p)

R(x —

im R=P) _ g
x=p [|x — p]

A aplicacdo linear A que atende a eq. acima é Gnica, é chamada

derivada no ponto p e denotada por df(p) = A;



Prop Seja f : U C R™ — R uma fun¢do diferenciavel em p € U.

Entdo
df(p) = [25p) -+ 2E(p)]
Prova: Vamos considerar o caso f : U C RZ -5 R
F(p) + df(p)((p1 + t.p2) = (p1.p2)) + R(x — p)

= f(p) + df(p)(t,0) + R(x — p)
f(p) + tdf(p)(1,0) + R(x — p)

f(Pl +t, P2)

Flpitt,pa)—f = R(x—

M = df(p)(1,0) + %, tomando t — 0
It (p) = df(p)(1,0) Q.E.D.

Teorema 5
Sejaf: UCR™ —R. Se % sdo continuas entdo f é diferenciavel.



Plano tangente

Seja f : U C R? — R diferenciavel.
fx) = +R(x p)
= + R(x—p)

onde

R _
im Rx=p) _
x=p ||Ix — pl|

0

Assim sendo o em g = (p1, p2, f(p)) definido
como: aproxima
o grafico S = {(x1,x2,x3) € R3|x3 = f(x1,x)} perto do ponto

q = (p1, p2, f(p))



Visto que o é definido como

um vetor normal ao plano tangente (e assim normal ao grafico S) é

of of

N = (_87x1 p 7—87)(2(13);1)




Prob: Seja f : U C R? — R definida como f(x1,x) = x2 + x3.
Determine o plano tangente ao grafico de f no ponto g = (1,1, 2).

Figura: ao grafico de
f(x1,x2) = x¢ + x¥ no ponto g = (1,1,2) Em destaque também vetor
normal N = (—2,-2,1)



Derivada de aplicacdes

Uma aplicacdo F : U C R™ — R" & diferenciavel no ponto p € U
se: existem

» uma aplicacio linear A: R™ — R";
» uma fungdo R: B/(0) C R™ — R”"
que atendem para Vx € B(p) :

F(x) = + R(x — p)

R(x —

im R=P) _ g
x=p [|x — p]

A aplicacdo linear A que atende a eq. acima é Gnica, é chamada

derivada no ponto p e denotada por DF(p) = A;



Prop Seja F: U C R™ — R"” uma aplicacio diferenciavel em
p € U com F(x) = (fi(x),---,fa(x)). Entdo

[dfi(p)
DF(p)=|
dfn(P)

onde dfi(p) : R™ — R & dfi(p) = |25 (p) --- gxi(p)] ou seja

DF(p) =

Teorema 6 .

Seja F:UCR™—R" Se 8—{ sdo continuas entdo F é
_J . Ox;

diferencidvel.



Exemplo 7

Seja F:R? — R? F(r,0) = (rcos(d), rsin(h))

(a) Calcule DF(r,8).
(b) Esboce a imagem F(

x [0, 5]) destacando as

curvas e — F(ro,0).

DF(r,0) =

[cos(§) —rsin(f)
[sin(@)  rcos(f)




2
Prob: Seja S = {(x1,x,x3) € R3|, <\/X12 +x3 — 3> +x2 =1}

1. Determine se S é grafico, superficie de revolucéo ou cilindro
sobre curva plana.

2. Esboce S.

3. Determine uma parametrizacdo 1) : U C R? — R3 e determine

D).



Figura: ¥(t,s) = (cos(t) — 3) cos(s), (cos(t) — 3)sin(s), sin(t)),
t e (0,2m), s € (0,2m)

—sin(t) cos(s) —(cos(t) — 3)sin(s)

Diy(t,s) = |: sin(t)sin(s)  (cos(t) — 3) cos(s)]
cos(t) 0



Campos de vetores e gradientes

Seja U C R™ um aberto. Ent3o definimos TU = U x R™. Dado
um p € U entdo ToU = {p} x R™ (espaco tangente) deve ser
considerado o espaco dos vetores v, = (p,v) € TU com pé em p.
O espaco T,U tem uma estrutura de espaco vetorial, i.e.,

Vot wp = (v+w)p, Avp = (Av)p.

Dado uma aplicacio C¥ F : U C R™ — R™ definimos o campo
associado F : U — TU como F(p) = (p, F(p)).

Campos candnicos: Dado a base canonica {e;} de R™ definimos
o campo candnico como €;(p) = (p, &)

Obs Se F(x) = (A(x)-- -, fin(x)) entdo F = 3.7 fi(x)é&:.



Figura: Ex: 9 I-:(x) = x16] + %XQé'g

DA



Teorema 8
Seja F campo em U C R™ de classe Ck e p € U. Entdo existe
uma (tnica) curva vy : (—¢,¢) — U de classe Ck tal que

V() = F(x(1)
p = 7(0)

Exemplo 9
. 1 0 X1 . g N 3 N
Seja F(x) = 0 2| |x e, F(xi,x2) =xé +5x& e
2
p = (1,2). Entdo, por Calculo I, 7(t) = (exp(t), 2 exp(3t))



Comentarios (campos lineares): Seja F um campo em R? definido por

F(x) = Ax onde A & matriz 2 x 2. Suponha que existe uma base de vetores em
R? {v, w} tal que Av = \1v e Aw = daw ou seja v, w s3o auto-vetores e \; e
A2 auto-valores associados (por exemplo, pelo teorema espectral isto acontece
quando A é uma matriz simétrica).

Nesta situacdo a solucdo de 7/(t) = F(~(t)) 7(0) = p &

Y(t) = crexp(A1t)v + c2 exp(Aat)w

onde c1 e ¢ s3o determinados resolvendo o sistema linear
p=7(0) = aav + 2w (vide Guia Resumido 1).
NoEx9 X =1,v=(1,0),X2=2, w=(0,1), ca=1leco=2.

2



Seja f : U C R™ — R uma funcio de classe CX, o campo
gradiente é definido como

Vf = Zax,

Ex: f :R? — R definido como f(x1,x2) = x2 + x3. Entdo
VFf =2x161 + 2x065

Ex: f:R2 — R definido como f(x1,x) = —712 72 Ent3o
Vi =-—x€ +x&



Obs: Nem sempre um campo vetorial é gradiente de uma fun¢3o.
Por exemplo seja F(x1,x2) = x2€1 — x16

Vamos supor por absurdo que existisse uma funcio f tal que

_F x - of _ . Oof _ -
Vf = F. Entdo teriamos T = X2 by = XLE pela Proposicdo 3
0%f  _ _O*f : o _O0*fF  _
S0 = Db Chegariamos a um absurdo pois TG = 1

82f _ ~ . ~
Ta0x — 1- Logo ndo existe a funcdo f.




Regra da cadeia

Teorema 10
Sejam f : U C R™ — R funcio diferencidvel, o : | C R — U curva
diferenciavel definida como o(t) = (a1(t), -, am(t)). Considere

a funcdo h: | C R — R definida como h(t) = f o a(t) Entdo:

d

ah(to) = df(a(t))(to)



Problema 11

Considere uma fungdo utilidade u suave com g—)é(xl,xz) # 0.
Suponha que a curva indiferenca C = {x € R?|, u(x1,x) = c} seja
um gréfico ou seja existe uma funcdo g suave tal que x, = g(x1)
Determinemos taxa de marginal de substituicio j—i (i.e, a taxa a
qual o consumidor estd propenso a substituir um bem pelo outro
mantendo o mesmo indice de satisfacdo) em termos das derivadas

parciais de u.

Solucdo: Defina a(x1) = (x1,g(x1)) e h(x1) = u(a(x1)) = ¢

dh

Ozdin

= (Vu(a(x))),o'(x))

_ gx“lm(xl)) n gx‘;(amnc‘fl(xl)
@ Balo)
dx g—xzoz(m))



Gradiente é "perpendicular " a curva de nivel

Proposicao 12

Dado uma funcéo diferencidvel f : U C R?> — R e a curva de nivel
associada C = f 1(c) = {x € U|f(x) = ¢} Suponha que tal curva
admite uma parametrizacdo o : | CR — C C U com

o/(t) # (0,0) para todo t. Entdo

(VF(a(t),d/(t)) =0
Prova:

(VE(a(t)),o/(t)) = —foalt)



2 4
u/
A
xX2+yr=1
T3 ) JKJFJ 2

Figura: u = Vf(a(t)), v = o(t) onde (\/L? \/Li) = a(tp),

f(x1,x2) = x2 + x3, a(t) = (cos(t),sin(t))




Multiplicadores de Lagrange (baby version)

Proposicdo 13

Sejam g : U C R? — R funcéo diferenciavel,

C =g '(c)={x e U|g(x) = c} a curva de nivel associada e

u: U c R?2 = R funcio diferencidvel com dominio U contendo U.

Suponha que:
_>

(a) Vg(x) #(0,0) Vx € C;

(b) u|c (funcdo restrita a C) tenha maximo ou minimo em um
ponto p € C;

Entdo Vu(p) é perpendicular a curva C ou seja:

Vu(p) = AVg(p)
c = glp)

Obs No futuro, veremos pelo teorema da funcdo implicita que condicio
(a) implica que C admite uma parametrizacdo o : (—e,e) CR — C C U
com «(0) = p e &/(t) # (0,0) para todo t. Aqui aceitaremos este fato
na demonstracdo da proposicio.



Figura: Dado u(x1,x) = x1 +x e g(x1, %) = X12 +X22
wy = VU(%, %) = )\Vg(%., %) = Av isto ndo acontece por ex no
ponto (1,0).



Dem: Primeiro lembre que Vg & sempre ortogonal a C ou seja
escolhida a: (—e,¢) CR — C CR? coma(0) =pe
o/(t) # (0,0) temos

(Vg(a(t)),o/(t)) =0 (1)

Por outro lado como u|¢ (funcdo restrita a C) tem maximo ou
minimo em «(0) = p € C, temos que a fun¢do h(t) = u(«(t))
tem maximo ou minimo interior em t =0, i.e., /'(0) = 0. Assim,
pela regra da cadeia,

0= H'(0) = (Vu(p), ' (0)) (2)

Equacdes (1) e (2) implicam que

Vu(p) = AVg(p)

0 que termina a demonstrac3o.



Multiplicadores de Lagrange junto com o teorema a baixo (que
generaliza resultado de Calculo 1) permitem estudar minimos e
maximos de funcdes restritas a conjuntos.

Teorema 14

Sejam u: U C R™ — R uma funcdo continua e K C U um
conjunto fechado e limitado (ou seja fechado tal que K C Bg(0)).
Ent3o a funcdo restrita u|ik possui um valor maximo e um valor
minimo.



Ex ??7: Dado u(x1,x) = x1 +x2 e g(x1, %) = x? + x5 Obtenha os
pontos de maximo e minimo de u|c onde
C={xeR?x?+x3=1}.

Como C é fechado e limitado existe de fato valor maximo e
minimo. Se p & maximo ou minimo temos:

(1,1)=Vu(p) = AVg(p) = A(2p1,2p2)
1 = pi+p3

Obs que p; # 0. Isto e a primeira eq. implicam que py = p1, o qual

substitutido na segunda eq. permite concluir que as solucdes do

sistema sdo p = (\%, \%) ep= (_%’_%)

Como u(p) = % e u(p) = —%, concluimos que p é o ponto onde

u assume o maior valor e p o ponto onde u assume menor valor.



Problema 15

Sejam C = {(x,y) € R?|3x> = 63x +y> +9 =3} eu:RZ2 =R
funcdo definida como u(x,y) = 3x+ y. Encontre p € C tal que
u(p) assuma maior valor e q € C tal que u(q) menor valor em C.

Obs: Este problema pode ser resolvido de 2 formas. A primeira
podemos parametrizar C por uma curva « : [0,27] — C e usarmos
Calculo | para ver os pontos de maximo e minimos de

h(t) = uo«a(t). A segunda é utilizar Multiplicadores de Lagrange
como fizemos no exemplo anterior.



Sol: Visto que C é compacta, existe maximo e minimo de u|c e

eles estardo entra as solucdes do sistema:

du 8g

3= —— = = A2 — V3
8x1 axl (Xl \[)
ou g 2
1=— = ~° _\Z
8)@ )\8X2 )\3X2
1
1 = (x— \/§)2 + §X22

Note que A # 0 # xp. Dividindo as 2 primeiras equacdes
concluimos que (x; — \/§) = Xxy. Substituindo na terceira

concluimos que x5 = %. Como temos 2 solucdes: p = (i
q= (i —i), uma deve ser maximo e outra minimo.
( ) u(p) = 5v/3 maximo absoluto.

( ) u(q) = v/3 minimo absoluto.

i

?),



Figura: Vide Problema 15



Exemplo 16 ( Cobb-Douglas e orcamentos)

Considere o vinculo C = {x € R?|2x; + xo = w|x; > 0} onde w &
um valor fixo (orcamento). Considere a fun¢do Cobb-Douglas
11

u(x) = x£ x2 . Determine o maximo de u|c.

Se s = (s1,5) € ponto de maximo, ele deve antender:

1111 -4

(551 53,55

552 51%) =Vu(s) = AVg(s)=A(2,1)

w = 251+

Resposta: s(w) = (

&
NS
N—r



Comentarios (shadow prices): No caso bem particular de Cobb Douglas
temos a existéncia de um @inico maximo s(w) para cada vinculo C, = g~ *(w),
o que nos da uma curva diferenciavel w — s(w) € C,. Em particular

g o s(w) = w Por ser maximo temos: Vu(s(w)) = A(w)Vg(s(w)) Assim, ao
multiplicar ambos os lados por s’(w) concluimos:

Luos(w) = (Vu(s(w),s'(w)
= A(w)(Ta(s(w), s (w)
d
= )\(W)d—w gos(w)
= Aw)

Note porém que em Calculo Il estamos interessados em minimizar e maximizar
funcdes u em um vinculo fixo. Para este tipo de problema A & uma variavel
auxiliar que ndo tem papel no problema em si. Em particular observe que se
tivermos 2 funcdes u e i diferentes mas como u|c = ii|c obteremos os mesmos
maximos e minimos (mas A # X). Alé disto no processo de resolucio podemos
ter casos e cada caso lidar com variaveis auxiliares diferentes .



N e Y
2X+y=3 4 ‘_2x+y—5
2x+y=2

2x+y=1

15 e 05 o0 0}\ %\ 1¥\ 2 25 3 35 4

Figura: curvas de maximos no caso particular de v sendo Cobb
Douglas e varios vinculos dado por orcamentos



Reta tangente a curva de nivel

Prob Calcule a equacdo cartesiana da reta tangente a curva de
" _ 21492 1 42 _ _ (1 1
nivel C = {x € R*|4x; + x5 = 1} no ponto p = (ﬁ’ ﬁ)

reta tangente

) onde

Figura: O vetor normal é u = Vf ﬁ’ ﬁ

féxl,xz) :14><1 —|—2x2 ea relta tangente é
vsba = J5) + 5 le — J5) =0



Derivada direcional

Sejaf:UCR™ = Rfungdoe v € R" como ||v||=1. A
derivada direcional na direcdo v, & definida:

of . f(p+tv)—1~(p)
gy (P = lim, t

Obs Se f é diferenciavel, segue da regra da cadeia (considerando
a(t) = p+ tv)

o (p) = (VF(p), o)

%(p) é assim uma taxa de variacdo de f no ponto p no sentido de

V.



Problema 17
Seja f : R?2 — R definida como f(x1,x0) = 4x? + x5 Calcule as
derivadas direcionais.

(a) gf( L 1) onde

(b) (L. 2

S

i
onde v = o
) V£

S\“ &\
B

Figura: Prob 17: curva de nivel 4x? + x5 =1, Vf( f) e direcdo
dada . Obs que em geral v, ndo precnsa sempre estar
contido em plano contendo (0. 0)



Figura: Prob 17

Q>



Vf(p) # 0 indica sentido de maior crescimento de f

Seja f : U C R™ — R diferenciavel com Vf(p) # 0. Se ||v| = 1:

o p)

(VE(p),v)
IVE(P)I I vl cos(6)
IV£(p)|| cos(6)

onde 6 é o angulo entre Vf(p) e v (lembre que ||v|| = 1).

(a) 2L(p) & maxima se v =

(b) %(p) é minima se v =

V£(p)

IV (p)l

Vf(p)
V(P



{(112)x ™M 2y2=15/8

-45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05

(x(®).y(®)

05 1 15 2 25

Figura: Dado F(x1,x) = (—xi,%) = Vf(x) onde f(x) = —3xZ + 1x3 e
p = (3,2) . Entdo a solucdo a'(t) = F(~(t)) a(0) = p passa das curvas

de nivel mais baixas para as mais altas.



Regra da cadeia para aplicacdes

Prop Compostas de aplicacdes de ordem C* sio de ordem CK.

Teorema 18

Sejam F: UCR™ - W CR"eG: W CR" — R aplicacGes
diferenciaveis. Seja H: U C R™ — R¥ definida como

H(x) = G o F(x) Ento:

DH(p) = DG(F(p))DF(p)

Prob : Sejam F: UC R® 5 R?e g: W C R? — R respc.
1w 1w

Fpr.p2,w) = (550 55,) e 81, y2) = SIn(y1) + 3 In(y2). Seja
h: U C R — R definida como h(x) = g o F(x). Calcule dh(x).



Comentarios (teorema da funcdo inversa): Seja F: Q C R” — R™ aplicacdo
de classe C. Suponha que DF(p) é invertivel para p € Q. Entdo existe uma
vizinhanca U de p e uma vizinhanca V' de F(p) tais que F : U — V é um
difeomorfismo de classe C*, i.e., F : U — V/ é bijecdo de classe C' com inversa
F~!:V — U de classe C*.

Visto que x = H(x) = F~* o F(x) temos pela regra da cadeia que
Id = D(F~")(q)DF(p) onde g = F(p). Em particular
D(F~%)(g) = (DF(p)) " (compare com Calculo 1).



