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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide

Duas particulas:
* Nucleo com carga +Ze e massa m,,.

* Elétron com carga —e e massa m,.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide

Potencial de interacao eletrostatica

o Depende das cargas.

o Depende da distancia entre as cargas.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Hamiltoniano

i h? V2 h? v Ze?
2m, " 2m. °  Amey|ry, — 1
\ J J \
Y Y Y
Energia cinética Energiacinética  Energia potencial
do nucleo do elétron eletrostatica elétron—nucleo
B h2(82+82+62) h2(82+82+82) Ze?
2my \ 0z2  Oy: 022 2me \ Oz2  Oy: 027 4meg |y — T

Potencial s6 depende das coordenadasrelativas.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Hamiltoniano

# —h—2V2 - Z€
L 2p 4dregr
Y Y

Energia cinética Energia potencial

 7r:distanciaentre o elétron e o nucleo.

* U: massa reduzida.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Hamiltoniano
Para H: z

MM

h= myp + M

~ 1836,1527m, x m.  1836,1527 m?

~ 1836,1527m. + me  1837,1527 m,

= 0,99945568 m, ~ me

Para qualquer nucleo,com massa my:

e Sem, > m, > U= M.

. L. . X
* Centrode massas muito préximo do nucleo.

* Nucleo paradona origem e s6 o elétron se movimenta.
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Coordenadas esféricas

(6, ¢) < (2,9, 2)
= (2 + 7 +22)"°
<

(2% + y* + 2%)
tan ¢ = %

cos @ =

1/2

> Y

0<r<oc
0<o6<m
z | 0<¢<2n
x=rsenfcos¢p —oo<x <00

y=rsenfsen¢y —o00o<y< o0
z=rcosf —00 < 2 < 00
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Hamiltoniano

R 2 7 2
Ao 2
21 4deyr
R [1 0 20Y, 1 o0( ,0\ _ 1 %1 Zé
 2m, |2 Or or r2sen 00 00 r2sen’ § O¢? 4megr

.E[I,b(’l", 0, ¢) — Elb(?‘a 0, qb)

Equacaode Schrodinger
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Equacao de Schrodinger
Hiy(r,0,¢) = E(r,0, )

Y(r,0,¢9) = R(r)Y (6, ¢) Separag¢do de variaveis

* Equagdoradial:R(7).
* Equacdoangular:Y (0, ¢).

R [d ( ,dR 21> e’
- — E
R(r) {dr (T dr ) T k2 (47rsor T )R(T)]

R’ L 0 (. nod¥), 1 0*Y 0
Y(B, (}5) senf 06 06 sen? @ 8q§2 -
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Equacao de Schrodinger

R [d [ ,dR 2ur? e’
- i E
R(r) [dr (r dr ) + h2 (47rsor + )R('r)]

LR [ 1 9 v 1 oY)
Y(Q, (}5) senf 06 00 sen? @ 8962 -

B Rzr) [i« (rzc;_f) i 272;7«2 (4;; + E) R("')] =F

< 1 1 9 Y 1 9%V
\_ Y(6,9) Len9 00 (Sen W) " sen?0 O ] =7

Equacaoigual a do rotorrigido

19/09/2023 5930300 - Quimica Quantica



Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Equacao de Schrodinger — parte angular

1 [1 a(seHOB—Y)—I— 1 62Y]:ﬁ

Y(Q, qb) sen @ 00 06 sen? 0 8¢2
Y(0,0) =0(0)®(¢) Separag¢do de variaveis
Solugdes
1 ' Condicdes da solucao:

(I)m(Qb) — ezmqb

(2m)'/2 B=11+1)

204+1) (I— |m|)!]? _
0(0) — (2l +1) (I —|m]) Pl (cos ) 1=0,1,2,...

|
2 (I+]m])! m=0,+1,+2, ... +i

Pllm| (x): fungdes associadas de Legendre

(polinbmiosem cos @ e sen ).
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos

(2l +1) (I— |m]|)!
A4 (I 4 |m|)!

1/2
Y,"(8,¢) = l ] Pl|m|(cos f)e™?

1=0,1,2,...

m=0,+1,+2 ... +I

19/09/2023 5930300 - Quimica Quantica



Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos
Ortonormalidade

T 27
/ df sen 6 / dq&YEm(Q, qb)*Ynlf;’ (99 ¢) — 5ll’5mm’
0 0

Note que a integral é sobre uma superficie esférica, cujo elemento

diferencial de area é dQ = sen 6d0d¢ .

Z
A

dQ
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

Y™ (0, ¢) sdo autofuncdes de L?.

52 m 32 m
LY"(6,9) = B+ 1)Y"(6,9)

I\ J

A4 N Y A4
Operador Autofuncao Autovalor  Autofuncao

Os valores possiveis de L? sdo h%l(l + 1), com [ = 0,1, 2,...

19/09/2023 5930300 - Quimica Quantica



Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

O momento angular € uma quantidade vetorial.
L=1Lj+L,j+ Lk

. . 0 0
(v - 5)

. A A - 0 0
L,=2pP,— XP, = —ih(z— - a:—)

t~
8
|
<
:U>
|
Ny
o
<
|

Ox 0z
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

L, —ih(— sen qb% — cot f cos qﬁ%)

ﬁy = —ih (cos qﬁ% — cot fsen QB%)

. .0
Lz — —’Lha—qb
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

, . ) 9
Y™ (6, ¢) é autofungdo de L,: L, = _zha_¢

L.Y™(6,¢)= f}lemPl|m| (cos §)e™?
= Nl,r,.,,P)m| (cos G)ﬁzeimgb

m . 0 im
— NlmPl| |(cos 6) (_lha_qb) el™?

= mh Nl,,,z,,Plhm"| (cos 0)e'™?
f/z}/lm(ga (;b) = mh YEm(Q’ Qb)
HJ\ Y J W_,\ Y J

Operador Autofun¢dao Autovalor Autofuncao
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

L Ym(o ¢) = R*I(1 + 1)Y;™(6, ¢)

£.Y,™(8,4) = mhY;"™ (6, ¢)

* Numero quantico [: magnitude do momento angular.
« NUmero quantico m: projecdo de L em z (orientacdo de L).
* Y/™(6, ¢) ndo é autofuncdode L, e L,,.
* Principio da incerteza: Conhecer trés componentes de L é

equivalente a conhecer r e p.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

A2 A A2 A A2 A
[L,Lz]zo [L,Lx]zo [L,Ly]zo

Lo, L) = ihL. Ly, L.| = inL. L., L. = ihl,




Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular
L Ym(o ¢) = R*(1 +1)Y;™(6, ¢) (1)
L.Y,™(8,¢) = mhY;™ (6, ¢) (2)
. ApIicandofz em (2):

LY;"(0,9) = m*RY,"(0,4) )
e Subtraindo(3) de (1):

(L° = L2)v™(6,¢) = [+ 1) - m*]52Y;"(6, 9)
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

(Lo +L,) Y7 (6,) = 1+ 1) - m?]B2Y;"(6, 9)

Y J \ v J \ Y J v

Operador  Autofuncdo Autovalor Autofuncao

* Osvalores observados de L% + L3, sdo [I(I + 1) — m?]h?.

e L2+ L§, é a soma de dois quadrados e nao pode ser negativa.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Harmonicos esféricos e momento angular

11+ 1) —m?|R* >0

I(1+1) >m?

[ e m sdo inteiros: |’m| <l
ou

m=0,+1,42,..., 4l

21l + 1 valores possiveis de m para um dado valorde [.
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Equacao de Schrodinger — parte radial

1 d dR 2MeT? e?
— — E|R = —
R(r) [dr (T dr ) + k2 (47(‘60?’ + ) (T)}

a M
W @0 ol ae —
2ur? dr d'r 217 471'807’
Solucdes aceitaveistém energia quantizada:
2_4 2_4
B —_ uZz<e 1 B pwz<e* 1 n=12

8e2h2 n?  32n%eclh? n?
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide

Energia
Z2%e* 1

bn = — - 2 62 2
8esh” n

Se U =~ mg: E, =
Z%e* 1

B, =———— —
87‘(‘60&0 n
Z2

En — _2_n2Eh

Z2%e* 1
SR n=1,2...
32m°esh” n
m.Z%e* 1
32w2€3h2 n?
bohr
4mregh? Y
lag = 5 = 5,291 772 109 03 x 10 m
mee
hartree
82
1E, = = 4,359 744 722 2071 x 10718]
4‘7T€0a0

e lgualaformula de Bohr, mas contexto completamente diferente:

e Bohr: 6rbitas.

* Mecanicaquantica:orbitais (funcdes de onda).
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide

Energia
2 4 2 4
En:_uZe 1 _ pwzZ<e* 1 n=12
8e2h® n? 32m%eh? n?

* Energiaso dependede n.
* Condicdesdasolucao:
e n=>1+1.

e 0<l<n—-1, n=1273,..
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Solucdes— parte radial

1/2 [+3/2
R l(T) _ (n — - ]‘)' / 2 +3/ Tle—’r'/na()LZl-Fl 2r
" 2n[(n + 1)!)° nag "\ nag

L2141 (2r /nay): polindmios associados de Laguerre.

n=1, 1=0 Li(z) = —1

=1 Li(z) = —3!
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Solucdes— parte radial

Normalizacao

f ) () Ry (r)ridr = 1
’ }

Parte em r do elemento de volume em

coordenadasesféricas (dV = r?sen 8 df d¢).
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Funcoes de onda

";bnl'm (’I", 97 ¢) — Rnl (T)}/lm(ga (b)

* Trésdimensodes : trés numeros quanticos.
* m:numero quantico principal.
e [: ndmero quanticode momento angular orbital.

* m:numero quantico magnético (m;).

n=1273,...
[=0,1,2,...,n—1 0<lI<n—-1
m=-—I,—l+1,...,1—1,1 —1<m <
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Potencial efetivo e momento angular

2_
h2
1 — Vcenmfugaf(r) I/C(T) = 5 l(l + 1)
2m,r
% 10'%7/m
= - 1
© 1 2 3 4 5 9 9
- h Ze
Ve = I(l+1)—
(") 2mer? (+1) 4egr

Vcoutomb(T)
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide
Funcoes de onda
Normalizacao e ortogononalidade

00 T 27
[ aret [ dosens [ a6 wiun(r,0.80n(r,0,0) = 1

00 0 2T
/ dr r? f df sen 0 / do ")b;’l’m' (T‘, 0, ¢)¢nlm (T‘, 0, ¢) = O/ Ot/ Oy
0 0 0

Autofuncdes de operador hermitiano (Hamiltoniano).
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Atomo de hidrogénio/hidrogenoide

Funcoes de onda

n=1, [=0,
n=2, [=0,
[=1,
[=1,

m = +1

¢21:|:1 —

o= Zr/ag
Y100 = \/177_ (GZO)S/:J
Y200 = \/;71' (j) )3/2(2 —o)e 7
Po10 = \/;27 (Z )3/206"/2 cos 6

1 7\ 3?2 .
—0/2 Oetid
g€ Sen e
v 6471 ( ao )
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n =3,

Atomo de hidrogénio/hidrogenoide

Funcoes de onda o= Zr/ag
, 1 (Z 3/2( 2o/
= O, m =20 ’ngoo = ( ) 27 — 180 + 20 e 7
81y 3w
1/2 3/2
[=1,m=0 Y310 = — ( ) ( ) 60—02)6_"/3c089
7 3/2 y )
[=1,m=+1 60 a e /3 sen fe™"
dorn = — [ (Z)
7\ 3/2
l=2,m=0 ’t,bggo— ( ) 0'80/3 SCOS 9—1)
ao
7\ 3/2 /
[ =2, m=+1 o2e /3 sen 6 cos fet?
w1 = 5= (o)
AN 52e—0/3 +2i¢
_ _ e /3 sen? e
l—2, m—:|:2 ¢32:|:2 162\/_(00
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