Simulado 2 (SMA304) - Gabarito

Questio 1. Considere o subespaco V de R* formado pelas quadruplas (1, 22, x3,4) € R* que satisfazem as
equacgoes

T1+x9+2x34+x4=0 e 221 +3x2—23+24=0.
E correto afirmar que:
a() {(-2,1,0,0),(3,0,1,0),(0,0,0,1)} é umabase de V;
b () ovetor (—1,1,0,0) pode pertencer a uma base de V.
c( ) pode ocorrerdim V > dim R*
dx® {(-2,1,0,1),(3,0,1,—5)} é umabase de V.

e () ovetor (1,0,2,0) pode pertencer a uma base de V.

Solucio: Subtraindo a primeira equacao da segunda, obtemos

x1 + 229 — 323 =0, ou seja, T, = 3r3 — 2T9. (1)
Por outro lado, isolando x4, digamos, na primeira equagao, obtemos

T4 = —T1 — X9 — 273 (2)
e, substituindo (1) em, chegamos a
x4 = — (3x3 — 2x9) — X9 — 223 = T3 — Hx3
Entao os vetores de V' sdo do tipo
(3z3 — 229, T2, T3, 22 — Hx3) = 22(—2,1,0,1) + 23(3,0,1, —5)

Logo,
V= [(_2a 17 07 1)7 (37 Oa 17 _5)]

e,como {(—2,1,0,1),(1,0,1,—5)} é LI entao {(—2,1,0,1),(3,0,1,—5)} éumabasede V edim V' = 2. Logo,

a alternativa (d) esta correta.
As alternativa (a), (b) e (e) sdo incorretas, pois 0s vetores nio satisfazem ambas as equacdes.

A alternativa (c) é incorreta, pois como V' é subespaco de R% entio dimV < dimR*. Além disso, como as

equacdes dadas sio L.I, segue que dim V' < dim R* necessariamente.
Questio 2. Sejam vy = (1,2,3,4),v2 = (4,3,2,1),v3 = (—5,0,5,10) vetores de R*. E correto afirmar que:
a(x) Nao existe uma base de R* contendo vy, v3 e v3.

b() B=1{(1,2,3,4),(4,3,2,1),(-5,0,5,10), (1,0,0,0)} é uma base de R* contendo v1, va e v3.

c() B=1{(1,2,3,4),(4,3,2,1),(-5,0,5,10), (0,1,0,0)} é uma base de R* contendo v1, va e vs.

d() B=1{(1,2,3,4),(4,3,2,1),(-5,0,5,10), (0,0, 1,0)} é uma base de R* contendo v1, va e v3.



Soluciao: Notemos que os vetores vy, U3 e v3 sdo linearmente dependentes. Como qualquer conjunto contendo

{v1, v2, v3} também é linearmente dependente, temos que nao existe uma base de R* contendo vy, v2 € V3.
Questao 3. Considere as seguintes afirmacdes:
() Os polinémios (1 — )3, (1 — )%, 1 — t e 1 geram P3(R).
(I) Se p, g € P2(R) sao dois polindmios ndo nulos tais que ap + g = Ap + g, entdo v = e 5 = L.
(II)) Seja V um espaco vetorial de dimensdaon e W = [{wy,wa,...,wy}] e W # V. Entdiom < n.
Assinale a alternativa correta. Na sua resolugio, justifique claramente sua escolha.

a(x) (I) é verdadeira e (II) e (III) sao falsas.
b () (II) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.
c () () é verdadeira e (I) e (II) sao falsas.
d () (I)e (II) sao verdadeiras e (III) é falsa.
e () (I) e (ITI) sao verdadeiras e (II) é falsa.
f() (II) e (III) sdao verdadeiras e (I) é falsa.
g () (D), dI) e (III) sao verdadeiras.

h() (I), D) e (II) sao falsas.

Solucao: Note que

(11—t =1-3t4+3> -3
=(1—-t)2=1-2t+1t>
1
1

Como a dimensao de P3(R) é 4 segue que se (p1, p2, p3, p4) é uma sequéncia LI, entdo py, pa2, ps, ps geram P3(R).

Para mostrar (p1, p2, p3, p4) é uma sequéncia LI, o primeiro passo é calcular o determinante da seguinte matriz:

11 11
3 -2 -1 0 -2l
A= — detA=1x (-1 3 1 o0|=1
3 1 0 0
-1 0 0
-1 0 00

Como det A # 0, segue que (p1, p2, P3, p4) é uma sequéncia LI. Logo, a afirmativa (I) é verdadeira.

Considere p(t) = t e q(t) = —t. Temos p, ¢ €€ P2(R) sdo dois polindmios nao nulos e
lxp+1xg=(-2)*xp+(—2)xgq.

Logo, a afirmativa (I) é falsa.

Considere V = R3e W = [(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(2,1,0)]. Portanto n = dimR3 = 3. Note que
(0,0,1) ¢ W e portanto W # V. Porém m = 4 > n. Logo, a afirmativa (III) é falsa.



Questido 4. Sejam

Wi = {(z,22+y,2y,0) |,y € R}
Wy = {(z+220+y+222y+3z2,42) | z,y, 2z € R}

subespacos de R*. Entio é correto afirmar que:
a() dim(Wy) = 2, dim(W3) = 2, Wi + Wa = R* e essa soma de subespacos é direta.
b() dim(W;) = 2, dim(Ws) = 3, dim(W; N W) = 1le W; + Wy = R4
c() dim(Wy) = 2,dim(W2) = 2, dim(W; N W3) = 1 e dim(W; + Wa) = 3.
d(x) dim(W7) = 2,dim(W3) = 3, dim(W; N W) = 2 e dim(W; + W) = 3.
Solucio: Notemos que

wy =1(1,2,0,0),(0,1,2,0)]

Wy =1(1,2,0,0),(0,1,2,0),(1,2,3,4)],

em que os conjuntos de vetores descritos acima sio linearmente independentes, de modo que
dim(W;) = 2, dim(Ws) = 3,
W1 C Wee Wy N Wy = Wi, Em particular,

dim(W7 + Wy) = 3.

Questio 5. Considere os subespacos U, V de R tais que

U= {(1‘1,1’2,%3,%4) S R4: X1 =Xx9€ T3 = —21‘4}

vV =][(1,0,1,0),(0,2,1,1),(1,-2,0,—1)].
Considere as afirmacoes:
(D) dimV =3e{(1,1,0,0),(0,0,—2,1)} é base de U;

I) dim(UNV)=0e{(1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0),(0,0,0,7)} é base de U + V;
I dim(U +V)=4e{(1,1,0,0),(0,0,2,1),(1,0,1,0),(0,2,1,1)} ébase de U + V;
(IV) dim(UNV)=0eU + V é soma direta;

V) dm(UNV)=1e{(1,0,1,0),(0,2,1,1)} é base de V.

Entdo é correto afirmar que:

a( ) Somente (I) é verdadeira.

b () Somente (I) e (II) sio verdadeiras.



c () Somente (I) e (II]) sdo verdadeiras.

d () Somente (II) é verdadeira.

e () Somente (III) é verdadeira.

f () Somente (III) e (IV) sao verdadeiras.

g () Somente (I) e (V) sdo verdadeiras.

h () Somente (IT) e (IV) sdo verdadeiras.

i (x) Nenhuma das demais alternativas esta correta.
j () Somente (IV) é verdadeira.

k() Somente (V) é verdadeira.

Solucio: Note que (1,—2,0,—1) = (1,0,1,0) — (0,2,1,1). Portanto V' = [(1,0,1,0),(0,2,1,1)]. Como
{(1,0,1,0),(0,2,1,1)} ¢ L., entao {(1,0,1,0), (0,2,1,1)} é vase de V que, por conseguinte, tem dimensao 2.

Note, também, que (x1, 2, 3, 24) € U se, e somente se, (x1, 21, —2x4,24) € U e que
(:nl, T1, —2x4, x4) = xl(l, 1,0, 0) + .7}4(0, 0, -2, 1).

Portanto U = [(1,1,0,0), (0,0, —2,1)] e, como {(1,1,0,0), (0,0, —2,1)} ¢ L.I, entao dim U = 2.

Para encontrarmos uma base de U + V/, consideremos os vetores das bases de U e de V e escalonemos estes

vetores fazendo

11 00 1 1 00 1 1 00
00 —2 1 0 0 -2 1 0 0 -2 1
1o 10| Jo=-1 10| |o = 0
02 11 0 2 11 0 0 31

1 1 00 1 1 00

0 0 -2 1 0 -1 10

1o <1 ol o o =21

0 0 05 0 0 05

Portanto dim(U + V') = 4, j& que a tltima matriz acima estd na forma escalonada e nenhuma linha ou coluna se
anula. Assim, dim(U + V') = dim R* = 4 e qualquer 4 vetores nio nulos do R* que estejam na forma escalonada
sao bases de U + V. Logo, tanto

{(17 1?07 0)7 (07 07 2? 1)’ (17 07 170)’ (07 27 ]‘7 1)}

quanto
{(1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0), (0,0,0,7)}
siobasesde U + V.

Pelo Teorema da Dimensdo da Soma

dim(U 4+ V) =dimU +dimV — dim(U NV),



ou seja,

dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U +V)=2+2—-4=0.
Assim, asoma U + V é direta.

Finalmente, as afirmacdes verdadeiras sao: (II),(I1I) e (IV). Logo, a alternativa correta é (i).

Questdo 6. Sejam U e W dois subespacos vetoriais do espaco vetorial Pg(R). Suponha que
U+ W =7Ps(R) e dim(U) = dim(W) + 1.
Considere as seguintes afirmacoes

() AsomaU + W nio é direta.
(I) As possiveis dimensdes de U N W sdo 7, 5, 3, 1.

(1) dim(U NW) # 5.
Assinale a alternativa correta. Na sua resolucdo, justifique claramente sua escolha.

a( ) (I) é verdadeira e (II) e (ITI) sdo falsas.
b () (II) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.
¢ (x) (II) é verdadeira e (I) e (I) sao falsas.
d () (I)e(I) sao verdadeiras e (IIT) é falsa.
e () (I) e (IMl) sao verdadeiras e (II) é falsa.
f() (II) e (II1) sdo verdadeiras e (I) é falsa.
g () (), dI) e (III) sao verdadeiras.

h () (D), D) e (II) sao falsas.
Solucio: Segue do Teorema da Dimensdo do Subespaco Soma que

9 = dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W)
— dim(W) + 1 + dim W — dim(U N W)
=2dimW — dim(U NW) + 1.

Logo, 2dim W — dim(UNW) =8ou2dim W = 8 + dim(U N W).

A soma pode ser direta. Exemplo: U = [1,¢,t2, 13, 4] e W = [t5,10,¢7,#8]. Temos U N W = {0}, dim U =

5 =44 1= dim(W) + 1. Portanto, a afirmativa (I) é falsa.

Se dim(U N W) = b5, segue que 2dim W = 13 o que é uma contradi¢do. Portanto, a afirmativa (III) é

verdadeira.

Notemos que se dim(U N W) for 7, 5, 3 ou 1, entdo 8 + dim(U N W) é um nimero natural impar, mas isso

contradiz a igualdade 2 dim W = 8 + dim(U N W). Portanto, a afirmativa (II) é falsa.



