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Aula 35 – O degrau de potencial e  as auto-
funções de energia dos estados não ligadoss do   

 poço de potencial .  

 
 

 
 

1.  A solução dos auto-estados de energia dos estados não ligados do 

potencial degrau - continuação. As constantes das funções de onda. 

Os fluxos e os coeficientes de reflexão e de transmissão da partícula  

para energias abaixo do potencial degrau, e para energias acima do 

potencial degrau. 
 

2. Uma barreira de potencial.  

(a)As funções de onda a partir da equação de auto-estados de 

energia.  

(b)Os fluxos de incidência, reflexão e transmissão, a partir das 

condições físicas de continuidade da função de onda e de sua 

derivada  ara energias abaixo dá  barreira. (Ufa! Haja conta!!!) 

(c)Os coeficientes de reflexão e transmissão da partícula pela 

barreira e a relação da conservação da partícula! 

(d) O limite dos coeficientes de reflexão e de transmissão  para 

largura a : o resultado do potencial degrau! 
 

3. Características gerais dos potenciais ligados e não ligados.  
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Solução da barreira na 

mecânica de Schroedinger: E<Vo 
As funções de onda: 

 

 

 

•  No instante inicial a partícula está 

necessariamente na região de x<0. Assim o termo 

com AI representa a onda incidente, e o termo 

com BI a onda refletida em x=0! 

• No entanto para x  +, a função de onda seria 
infinita, o que exige que AII=0. 

• Sendo II(x) uma função real, o coeficiente de 
transmissão é nulo! Necessariamente o coeficiente 

de reflexão é 1 (demonstrado em aula).  
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Solução do degrau na mecânica 

de Schroedinger: E<Vo 
As funções de onda (aula anterior): 

 

 

 

• No instante inicial a partícula está necessariamente na região 

de x<0, pois para x  +, a função de onda seria infinita, o 

que exige que AII=0.  

• Função de onda real na região II  Stransm=0   T=0 

• Colocando as condições física   
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As funções de onda 

 

 

 

• No instante inicial a partícula está necessariamente na região 

de x<0, pois para x  +, a função de onda seria infinita, o 

que exige que AII=0.  

• Função de onda real na região II  Stransm=0   T=0 

• Colocando as condições físicas (3 constantes):   

•                                         e                                            
 

• Chega-se à: 
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A função de onda do potencial degrau 

Real A partícula pode entrar na 
região classicamente proibida, 
mas será necessariamente 
refletida: Srefl./Sinc=1 .  
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Cuidado!  
Não tem 
como incidir 
no sentido 
negativo de 
x, pois nunca 
pode estar 
em x+ 

<+ 
Nada limita os valores de 
k, ou seja, E pode ser 
qualquer. 

0<E<Vo 



Fluxo de partícula se movendo nos dois 
sentidos de x – onda plana.  

 O fluxo de  partícula no estado + , ou seja incidindo 
no sentido positivo de x:  

 

 

 
 

• O fluxo da partícula no estado - , ou seja, no 
sentido negativo de x: 

•          

 

 
• Obs.  (1) a segunda igualdade é o resultado da onda plana. 

• (2) No caso de funções de onda reals os fluxos são nulos. Estão 

incluídos aí todos os casos dos estados ligados unidimensionais. 
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Coeficientes de reflexão e transmissão 

 

 

Coeficiente de reflexão:  

 

 
 

 

• Coeficiente de transmissão da partícula: 

 

 

 
 

• A conservação da partícula:  
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Coeficientes de reflexão e transmissão: 

  ondas planas 
Coeficiente de reflexão da partícula (sempre o 

sentido da reflexão é  oposto ao da incidência):  

 

 
 

 

• Coeficiente de transmissão da partícula (sempre o 

sentido da transmissão é o mesma da incidência):     

 

 
 

• A conservação da partícula:  
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Solução do degrau na mecânica 

de Schroedinger: E<Vo 
As funções de onda (aula anterior): 

 

 

 

• No instante inicial a partícula está necessariamente na região 

de x<0, pois para x  +, a função de onda seria infinita, o 

que exige que AII=0.  

• Função de onda real na região II  Stransm=0   T=0 

• Colocando as condições física   
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As funções de onda 

 

 

 

• No instante inicial a partícula está necessariamente na região 

de x<0, pois para x  +, a função de onda seria infinita, o 

que exige que AII=0.  

• Função de onda real na região II  Stransm=0   T=0 

• Colocando as condições físicas (3 constantes):   

•                                         e                                            
 

• Chega-se à:                            R=1 
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Penetração no degrau 
• Valores  para E=0,1Vo       

• Vo=2,0eV  (função trabalho de metal) 

 

• x (10-10m)       -2k´a    

• 0                         0                  0,40 

• 0,1                      0,137          0,349 

• 1,0                     1,374           0,101      

• 2,0                      2,748          0,026 

• 5,0                      6,869          0,001   

• 10,0                    13,74          ~0                 
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Região I:  Região II: 
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)exp()exp()( ikxBikxAx III  )´exp()´exp()( xikBxikAx IIIIII 

Onda no sentido 
positivo de x    

Onda no sentido  
negativo de x 

Possibilidades neste caso:  

a) Para termo com AI como onda  incidente (no sentido de x positivo), então 
termo com BI é  a refletida, e termo com AII a transmitida, BII=0 (não tem 
onde refletir!) 

b) Para termo com BII incidente (no sentido de x negativo), o termo com AII é 
a onda refletida, e BI a onda transmitida, AI = 0 (não tem como refletir. ) 

AI 

BI 

AII 

BII 

Onda no sentido  
positivo de x    

Onda no sentido  
negativo de x 
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Solução do degrau na mecânica 

de Schroedinger: E>Vo 
Colocando as condições físicas de continuidade na função de 

onda e na sua derivada em x. De novo: três constantes e 

duas equações físicas (feito em aula. Sugestão: REFAÇA 

incidindo pelo lado contrári):  

 
 

• Chega-se nos valores para as constantes em termos de uma 

delas (a constante do termo de incidência):  

 

 

 

 

• Donde resultou: 
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Coeficientes de reflexão e transmissão: 

  ondas planas 
Coeficiente de reflexão da partícula (sempre o 

sentido da reflexão é  oposto ao da incidência):  

 

 
 

 

• Coeficiente de transmissão da partícula (sempre o 

sentido da transmissão é o mesma da incidência):     

 

 
 

• A conservação da partícula:  
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Função de onda da partícula 

incidindo no sentido positivo de x 

Real(        ) 
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Física V - Professora: Mazé Bechara 
Física Quântica – Eisberg 

A densidade de probabilidade para E>Vo e 
incidência no sentido de x positivo.  

Figura para k=2k  - só neste caso a probabilidade da função de 
onda em II é igual ao máximo da oscilação na região I. 
CONFIRA! 



Física V - Professora: Mazé Bechara Figura do Física Quântica – Eisberg  - Resnick 

Os coeficientes de reflexão e transmissão em 
função da relação E/Vo – demonstração em aula 

E<Vo 
R=1 
T=0 
T+R=1 

E>Vo 
R = (k/k –1)2/(1+k/k )2 
T = 4k/k /(1+k/k )2 
 

 
 
 
 

Na figura k1 é o k e k2 é o k  das transparências anteriores. 



Barreira de potencial  - análise paraE<Vo   
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Se a partícula incidir na região I 
nesse região há onda refletida na 
barreira em x=0, o que é  
classicamente permitido), e a onda 
não só passa por II como é   
transmitida em III, região 
classicamente proibido para E<Vo , 
daí o nome de EFEITO TÚNEL. 
 

Analogamente: se a partícula 
incidir em III, nessa região haverá 
onda incidente e refletida em x=a,  
classicamente permitido, e  terá 
onda passando por II e transmitida 
em I, EFEITO TÚNEL! 
 

Para haver conservação de 
partícula, a probabilidade de 
incidência deve ser igual a 
probabilidade de reflexão mais a de 
transmissão (probabilidade é 
grandeza positiva) 
 

 



Barreira de potencial 

Física Clássica  Quântica 
 

• Para  T=E-V(x)>0        E>V(x) para todo x 

• 0<E<Vo    Física Clássica: 0<x  ou x>a  dependendo 

das condições iniciais   trajetórias infinitas  
 

o Em Quântica são estados não ligados: as densidades de 
probabilidades expressam a probabilidade de transmissão 

e de reflexão da partícula na barreira. Como veremos há 

probabilidade de transmissão da partícula sob a barreira  – 

daí o nome efeito túnel 
 

• E>Vo      Física Clássica -<x<+   trajetórias 
infinitas 
 

o Em Quântica são estados não ligados; as densidades de 

probabilidades expressam a probabilidade de transmissão e 

de reflexão da partícula na barreira.                            
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Solução da barreira na 

mecânica de Schroedinger: E<Vo 
As funções de onda nas várias regiões do espaço: 

 

 

 

•      
 

• Possibilidade 1: instante inicial na região de x<0: 

BIII=0 (não tem mudança no potencial em x>a que 

permita a reflexão da onda da partícula nesta 

região). 

• Posisibilidade 2:  instante inicial na região de x>a: 

AI=0 (não haveria em x<0 variação de potencial 

que refletisse a onda na região) 
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Solução da barreira na mecânica 

de Schroedinger: 0<E<Vo 
As funções de onda quando a partícula incide no 

sentido positivo de x: 

 

 

 

 

•          

• São 4 constantes  e quatro condições. As 

constantes devem ser escritas em termos da 

constante de incidência AI. Nada limita as 

constante kI e kII, ou seja, E pode ser qualquer de 

valor positivo. 
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Soluções da barreira(equações 
explícitas em aula)   

 

 

 

 

 

• Continuidade das funções de onda : 

 

 

 

 

 

• Continuidade das derivadas das funções de onda: 
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Solução da barreira na mecânica de 
Schroedinger: E<Vo (feito em aula)  

O coeficiente de reflexão quando a incidência é no sentido 

positivo de x (em t=0 na região de x negativo): 

 

 

 

 

 
 

• O coeficiente de transmissão quando a incidência é no 

sentido positivo de x (região de x negativo): 
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A barreira de potencial e a função 
de onda incidindo de x=- e E< Vo 

 

 

 

Parte real da função 

de onda incidente +                   parte real da função 

refletida                                        de onda transmitida 
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Figura do R. Eisberg e R. Resnick 

 
A densidade de probabilidade e o 

coeficiente de transmissão (inc. - e E< Vo) 

 

•   
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ATENÇÃO: na região assintótica 
de transmissão sempre se tem 
probabilidade constate. Aqui 
toda a aregião III é toda igual!  
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Observação: 
 Os resultados de R e T 
para largura da 
barreira tendendo a 
infinito coincidem com 
as soluções R=1 e T=0 
para o potencial 
degrau.  Mostre! 
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Figura do Eisberg 

Localize nos potenciais ao lado 
quais permitem estados ligados e 

para que valores de energia. 
 
Observe as características das 
densidades de probabilidade 
destes potenciais. 
 
Todos os estados ligados têm  
funções de onda normalizáveis, 
parte espacial real e  energias 
quantizadas 


