MATO0122 - Algebra Linear I
Lista 4
2023

. Seja (V,+, ) um espaco vetorial e sejam U e W subespagos de V. Dizemos que V é soma
direta de U e W e denotamos por U @& W, se

(@ V=U+W,

(b) UNnW = {0}.

Mostre que V = U @ W se, e somente se, todo vetor v € V se escreve de modo tinico como
v=u+w,ondeuc Uewec W.

. Seja V = F(R,R). Dizemos que f € V é uma fungdo par se f(—x) = f(x) para todo
x € Reque f € Véuma fungdo impar se f(—x) = —f(x) para todo x € R. Sejam
U={feV|fépar}eW = {f €V | féimpar }. Mostre que:

(a) U e W sdo subespacgos de V;

by V=UsdW.

. Sejam Wj, W, e W3 subespagos de um espaco vetorial V.

(a) Verdadeiro ou Falso? Wy N (W, + W3) = Wy N W, + Wy N W3;

(b) Mostre que Wi N (W, + Wy NW3) = Wi N W, + Wy N W,

. Determine um conjunto gerador para cada um dos subespagos W do espago vetorial V.
(@) V=R4%W={(x,y,zt) € R*| x,y,z,t formam uma PA}.

(b) V=R, W = {(x,y,z,t) € R*| x,y,z,t formam uma PG de razao fixa q}.

(c) V=M;s3(R), W={A €V | Aésimétrica}.

(d) V="D(R); W= {p(t)e V[ p(1) =p'(1) =0}.
(e) V=R4YW={(x,y,z,t) | 2x+y+z=0ey+z—t=0}.

. Verifique se os vetores u = (1,1,2,3) e w = (5,—1,—1, —4) estdo ou néo so subespago U
de R*, onde
U =1[(1,0,1,0),(1,1,1,0),(0,1,1,1)].

. Mostre que os conjuntos {sen? t,cos? t,sent cost} e {1,sen 2t,cos 2t} geram o mesmo subespaco
de F(R,R).

. Mostre que o vetor v = (1,2,2) ndo é combinagdo linearde u = (1,1,2) ew = (1,2,1). A
partir dai, formule um sistema linear de 3 equagdes e 3 incégnitas que ndo tem solugdo e
que tem o vetor v no segundo membro.

. Sejam vy, vy e v3 0s vetores-linha e wq, wy e w3 os vetores- coluna da matriz

ST
® U1 N
O &N W

Mostre que [v1, v, v3] = [wy, wo, w3].
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Dé um exemplo de uma matriz 3 x 3 tal que o subespaco de R? gerado pelos vetores-linha
da matriz é diferente do subespaco gerado pelos vetores-coluna.

Seja V um espago vetorial e seja W um subespaco de V. Um suplementar de W é um
subespaco U de V tal que W @ U = V. Determine um suplementar do subespaco W C R"
para

(@ W={(xy,z) e R |x+2y—z=0};
(b) W={(x,y,z) ER¥ | x+y+z=0ex+3y—z=0}
© W={(x,y,zt) eER* | x+y+z+t=0};

(

A W={(xv,yzt) eR |x+y+z+t=0ex+2t=z+2y}.

Seja (V,+, ) um espaco vetorial sobre R e sejam S e T subconjuntos de V.
VERDADEIRO OU FALSO?

(@) [SUT] = [S]+[T].
(b) [SNT] = [S]NI[T].

Sejam U, W;, e W, subespacos de um espaco vetorial V tais que U W; = U W,. E
verdade que Wy = W,?

Sejam U, Uy, W1, e W, subespagos de um espaco vetorial V tais que Uy & Wy = Uy @ W,.
Mostre que se Uy C Wy e Uy C Wy entdo Uy = Uy e W; = Ws.

Seja V um espaco vetorial e sejam X, Y e Z subespagos de V para os quais vale o seguinte:
XN(Y+Z)=YNZ={0}.
Mostre quese u +v+w =0, comu € X,v € Yew € Z,entdiou = v = w = 0.

Verifique se os seguintes subconjuntos do espago vetorial V sdo LI ou LD.

(@) V=R3%S=1{(1,1,1),(1,1,2),(1,2,3)}.

11 12 01
ov=mimis= (][] [ 4])
© V=DP(R);S={-1,2+2t+1,2 -1, B+ +t+1}.

Mostre que o subconjunto S = {(1,0,a),(1,1,«),(1,1,&?)} C R3 ¢ LI se, e somente se,

xn#0en # 1.

Ache uma solugéo néo trivial do sistema linear

X1 + 2xp + 3x3 4+ 4x4 = 0
2x1 + Xxp + x3 — X4 0
3xp — 2xp + x3 — 2x4 = 0

e a partir daf, obtenha uma combinacéo linear nula dos vetores v; = (1,2,3),
v, = (2,1,-2),v3 = (3,1,1) e vg = (4,—1,—2) , na qual os coeficientes ndo sdo todos
nulos.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sejam V um espaco vetorial e u,v,w € V. Mostre que {u,v,w} é LI, se e somente se,
{u+ov,u+w,v+w}éll

Suponha que {uq,uy,- - - Uy, 01,02, - Vs } € um subconjunto LI de um espago vetorial V.
Mostre que [uy, up, - - -, uy] N [v1, 02, - - - v5] = {0}.

Se S = {v1,v3,--+,Um} é um conjunto LI de um espacgo vetorial V, mostre que
T={v,vo—v1, -, 0m — 01}
também é LI. Vale a reciproca?

Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) quanto a validade da afirmagdo: ”A unido de dois
subconjuntos LI de um espago vetorial V é um subconjunto LI de V.”

(@) () Sempre.

(b) () Nunca.

(c) () Quando um deles é disjunto do outro.

(d) () Quando um deles esta contido no outro.

(e) () Quando um deles é disjunto do subespago gerado pelo outro.

(f) () Quando o ntimero de elementos de um deles somado ao niimero de elementos do
outro é igual a dimensdo de V.

Prove que {1, e, e2x 3% X } é um subconjunto LI do espago vetorial F (IR, R). Mostre que
S={e*|ceR}éLL

Mostre que:
(a) [sen?t,cos®t] = [1,cos2t];
(b) [sen?t,cos?t,sentcost] = [1,sen2t,cos2t].
Seja V espaco vetorial sobre R e u, v, w € V. Mostre que:

(@) {u,v} éLlse, esomentese, {u+v,u—0v}éLl
(b) {u,v,w} é Llse, e somente, {u +v,u+w,v+w} éLL

Seja V um espaco vetorial sobre IR. E verdade que {u,v,w} é LI se, e somente se, os trés
subconjuntos {u,v},{u, w} e {v,w} sdo LI?

Seja W o subespaco de R* gerado pelos vetores v1 = (—1,0,1,2),v2 = (3,4, —2,5) e v3 =
(1,4,0,9). Determine um sistema linear homogéneo tal que W é exatamente o conjunto
solugdo desse sistema.

Seja V um espaco vetorial gerado por um conjunto G que tem m vetores. As afirmagdes a
seguir sdo verdadeiras ou falsas?

(@) Nenhum subconjunto de V com menos do que m vetores gera V.

(b) Todo subconjunto de V com mais do que m vetores é LD.

(¢) SedimV = m entdo G é LI.



