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ExXERcicIo 1.
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Para que valores de a e de b o sistema linear

(a) possui uma unica solugao;
(b) possui infinitas solugdes;

(¢) ndo possui solugoes.

REsOLUGAO.
Como
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o sistema do enunciado é equivalente ao sistema

r+y+z = b
(a—Dy+2z = 2-0
(4—a)z = 5—b—ab

Por conta disso, dividiremos nossa analise em dois casos.

PRIMEIRO CASO: a = 4.

Se a = 4, o sistema (x) é equivalente a

r+y+z = b
3y+2z = 2-b
0 = 5-5b

r+y+z = b
rH+ay+3z = 2
ax+y+2z = 3
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o qual nao possui solugoes se b # 1 (pois b # 1 = 5 — 5b # 0) e possui infinitas solugoes se b = 1 — ja que,

nesse caso,
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SEGUNDO CASO: a # 4.



Se a # 4,

r+y+z = b r+y = b—2z z+y = 54b_—a5
(a—Dy+2z = 2-b ~{ (a=1y = 2-b-22 ~{ (a—1)y = W 7
(4—a)z = 5—b—ab z = 5zb=ab z = Schesb
e é facil ver que, nessa situagao, o sistema
_  5b=5
SR Sab"2b—2a—2
oomy - s -
J— —0—a
£ = 4—a

(i) possui uma tunica solugao, se a # 1 — pois, nesse caso, cada linha da matriz dos coeficientes do sistema
(%) possui pivo;

(ii) ndo possui solugbes, se a = 1, e se b # 4 — pois, nesse caso, a —1 =0,e 3ab—2b—2a—2=b—4 #0;

(iii) possui infinitas solugdes, se a = 1, e se b = 4 — pois, nesse caso, o sistema (%) é equivalente a
r = d—y
z =1

Por fim, como sistemas lineares equivalentes possuem as mesmas solugoes, podemos concluir, em vista
da nossa analise, que o sistema do enunciado:

e possui uma Unica solugao, se a é diferente de 4 e de 1;
e possui infinitas solugoes, se a =4,eb=1,ousea=1,eb=4;
e nao possui solucoes, sea=4,eb*1,ousea=1,eb#4.

EXERCICIO 2.
As afirmagoes a seguir sito VERDADEIRAS ou FALSAS? Justifique! Prove as verdadeiras e, quando
a afirmagao for falsa, exiba um contraexemplo.

(a) Todo sistema linear homogéneo com mais incognitas do que equagdes sempre tem solu¢ao nao trivial.
(b) Se A, B € M,(R), entdo A2 — B2 = (A — B)(A + B).

(c) Sejam A € Mp,xn(R) e B € Myxp(R). Se B tem uma coluna de zeros, entdo AB tem uma coluna de
ZETOS.

REsOLUGAO.

(a) A afirmagao é verdadeira. Para constatar isso, notemos, inicialmente, que, quando escalonamos um tal
sistema e eliminamos possiveis equagoes reduntantes, obtemos um sistema equivalente ao inicial e que
também possui mais incognitas do que equagdes (pois o nimero de incognitas ndo muda, e o namero de
equagoes pode diminuir). Como esse sistema possui mais incognitas do que equagdes, ele possui variaveis
livres e, portanto, tem infinitas solugoes. E, como dois sistemas lineares equivalentes possuem as mesmas
solugoes, disso concluimos que o sistema inicial também possui infinitas solugoes.

(b) A afirmagéo é falsa, pois, se A == (é 8) ,ese B = (8 (1)>, entao

A B2 — A+ ((1) (1)) — (A-B)(A+B).



OBSERVAGAO: para perceber que a afirmagao ¢ falsa, basta notar que, se 4, B € M, (R), entdo, como
(A-B)(A+B)=(A—B)A+ (A—B)B=AA—- BA+ AB — BB = A+ AB — BA — B?,

(A — B)(A+ B) ser4 igual a A?2 — B2 se, e somente se, AB for igual a BA — o que, por sua vez, nao é
necessariamente verdade.

(c) A afirmacao ¢ verdadeira. Com efeito, se j € {1,...,p} ¢ tal que B(;) = O, x1, entao, como

(AB)(;) = AB(j),
(AB)(]) =A- Onx1 = Omx1-

EXERcIcIO 3. Determine quais subconjuntos W do espago vetorial V' sao subespagos de V.

(a) V=R eW={(x,20+vy,3x+vy):z,y € R}

(b) V=M,R),e W={X €V :AX =0,}, em que A € V é uma matriz fixa.
(c) V=PsR),e W={peV:p(l) =1}

(d) V=R3eW ={(z,y,2) € V:z=2a?+y*}.

REsOLUGAO.

(a) O conjunto W é um subespago vetorial de V', pois:
(i) (0,0,0) € W (ja que (0,0,0) = (0,2-0+0,3- 0+ 0);
(ii) se x1,y1,x2,y2 € R, se u = (x1,2x1 + y1,371 + y1), € se v = (z2,2x2 + Yo, 3T2 + y2), entdo
utv= (21 + 22, 2x1 + 1) + 222 + ¥2), Bz1 +y1) + (B22 + y2))
= (21 + 22, 2(w1 4+ 22) + (11 + ¥2),3(x1 + 22) + (Y1 + y2)) € W;
(iii) se x,y,a € R, e se u = (x,2x + y, 3z + y), entdo
a-u=(az,a(2z +y),a(3z +y)) = (az, 2(az) + ay, 3(azx) + ay) € W.
(b) O conjunto W & um subespago vetorial de V', pois:

(i) 0, € W (j& que A -0, = 0,);

(ii) se X e Y pertencem a W, entdo

AX+Y)=AX +AY =0, +0, =0,,

e, portanto, nesse caso, X +Y € W;

(ili) se X € W, e se a € R, entao
A(aX)=a(AX)=a- 0, =0,,

e, portanto, nesse caso, aX € W.

(¢) O conjunto W nao é um subespago vetorial de V, pois o polindmio nulo nao pertence a W (ja que, se 0
¢ esse polinémio, entéo 0(1) =0 # 1).

(d) O conjunto W néo um subespago vetorial de V', pois embora (1,0,1) e (—1,0, 1) pertengam a W (ja que
1=1240%e1=(-1)2+0%), (1,0,1)+(-1,0, 1) nao pertence a W (ja que (1,0,1)+(—1,0,1) = (0,0, 2),
e2#0%+0?%).



EXERcicIO 4.

(a) Seja V um espago vetorial sobre R, e sejam U e W subespagos de V. Mostre que U N W é um subespago
de V. Dé um exemplo para mostrar que a uniao de dois subespagos de um espaco vetorial V' nao é
necessariamente um subespago de V.

—J|T Y. -
(e

W{B ﬂ :x+2y+z+2t0}.

(b) Seja V := M3(R), e sejam

Determine o subespago U N W.

REsoLUgAO.

(a) PRIMEIRA PARTE.

(i) E claro que 0y € U N'W, pois, como U e W sao subespagos de V, 0y € U, e Oy € W.

(ii) Se u e v pertencem a U N, entdo u e v pertencem tanto a U quanto a W. Logo, nesse caso, u + v
pertence a U (pois U é um subespago de V') e a W (pois W é um subespago de V') e, portanto,
pertence também a U N W.

(iii) Se u € UN W, entdo u pertence a U e a W. Logo, nesse caso, para cada a € R, a - u pertence
a U (pois U é um subespago de V'), e a W (pois W & um subespago de V') e, portanto, pertence
também a U NW.

Em vista de (i), de (ii) e de (iii), podemos concluir que U N W ¢, de fato, um subespago vetorial de V.

SEGUNDA PARTE.

E facil ver que U = {(z,0) :xeR}eW ={(0,y) : y €
disso, U UW nao é um subespaco de R?, pois, embora (1,0) e
e (0,1) € W), (1,0)+ (0,1) ¢ U UW (pois (1,0) + (0,1) =

R} sdo subespagos vetoriais de R2. Apesar
(0,1) pertencam a UUW (pois (1,0) € U,
(1L1), (L) ¢ U, e (1,1) g W).

(b) Seja A = Z}

(a,b,c,d) &€ uma solucdo do sistema linear

em M5(R). Resulta das defini¢goes de U e de W que A € U NW se, e somente se,

r+y+z+t = 0
r+2y+z2z4+2t = 0
Sendo assim, como
r+y+z+t = 0 r+y+z+t = 0 r+y+z+t = 0 r = —z
r+2y+z+2t = 0 y+t = 0 y=—t = 0 y = —t’
podemos concluir que A € U N W se, e somente se, a = —c¢, e b = —d. Logo,

Umwz{{_j _tt} :z,tER}.



