
𝐴 𝜓 = 𝑎 𝜓

Operador Hermiteano

autovalor é um número real

𝜓∗ 𝐴 𝜓 = 𝑎 𝜓∗𝜓 න𝜓∗ 𝐴 𝜓 𝑑𝜏 = 𝑎න𝜓∗𝜓 𝑑𝜏 න𝜓∗ 𝐴 𝜓 𝑑𝜏 = 𝑎

𝐴 ∗𝜓∗ = 𝑎 𝜓∗

𝜓 መ𝐴∗𝜓∗ = 𝑎 𝜓𝜓∗ න𝜓 መ𝐴∗𝜓∗ 𝑑𝜏 = 𝑎

Operador Hermiteano: න𝜓∗ መ𝐴 𝜓𝑑𝜏 = න𝜓 መ𝐴∗𝜓∗ 𝑑𝜏



Se o operador é Hermiteano, então suas autofunções são ortogonais

𝐴 𝜓𝑛 = 𝑎𝑛𝜓𝑛

መ𝐴∗𝜓𝑚
∗ = 𝑎𝑚𝜓𝑚

∗

න𝜓𝑚
∗ 𝐴 𝜓𝑛𝑑𝜏 = 𝑎𝑛න𝜓𝑚

∗ 𝜓𝑛𝑑𝜏

න𝜓𝑛
መ𝐴∗𝜓𝑚

∗ 𝑑𝜏 = 𝑎𝑚න𝜓𝑛𝜓𝑚
∗ 𝑑𝜏

න𝜓𝑚
∗ 𝐴 𝜓𝑛𝑑𝜏 − න𝜓𝑛

መ𝐴∗𝜓𝑚
∗ 𝑑𝜏 = 𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 න𝜓𝑚

∗ 𝜓𝑛𝑑𝜏

zero, porque é hermiteano

𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 න𝜓𝑚
∗ 𝜓𝑛𝑑𝜏 = 0



Se o operador é Hermiteano, então suas autofunções são ortogonais

𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 න𝜓𝑚
∗ 𝜓𝑛𝑑𝜏 = 0

Se  n = m  (an – am) = 0 Se  n m  න𝜓𝑚
∗ 𝜓𝑛𝑑𝜏 = 0

Ortogonalidade das autofunções de operadores Hermiteanos: 

න𝜓𝑚
∗ 𝜓𝑛𝑑𝜏 = 𝛿𝑚𝑛 𝛿𝑚𝑛 = ቊ

1 se 𝑚 = 𝑛
0 se 𝑚 ≠ 𝑛

delta de Kroenecker



𝒖 = 𝑢𝑥 Ƹ𝒊 + 𝑢𝑦 Ƹ𝒋 + 𝑢𝑧𝒌

Ƹ𝒊. Ƹ𝒋 = 0 Ƹ𝒊. 𝒌 = 0 Ƹ𝒋. 𝒌 = 0

vetores unitários ortogonais

Ƹ𝒊. Ƹ𝒊 = 1 Ƹ𝒋. Ƹ𝒋 = 1 𝒌. 𝒌 = 1

normalizados

componentes 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 e 𝑢𝑧 obtidos pela projeção de 𝒖 em Ƹ𝒊, Ƹ𝒋 e 𝒌

ෝ𝒖. Ƹ𝒊 = 𝑢𝒙 ෝ𝒖. Ƹ𝒋 = 𝑢𝒚 ෝ𝒖. 𝒌 = 𝑢𝒛



Expansão de uma função de onda em um conjunto completo ortonormal

න𝜓𝑖
∗𝜓𝑗𝑑𝜏 = 𝛿𝑖𝑗 𝛿𝑖𝑗 = ቊ

1 se 𝑖 = 𝑗
0 se 𝑖 ≠ 𝑗

combinação linear de todas
as autofunções i



𝑖=1

∞

𝑐𝑖න𝜓𝑗
∗𝜓𝑖𝑑𝜏 = න𝜓𝑗

∗𝜙 𝑥 𝑑𝜏

𝛿𝑖𝑗

𝜙 𝑥 =

𝑗=1

∞

𝑐𝑗 𝜓𝑗 , onde



Por exemplo, sobreposição de dois estados: Ψ = 𝑐1𝜓1 + 𝑐2𝜓2

መ𝐴𝜓1 = 𝑎1𝜓1
መ𝐴𝜓2 = 𝑎2𝜓2

1 10 0



Comutador de dois operadores

Note que, em geral, መ𝐴 𝐵𝑓(𝑥) ≠ 𝐵 መ𝐴𝑓 𝑥

Quando መ𝐴 𝐵𝑓 𝑥 = 𝐵 መ𝐴𝑓 𝑥 , os operadores comutam.

መ𝐴 𝐵 − 𝐵 መ𝐴 𝑓 𝑥 = 0 notação: መ𝐴, 𝐵 ≡ መ𝐴 𝐵 − 𝐵 መ𝐴

Por exemplo, 

ො𝑥 ො𝑝𝑥 − ො𝑝𝑥 ො𝑥 𝜓 𝑥 = 𝑥 −𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑥
− −𝑖ℏ

𝑑

𝑑𝑥
𝑥 𝜓 𝑥

= 𝑖ℏ𝜓 ො𝑥 e Ƹ𝑝𝑥 não comutam
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