MAT0311/MAPO0217 - 20. Semestre de 2023
5a. lista de exercicios

1. Sejam (X, d) um espago métrico e A, B subconjuntos de X, ambos nao vazios. Suponha

que ANB = AN B = . Mostre que existem U,V abertos em X tais que AC U, BCV
e UNV = (. Sugestao: considere a fungao continua = — d(x, A) — d(x, B).

2. Seja f:[0,1] = R a fungao que vale zero para 0 < x < 1/2, vale um para 1/2 <z < 1
e vale 1/2 para x = 1/2. Determine um subconjunto U aberto em R tal que f~1(U) nao ¢
aberto em R.

3. Mostre que se f :]0,
fungao continua em |0,

[— R é uniformemente continua entdao f pode ser estendida a uma

!

4. Sejam (X, dx), (Y, dy) espagos métricos e f : X — Y bijetora e continua. Mostre que
se X é compacto entdo f~!:Y — X ¢é continua.
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5. Sejam (X,dy), (Y,dy) espagos métricos e f : X — Y. Dizemos que f é prdpria se
fHK) é compacto em X, qualquer que seja o compacto K de Y. Mostre as seguintes
propiedades:

e Se X é compacto ese f: X — Y é continua entao f é propria;
e SeY é compacto ese f: X — Y é propria entao f é continua;

e Dada f: RY — RM escrevemos lim,_ .o, f(z) = 0o se para todo R > 0 existir p > 0
tal que se x € RY e se |z| > p entdo |f(x)| > R. Mostre que se f é prépria entdo
lim, o f(z) = 00 e também que, se f for continua, a reciproca é verdadeira.

6. Seja f : RY — RM satisfazendo as seguintes propriedades:
e f(B) é limitado em RM qualquer que seja B C RY limitado;
e O conjunto
{(z, f(z)) e RY x RM : z ¢ RV}
é fechado em RY x RM,

Mostre que f é continua em RY.

7. Sejam (X, d) um espago métrico e {A,;};c; uma familia de subconjuntos conexos de X
com interseccao nao vazia. Mostre que |J;.; A; ¢ um subconjunto conexo de X. Mostre
também que se cada A; é conexo por caminhos o mesmo sera verdade para |J,.; A;.

8. Mostre que se A é um subconjunto conexo em um espaco métrico (X, d) ese AC B C A
entao B também é conexo.

9. Demonstre o seguinte teorema:

Teorema. Um subconjunto aberto nao vazio ) de RY é conexo se, e somente se, é conexo



por caminhos.

Sugestao. Ja sabemos que, sempre, conexidade por caminhos implica conexidade. Para a
reciproca fixemos xy € €2 e considere o conjunto

U :={x € Q: existe uma func¢ao continua v : [a,b] —  com y(a) = xg, y(b) = x}.

Mostre que U e © \ U s@o abertos em 2.
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