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PREFACIO A EDIÇÃO PORTUGUESA 





O Servifo de Educa(ão da FundafãO Ca/owte Gulbmkian 
decidiu incluir no seu Plano de EdifõeJ uma trad11fão portuguesa 
da cole&fãO de trabalhos originais sobre a teoria da relatividade, ou 
com ela estreitamente relacionados, publicada por Otto Blumenthal 
em úipzig sob o titulo Das Relativitãtsprinzip e comtitulda pri
f!leiro por trabalhos de H. A. Lorentz, A. E instein e H. Minko
wski estranhos à ideia da relatividade geral, depois, a partir da 
3.a edifãO (1919), aumentada com trabalhos de Einstein sobre 
a gravilafão e finalmente, a partir da 4.a edifãO (1921), acres
centada também com o trabalho de H. Weyl qt~t nela figura em 
último lugar. A prmnte tradllfão, confiada à reconhecida compe
tência do Sr. Eng. Mário José Saraiva, é feita sobre a 5.a edifãO 
(1923), idêntica à precedente. 

E digna do maior loUtJor ufa iniciativa. Se bem qt~t hoje sejam 
fàcilmente aceulveis, em diversas 1/nguas, bons tratados sobre a teoria 
da relatividade, é semprt altamente instrutivo o estudo dos princi
pais trabalhos originais,· acruu ql(t mesmo bons tratados têm por 
vezu uma. ou outra omissão, alterafãO ou adifãO menos coiiiJeniente, 
que a leitura dos trabalhos originais permite corrigir. · 

· O livro tontém onze trabalhos, imertos por ordem cronológica, 
que se repartem e caracterizam brevemente do seguinte modo: dois 
trabalhos de Lorentz, um sobre a experiência interferencial de Michel
son e outro sobre fenómenos electromagnéticos num sistema em movi
ment(), anteriores à fundafãO daquela teoria; o trabalho sobre o mumo 
assl(nfo, mas concebido nun1 uplrito ml(ito diferente, com qtte Einstein 
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fundou a teoria da relatividade especial, e oHtro, também de Einstein, 
uJJ que dessa teoria se extrai como consequência a descoberta da inér
cia da mergia; o trabalho sobre o espafO e o tempo, em que Minkou:ski 
explana a descoberta, apresentada mais brevemente m~m trabalho 
um pouco anterior, de que o espafo e o tempo não são independentes, 
mas se tmem num continHa quadridimmsional de métrica pseHdo
-eudidiana, descoberta sem a qual a teoria da relatividade gera/não 
poderia dmm'Cit·er-se; o trabalho sobre a influência da grapidade na 
propagarão da luz, em que Einstein desenvolve, melhor do que tinha 
Jeito num trabalho anterior, mas ainda dum ponto de vista elementar 
e de primeira aproximafão, a Jormrl!afàO do principio da equit•alên
cia, que viria a ser a baie da teoria da relatividade geral e de que 
extrai conseq11ências de grande importância sobre o modo como cer
tos jMón;enos físicos são influenciados pela gravitarão; o trabalho 
sobre os jufldamentos da teoria da relatividade geral, em que Einstei11 
compendiotl e sistematizou os trabalhos com que nos rílliffJos anos 
precedentes tinha fundado esta teoria, e outro também de Einstein 
sobre o principio de Han;i/ton aplicado à teoria, que contém um apcr
Jeifoalnento sobre esta questio, tratada anteriormente por Hilbert e 
por Lormtz; dois trabalhos de Einstein, um sobre a aplicafãO da 
teoria da relatividade geral à cosmologia e outro sobre o papel que 
possJvelmente desempenharia a gravitafãO na constituifãO das parti
cu/as elementares da matéria então conhecidas, no primeiro dos quai! 
se adopta uma equafão /miaria/ mais geral para o campo da gravi
tarão a fim de se obter um mundo espacial tslático finito com matéria 
uniformemente distribulda, e no segundo, mantendo essa eqllafàO mais 
geral, se postula uma forma especial dela dentro das cargas eléctricas 
para se explicar a estabilidade do electrão; finalmente o trabalho 
de Wryl sobre gravitafãO e elutricidade, qtie contém a primeira teoria 
unificada dos campos gravitacional e electromagnético, obtida por meio 
duma generalizafàO da geo.n1etria riemanniana em que, além da não 

· integrabilidade da direcrão, se admite também a não integrabilidade 
do comprimento. 
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Destes onze trabalhos têm ainda actualidade: os dois trabalhos 
de Einstein sobre a teoria da r8latividade especial, não obstante o 
desenvolvinmrto de que ela foi objecto posteriormente e o aperfeiçoa
mento formal e 1netodológico conseguido utilizando o espaço-tempo 
referido a coordenadas galileanas e o cálculo lensorial respectivo; · 
o trabalho de Minkowski, salvo as linhas referentes à gravitação onde 
o autor propõe a substituição da lei de Newton por outra análoga mas 
invariante perante a transformação de Lorentz e que coincide com 
uma das que Poincaré tinha proposto algum tempo antes,· e os dois 
trabalhos de Einstein sobre os fundamentos da relatividade geral e 
sobre o principio de Hamilton aplicado a essa teoria, não obstante 
tambétn o grande desenvolvimento poste;iormente efectuado e que, 
num ponto, trouxe uma alteração axiomática: o movimento livre 
dum ponto material num campo de gravitação ao longo duma geo
désica do espaço-tempo, postulado inicialmente por Einstein, demons
trou-se ser consequência das equações do campo, graças ao próprio 
Einstein e a alguns colaboradores; a demonstrarão é porém laboriosa 
e, 11um primeiro estudo, convém proceder como Einstein fez de i11ício. 

Os outros seis trabalhos só têm interesse histórico. 
O primeiro trabalho de Lorentz refere-se à experié.ncia célebre 

cujo resultado negativo desencadeou a crise da física do éter que a 
teoria da relatividade veio resolver; o autor propõe, para explicar 
esse resultado, a hipótese ad hoc da contracção longitudinal dos 
corpos em movimento, para a qual sugere uma explicação molecular. 

O segundo trabalho de Lorentz contém uma teoria complicada, 
destinada a explicar o resultado negativo dessa e das outras expe
riências realizadas com o mesmo objectivo, teoria obtida ( unr tanto 
imperfeitamente) mediante hipóteses apropriadas relativas à infiuéu
cia do «vento de éter» sobre a forma e dimensões dos electrões e sobre 
as forras moleculares, donde proviriam ·deformações nos corpos em 
movimento de que resultaria apresentarem-se os fenómenos electro
magnéticos, observados em qualquer sistema de referência animado 
de translarão uniforme, a obedecer às mesmas leis que num sistema 
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imóvel. As imperfeifõeS foram corrigida.t por Poincaré, n11111 tra
balho elaborado dentro das ideia~ de úrentz. Fig~~ra no. trabalho 
de Lormtz a &élebre traniforma(ão fJ11' tem o seu nome, e a demons
trnfãO de que ela deixa i1111ariante a forma da.t eqllafÕU de Maxwell 
para o vámo; Poincaré utendeu a demonstrarão ao &aso geral, e pOile 
emmriar o mt postlilado de relntividaáe. Porém uta relatividade era 
só fenomenológica; seglindo a teoria, &ontinuava a exiJtir um corpo 
de referência privilegiado (embora se furtam ne&euàriamente a ser 
de lutado), de .q11e nilo se prmindia por ser conlideraáo suporte 
lle&usário do &ampo elutro1nagnéti&o. Independentemente desta teoria, 
que só v.eio a conhuer mail tarde, Einstein rompeu &om tal pre&on
crito, conliderando como perfeitamente ttpiÍvalenltJ todos aqlfelu 
siJtemas de referência e substituindo ao prin&lpio newtoniano do tempo 
abJ()/JJ!o o principio da co,7Jtância da velocidade da INZ, contido naJ 
eqllafÕII de Ma.'<we/1, para obter a traniforma(ão cinemática perante 
a qlfal euas et)IIIJfÕII det1iam ser &ovariantu, &omo efutivamtnk veri
foou qm 111m/ia, ficando a~sim fundada a teorüz da relatividade 
.upeâal. 

No trabalho sobre a influência da gravidade na propagarão da 
luz, procurando generalizar o p~indpio da r~lalividade Eitutein 
fornlltla o principio da equivalên&ia entre 11111 siJtema de referência 
11nijormemente acelerado e 11111 &ampo de !fallilafãO homogéneo, o qm 
lhe permite des&obrir a uavidade da energia e a influência da dift
renra de potencial da uavidade na mar&ha dos relógios, donde ruulta 
11/JIII campo de !favidaáe a mrtlatllra dos raios luminoSOS e O deslo
Ca/1/tlltO, para o ver~nelho, das I'ÍJcas i.rpectraiJ dNma fonte luminosa 
sit~~ada num ponto onde aq11ele potencial é mais baixo. A apli&arão 
ao ranzpo de gravilafãO do Sol dá a Einstein a pr,iJilo de doiJ fmó
menos q11e veio a dedt~zir &om ma!s rigor na teoria da relatividade 
geral: a deflexão dos raios luminosos estelares q11e pa~sam perto do 
Sol e o deslo&amento, para o vermelho, da.t ris&aJ do espectro solar. 
0 trabalho é feito dentro da mmínifa newto11iana e a lei da !faVÍ/a(ào 
11sada para determinar aquela deflexão é a d1 NeiJ!Ion, motivo por 
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que Einstein encontra para ela só metade do valor qut mais tarde 
mcontrará usando a JUa própria lei d4 l!favitação; e é a ordem de 
grandeza deste último valor que as observações confirmam. 

O trabalho cosmológico de Einstein é a primeira aplicação da 
/e~ria da relatividade geral ao probkma da estr11tllra do Universo , 
empreendida para eliminar dijict~idades relativas às condições de fron
teira d11m upaço infinito. S11pondo por iuo o espaço finito, de volume 
fixo, çheio de matéria desagregada de densidade constante, portanto 
espaço de çurvatura constante qut s11põe positiva, Einstein encon
tra que só pode ser satisfeita a lei da gravitação se for modificada 
pela introdução do chamado termo cosmoiótJco, o q1111l não tem qllal
quer outra jrutificação; e então encontra para o Universo o 1110delo 
promrado. Este modelo estático, que mais tarde se demonstraria ser 
i11stável, tornott-se por isso inaceitável e tamblm por clliiJa da des
coberta, feita pouco depois porH11bble (1929), da expansão do Uni
t'erso, revelada pelo deslocamento, para o vermelho, das riscas espec
trais das galáxias proporcionalmente à distância. Já anttriormmte 
Friedmann (1922) tinha ençontrado soluções do probkma c'osmo
lótJco com matéria homogeneamente dirtrib11lda n11m espaço de métrlca 
dependente do tempo, mas de cllrValrtra constante a cada instante, 
positiva, 1111la 011 negativa, as quais existem tamblm sem o termo 
cost!lolótJco na ki da gravitação. A matéria pode s11pdr-se 11mjluido 
desagregado, como no modelo de Einstein, ou 11m fluido perfeito. De 
tudo isto resulta um grande número de modelos cosmolótJ(os, e há-os 
ainda de 011/ros tipos. A posição final de Einstein sobre a questão 
cosmoiótJca foi a seguinte, desde 1931 : visto existirem pt11'a a eqlla
ção tensorial da gravitação sem lermo cosmológüo, qut tinha sido 
introduzido ad hoc, soluções de Friedmann, apresentando expansão 
do Universo nos três casos da c~~rvat11ra positiva, nula 011 negativa, 
deve regressar-se à lei da gravitação oritJnal e adoptar 11111 destes 
três modelos, que são todÓs compatlveis com as observações act1111is. 
Eimtein inclinou-se primeiro para o modelo com espaço de cllrVa
lllra positiva (por este ser certamente finito) segtmdo o qual o Uni-
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verso se txpande a partir dum estado de ammma (segundo as fór
mlllas infinita) concentração material para mais tarde se contrair 

até voltar ao estado original; 111as pouco depois, com De Sitter, pre
feria o modflo com espaço de curvatura nula (pela sua grande sim
plicidade) segundo o qual o Universo, a parÚr do mesmo estado 
singular, se expande ilimitadatntnte. En1 qualquer destes doi! casos 
bá para o espaço divenas pouibilidadu topológicas, e alg11mas de 
"'i/rica mdidiana são finitas, o qut muitas vezes se ignora. A des
coberta duma radiação de fundo cosmológica isotrópica de 3° K, 
na região das microondas, parece justificar o estado original qlfe 
indicam estes modelos; e o descoberta de que as radiofontes extra
galácticas extremamente afastadas, que s~o os «quasarn>, ocorre111 
em posições antipódicas indica que se está perante a mais simples dos 
possibilidades topológicas do prin~eiro caso, ou seja o espaço esférico 
de Riemann, como no modelo 9riginol de Einstein mas com raio 
aclt1almente crescente. 

No trabalho sobre a quest;lÓ de saber se o campo de gravitação 
desen1penha algum papel na estrutura das partlmlas elementares 
então conhecidas, Einstein supõe-as formadas por pura electricidade, 
de modo que a realidade física é constitulda por elas, pelo campo 
electro111agnético e pelo campo gravitacional. A lei da gravitação sob 
a forma mais geral mantém-se : nela figurará o tensor energético de 
Maxwell para o espaço onde não há carga eléctrica; mas esse tensor 
terá de ser adicionado de termos complementares para o interior das 
partfc11las, porque dentro delas a sua dit•ergência não é nula. Einstei11 
postula qtte a lei da gravitação dentro das partfculas elementares se 
pode escrever sob a forma que denomina livre de escalares a qual, com 
as equações da teoria dos electrões, lhe permite demonstrar que nestas 
portlculas a repulsão eléctrica é equilibrada por uma pressão gravi
tacio!lal. Fora das partlmlas prova-se que o escalar de curvatura é 

constante; isto também se deduz da lei da gravitação, e o confronto 
faz aparuer, por um lado, a constante cosmológica como pura cons
tante 'de integração e, por outro lado, dá os lermos complementares 
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promrados, de origem puramente gravitacional. Mas prova-se também 
que qualquer distribuifãO de electricidade, estática e de simetria esfé

rica, está em equilíbrio, e assim a atomicidade da electricidade não 
fica explicada. Não surpremde tal resultado naquela época, visto 
que mesmo hoje o problema das partículas elementares não pode 
considerar-se resolvido. Duas correntes se defrontam nesta ql(estão. 
A da geometrodinâmica, que em última análise prvvém do próprio 
Einstein, fundamenlt!da em que a teoria da relatividade geral admite 
a existência de campos de gravitafàO sem fontes e atribuindo ao 
espafO uma topologia muito mais complicada dfJ que ordinàriamente 
se supõe, procura construir modelos de partímlas elementares de n1odo 
puramente geométrico: regiões espacio-temporais em que a métrica 
deixa de ser indefinida, e por isso se comportam como impenetráveis. 
A outra corrente, a da flsica quântica, pretende explicar euas 
partículas a partir de campos de ondas de matéria e sua quantiftcafàO, 
com uma interpretafãO estatlstica. 

O trabalho de W~yl sobre gravitafào e electricidade, finalmente, 
contém a primeira tentativa duma teoria unificada dos campos gra
vitacional e electromagnético, apoiada numa generalizafào da geo
metria riemanniana em que além da não integrabilidade da direcfàO 
se postl(la a não integrabilidade do comprimento. M/(itas outras 
tentativas surgiram em seguida, umas, como a de Wryl, caracterizadas 
por uma generalizafào da geometria riemanniana quadridimen.rional, 
outras, desde a de Kah;za ( 1921), caracterizadas por uma geometria 
riemanniana especial de mais de quatro dimensões (geralmente cinco, 
mas podendo ser seis). Entre as da primeira espécie contam-se a de 
Einstein do paralelismo a distància e a de Einstein-Schrodinger do 
tensor fundamental assimétrico;_ entre as da segunda espécie figuram 
a de Einstein-Mayer, a teoria projectiva de Veblen e outras análogas 
até à de Jordan- Thiry, e a de Podolanski cuja geometria é de seis 
dimensões. Nenhuma delas é satisfatória e algun1as foram abando
nadas pelos próprios autores. Contra a de W ryl, por exemplo, Einstein 
objectou que, segundo ela, a marcha dum relógio dependeria em geral 
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da pré-hiltória do relógio, o que, aplicado aos relógios atómicos, daria 
o resultado de não haver riscas bem definidas nos respectivos espectros, 
o qm é contrário aos factos; Wryl modificou depois a sua atitude 
quanto a este ponto, mas com prrjuízo da conexão entre elutromagne
tiuno e 111étrica: de essencialmente física, a conexão tornou-se mera
mente formal. Com a descoberta do campo das forfas nucleares as 
tentativas de teoria unificada de qualqmr daquelas dmu espécies têm 
rareado. De tipo diferente é a «teoria}állnificada» de Rainich (1925), 
Milner e Wheeler (1957), que afirma 'l"e a lei da gravitafãO de 
Einstein e as equafÕU de Maxwell contêm in1piJcitamente a unificOfãO 
pretendida; na ausência de termo cosmológico, como é preferlvel, usa 
teorio &ondensa-se num pequeno ndmero de equafões tmsoriais e numa 
áesigt~aldade que só envolvem (não lineãrmente) o tensor de Riemann 
contraído, ou tensor de Ricci, e qm se resolvem introduzindo um 
tensor fictlcio de 2." ordem que satisfafa às eq11afõet de Maxwell, 
construindo, com este, outro tensor de 2." ordem · que se igualará, 
111ultiplicado pelo usual factor &onstante, ao tensor de Ricci, e inte
grando a eqllafãO tensorial assi111 obtida, o que determina a métrica 
do upafo-te111po. A simplijicafãO conseguida pela introdufão daquele 
tensor fictlcio é tão &onsiderável, que se foi levado a atribuir-lhe rea
lidade finca admitindo a eXistência dlim campo electromagnético inde
pendente daquela métrica, 

Ter minaremos mencionanda brevemente as verificOfõeS experi
mentais de. que tem · sido objecto a teoria da relatividade. Quanto à 

relatividade especi~l, hã a observar desde logo que é comprovada por 
todos os factos qm comprovam a teoria electromagnética de Maxwe/1-
-Lorentz, porque esta teoria é relativista sem modificafão, dada 
a covariância da1 refpectü·as eq11a(ÕU gerais perante a transforma(ào 
de Lorentz. Depois, há factos que esta teoria só podia explicar 
mediante hipóteses auxiliares e que a teoria da relatividade explica 
sem elas: a lei da movimento .da electrão, 'l"e Lorentz encontro11 
admitindo q11e o electrão se contrai ao mover-se no éter; a experiência 
de Fizeau, que Lorentz explicou fazendo certas hipóteses sobre a 
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utr11tura da 1flatéria; o rwdtado mgatiPo de todas as expn-imaas 
destilllllias a nide!Kiar o 11101JÍ1flmto da Te"a relatitla111mte ao éter, 
de pit falámos a11ttrior111mte. As tqtlllfõts do motlimmto de parii
CIIIas eléctricas 1111 ta1flpos eúctro1fla/!1Úiitos tl111 sido lltrifoaús Para 
di11ersas lltl«iáadls, 111tslllo próxi111as da ~~tl«itlaJI da lsz. As fór-
11111/as de trfliUjor1fl11fíiiJ da enerfia 1 do i1flp111so t11fl-st lltrifo.M 
directammte 110 eslllllo das colisões de parlltt~las de alta 111trfia, 
prodllzidas 110 laboratório 011 obstn~adas 110s rllios tósmifos. As leis 
de trlliiS[ormllfíiiJ do campo eúttro•a/!/Útitc ta1flhÍIII ti1fl sido lllri
ftcadas exptrimmtal111mle. A fór•llla da dilatllfíiiJ do lt1flpo lt1fl 
sido 11trijitaJa 1111 determi1111fíiiJ da Pida 1flédia de llltsõts llllillllllios 
de di~~~rsas ~~tlotiJaáts, tlllllo prodllzidos 110 laboratório to1flo obser
llaáos 110s rllios cósmicos. Se• a dilalllfíiiJ do tempo llà4 thlgariam 
à 111perfltie da T '"a os 1fltsõts p. prodllzidos pelos rllios cósmicos 
1111 atmosfera 111ptrior, llinda fJ1" s.e 1110111SSI1fl com a ~~elotiJaát da 
INz, Ião pepitllll é a Sll4 vida mldia 1111 tempo próprio (isto pode 
considerar-se lambé1fl tomo llerifttllfào da co11trat(íiiJ lo11fitlllii1111l doJ 
comprimento!: para 11111 obsmador ligado ao muão a espesSIIra da 
atmosfera seria de a/gtmJ metros ape1111!). 011tra llerifollfíiiJ experi
mental da dila111fàO do tempo í a do efeito de Doppúr trllllwersal, 
fOnJtgllida tomando a média daJ fmJ11ifltiaJ da riJca H~ emitida por 
raioJ tiiiiiiÍJ de hidrogénio a Ja~~or e contra o IIIOIJimmlo, o IJ1II elil11i110rt 
o efeito de 1." ordem, milito maiJ forte, fJ1" lfiÇObria llfJ'"Ú. A e(jlli
llalifltia da 111as1a e da enerfia, q111 Eimlei11 Jllgtrill poder llerifttar-Je 
110s je1JÕm1110s da radiOattinJaát por tlliiJa das grantie1 t]lllllltiJaátJ 
de emrfia 111Ús tfiiKIMdas, tem-se 11trijicado 1111 todas as rtat(ÕtJ 
nmúareJ para as fJIIIlÍJ Je mede, ifldepende11temmte a perda de energia 
e as 1111l!Jil! daJ pariiNIIaJ reagentu e prodllzidas pela reatfilo. Trala-Je 
111stes tll!OJ de llari11fõtJ de lllll!Ja e de enerfia. Mil! a descoberta 
do ekctrão positivo e da lllli(jlli/afão mtítllll dek e do ekctrão 11ega
ti11o com prodtlfão de radillfão gamma rnelo11 11111 ftn6me110 '"' que 
Ioda a lllll!Ja das dstas pariiNIIIl! Je tOfllltrle 1111 e111rgia radia11te. 
O prottJJO i1111erJo também 11 obJerva: 11111 fotão gamma colidindo com 
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11m mkleo atómüo pode converter-se n11m par dt electrões, positivo 
e negativo. Mais tarde ducobri11-se o antiprotão (protão negativo) 
t a aniquilarão msít11a dele e do protão positivo com produrão de radia
rão ga111ma. Sabe-se agora q11e para cada espécie de partfc11la há 
ttma antipartlcula, que se aniqllila com a partlc11la prodllzindo ener
gia. E111 todos os casos se verifica a lei de Einstein, que é hqje 11ma das 
bam mais certas da finca nuclear. Como ru11ltado de todas as veri
ficarões experimentaiJ ·ifectuadaJ, a teoria da relatividade especial 
considera-se solidamente utabelecida. 

Q11anto à verificll(ãO experimental da teoria da relatividade geral, 
há que mencionar primeiro a confirmarão extremamente precisa da 
equivalência entre maJJa puada e maua inerte, sem a qual a acele
rarão gravitacional não seria a muma para todos os corpos. Veri
ficada COfiJ precisão crucente por Galileu, Newton e Bem/, veio 
a sê-lo com a alta precisão de 10-8 por Eotvõs, e com a de to-u 
por Dicke mais recentemente. E a mais precisa de todas as verifi
carões experimentais que interusa!ll à teoria da relatividade geral. 
As o11tras verificarões efectuadas dizem respeito aos três efeitos pre
vistos por Einstein: o dulocamento, para o vermelho, das riscas 
upectrais da luz proveniente duma fonte situada num lugar de poten
cial de gravitarão mais baixo, o avanro ruidual dos perihélios pla
netários, em especial o de Mercsírio, e a deflexão dos raios luminosos 
qm passam perto do Sol. Quanto ao dulocamento para o vermelho, 
procuro11-se inicialmente a sua verificarão na luz do Sol e das estrelas; 
mas as medirõu são diflceis, e a sua interpretarão é duvidosa por 
causa da existência de efeitos não gravitacionais à sttperfície do astro 
que produzem também dulocamento das riscas. Contudo para as 
anãs brancas, por causa da sua grande densidade, o deslocamento 
gravitacional para o vermelho é muito maior do qtte no caso do Sol, 
e a verificarão qualitativa do efeito não oferece dsívidas; mas há algu
mas quanto à verificarão quantitativa, porque às causas perturba
doras apontadas junta-se a incerteza no conhecimento da maua e, 
sobret11do, do raio da utrela. Mail recentemente conseguiu-se aper-
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feiroar a técnüa das observarõu, isolando-se melhor o efeito gravita
cional no caso do Sol; assim Brault verificou o efeito com suficiente 
precisão na parle central da risca D, do sódio, qm prot•ém duma 
região do Sol situada abaixo da atmosfera superior turbulenta. E uma 
boa verificarão. Mas melhor ainda é a que Pound e Rebka obtiveram 
para o can1po gravitacional terrestre, que não está sr!feito àquelas 
injluê11cias perturbadoras, medindo o deslocamento para o vermelho 
entre duas posirões situadas a alguns metros de distancia, na mesma 
vertical, mediante aplicarão do efeito de Mossbauer, descoberto em 
1958, que permite emitir e receber raios ganimo monocro1náticos 
em tão alto grau que se torna mensurável un1 pequenlssimo desloca
mento da respectiva risca upectral; o resultado confirmou a teoria 
com boa precisão, que experiências mais ruentu elevaram a 1 °/0 • 

Sobre o avanro residual dos perihélios planetários, 011 seja a diferenra 
entre o at•anro observado e o avanro explicado pela teoria das pertur
bafões da mecânica celeste newtoniano, que se conhece para os três 
planetas mais próximos do Sol, pode dizer-se que ele é bem explicado 
pela teoria da relatividade geral, sobretudo no caso de Mercúrio, 
onde é filais forte e mais acesslvel à observarão por car1sa da maior 
rapidez do movimento e da maior excentrÚidade da órbita. A expli
carão deste fenómeno pela teoria de Einstein tem para ela grande 
importância porque ent'olve todas as componentes do potencial da 
gravilafãO. Recentemente Dicke tentou pôr em dúvida o valor desta 
verificafãO experimental da teoria conjecturando um achatamento 
do Sol q11e explicaria o fenómeno; mas Adler e outros provaram 
que a fórmula para o avanfo residual dos perihélios, que se ded11z de 
tal hipótese dentro da teoria newtoniano da gravitarão, explica pior 
os factos do que a fórmllla relàtivista. Finalmente a deflexão dos 
raios luminosos que passam perto do Sol utá verificada quantitati
vamente quanto à ordem de grandeza; o efeito é muito pequeno, as 
observafÕU são diflceis e até 1970 só se faziam durante eclipses 
solares. Pode dizer-se que elas concordavam com a teoria dentro 
duma inurteza de 20 °/0 ; tm todo o caso não verificavam a ordem 
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de grandeza do efeito çakulado por meio da ki de Ne111ton, fJ11t é 
metade do previsto por meio da ki de Einstein. 

Há açt~~almente meios témiços fJIII dão possibilidades novas 
de Ílerijiça;àfJ da teoria da relatividade geral, çomo foi o· çaso do efeito 
de Mõssba111r. Rtçentemente Shapiro mediu o tempo de regrem de 
em de radar de MemJrio e de Vé!INJ fJ1kJIIIIo estes planetas passam 
atrás do Sol e ençonlrou o aNmento previsto pela teoria çom apre
çiJàfJ de 1 O% ( 6% para MerNJrio, 1970). T a111bém reçentemente 
(1970) Seielstad, Muhkman e ço/aboradom mediram a variafão 
sofrida pela distânda angular de doif <<tjlldsarn> quando o Sol se 
aproxima da direçfãO dslm deks, sendo çonjirmada a teoria çom 
a predsão de 11%. São experiindas _fJIIt podem repetir-se fre
tj11111temmte, çom predsão fJ11t se upera melhorar. Tim-se sugerido 
medifões fotoe/Jç/riças fora dos ulip~es para a deflexão dos raios lumi
nosos no çam po solar,- a utiliza;ão de relógios atómjços ·em satélites 
artiftdais para o efjiiÍvaknte do du/oçamento para o vermelho,- a obser
va;ão de satélites 011 planetas artifoiais para o avanfO residllill dos 
perihélios, çom observa;ões radioteksçópiças para melhor determi-
114fào das órbitas,. e outros meios. São de prever, nos próximos anos, 
progresSos importantes na veriftçafãO experimental da teoria da 
relatividade geral. 

Coimbra, 1971 

MANUEL DOS REIS 

Proju10r talufrtllito }llbillllitJ tia UlliHrntlaM tÚ CoiMbra 
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PREFACIOS 





PREFACIO DAS PRIMEIRA E SEGUNDA EDIÇOES 

A conferência de Minkowski <<Raum und Zeit», publi
cada no ano de 1909 como trabalho autónomo prefaciado 
por A. Gutzmer, esgotou-se já. Deve-se ao sr. Sommerfeld 
uma feliz sugestão para que a nova e desejada edição viesse 
ampliada; para incluir os trabalhos originais de base rela
tivos ao principio da relatividade. A amável anuência dos 
srs. H. A. Lorentz e Einstein tomou posslvel a realização 
de tal plano. É assim que o presente opúsculo aparece como 
uma colectânea de documentos relativos à história .do prin
cipio da relatividade, incluindo a exposição das ideias de 
Lorentz, o primeiro grande trabalho de Einstein e a con
ferência de Minkowski, com a qual surge a popularidade 
do principio da relatividade. O primeiro tomo da colecção 
«f"ortschritte der mathematischen Wissenschaften in Mono
graphien», em que o presente opúsculo é publicado, inclui 
as duas publicações de Minkowski na sua forma completa, 
podendo assim servir-lhe de complemento. 

Aachen, Maio de 1913. 

O l/o B INmenthaJ 
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PREFACIO DA TERCEIRA EDIÇÃO 

As primeira e segunda edições desta «colectânea de 
documentos relativos à história do principio da relatividade» 
estio esgotadas. O Conhecimentó deu entretanto um largo · 
passo em frente: Einstein estendeu à relatividade geral o prin
cipio linear da relatividade. A nova edição deve dar conta 
desse desenvolvimento e, para isso, inclui a memória de 
Einstein, ji publica<;la em livro (por J. A. Barth), <<Die 
Grundlage der allgemeinen_ Relativitãtstheorie», e, além dela, 
quatro notas do mesmo autor. Essas notas marcain, por um 
lado, o "inicio das suas meditações sobre a relatividade geral e, 
por. outro, apresentam as mais recentes concepções, ainda em 
embrião, e apontam o caminho para o ulterior desenvolvi
m~nto. Deste modo, a presente publicação vai-nos guiar 
através da teoria da relatividade em construção, condu
zindo-nos do piso térreo· até alturas em que os vigamentos 
se et:guem ainda livremente para o céu. 

Aachen, Outubro de 1919. 

Otto BINmenthal 

PREFACIO DAS QUARTA E QUINTA EDIÇOES 

Com inesperada e agradável rapidez se tomou neces
sária nova edição. No essencial ela vem sem alterações. 
Juntou-se-lhe, porém, de novo, o conhecido ensaio de Weyl 
«Gravitation und Elektrizitãt». 

Aachen, Setembro, 1921 e 1923. 

Oito Blllmmthal 
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H. A. LORENTZ 

A EXPERI~NCIA INTERFERENCIAL 

DE MICHELSON 

FENÓMENOS ELECTROMAGNÉTICOS NUM 

SISTEMA QUE SE MOVE COM QUALQUER 

VELOCIDADE INFERIOR A DA LUZ 





A EXPERI~NCIA . INTERFERENCIAL 
DE MICHELSON * 

1. Foi, pela primeira vez, notado por Maxwell 
- e deduz-se com um cálculo muito simples - que o inter
valo de tempo que é necessário a um raio de luz para efec
tuar um percurso de ida e volta entre dois pontos A e B 
muda de valor logo que esses pontos entrem solidàriamente 
em movimento, sem arrastarem consigo o éter. É certo 
que essa variação de valor é uma quantidade de segunda 
ordem de grandeza, mas é, no entanto, suficientemente 
grande para poder ser posta em evidência por um método 
interferencial sensível. 

Tal método foi posto em prática por Michdson no ano 
de 1881 **. O seu aparelho era uma espécie de interferóme
tro com dois braços horizontais, P e Q, de igual compri
mento, perpendiculares entre si. Dos dois feixes interferen
tes, um fazia o seu percurso de ida e volta ao longo do 
braço P e o outro ao longo do braço Q. Todo o instrumento, 
incluindo a fonte luminosa e o dispositivo de observação, 
podia rodar em volta de um eixo vertical, tomando-se espe
cialmente em consideração as duas posições em que um dos 
braços, ou P ou Q, tinha, tão aproximadamente quanto 

• Extrafdo de «Versuch einer Theorie der elektrischen und 
optischen Erscheinungen in bewegten Kõrpem» (Leiden 1895), §§ 89 a 92. 

•• Michelson, American Joumal of Science (3) 22 (1881), pág. 120. 
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posslvel, a mesma direcção que o movimento terrestre. 
Esperava-se então, com fundamento na teoria de Fresnel, 
que . as franjas de interferência sofressem um deslocamento 
quando, por rotação, o aparelho passasse de uma daquelas 
«posições principais» para a outra. 

De tal desvio de franjas, que a alteração no tempo de 
propagação deveria determinar, e a que por brevidade, cha
maremos desvio de Ma.xwell, não se encontrou . porém 
o menor vestlgio, e por isso . entendeu Michelson poder 
concluir que o éter não permanece em repouso durante 
o movimento da Terra, conclusão esta cuja justeza em breve 
viria a ser contestada, Com efeito, Michelson tinha erro
neamente avaliado no dobro do seu verdadeiro valor a alte
ração das diferenças de fase, que, segundo a teoria, seria 
de esperar; se este erro for corrigido, chega-se a desvios que 
podiam ainda ficar encobertos pelos erros de observação. 

Michelson retomou mais tarde esta investigação, em cola
boração com Morley *, tendo então melhorado a sensibi
lidade, obrigando para isso cada feixe luminoso a reflectir-se 
diversas vezes entre vários espelhos. Este artificio equiva
lia a um alongamento considerável dos braços do primitivo 
aparelho. Os espelhos tinham pesados suportes de pedra a 
flutuar em mercúrio para poderem rodar fàcilmente. 

Cada feixe de luz tinha agora que efectuar um percurso 
total de 22 metros, e era de esperar, com a teoria de Fresne!, 
um desvio de 0,4 da distância entre as franjas de interfe
rência, quando se passasse de uma posição principal para 
a outra. No entanto, na rotação, só se verificaram desvios 
não superio~es a 0,02 da distância entre as franjas, os quais 
bem podiam resultar de erros de observação. 

* Michelson and Morley, American Joumal of Science (3) 34 
(1887), p4g. 333; Phil. Mag. (5) 24 (1887), pAg. 449. 
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Dever-se-á, com base neste resultado, aceitar que o éter 
toma parte no movimento da Terra e, deste modo, que a teo
ria da aberração de Stokes é a teoria correcta? As dificul
dades que esta teona encontra na explicação da aberração 
parecem-me demasiado grandes para poder aceitar esta opi
nião e, pelo contrário, levaram-me arites a procurar a maneira 
de remover a contradição entre a· teoria de Fresnel e o resul
tado de Michelson. 

Consegui isso com uma hipótese que tinha apresen
tado algum tempo antes * e que, como depois vim a saber, 
também ocorrera a Fitzgerald **. No parágrafo seguinte 
mostrarei em que consiste tal hipótese. 

2. Para simplificar, admitiremos que se utiliza um ins
trumento análogo ao da primeira experiência, e que numa 
das posições principais o braço P está orientado exactamente 
na direcção do movimento da Terra. Seja p a velocidade 
deste movimento e L o comprimento de cada um dos bra
ços, portanto 2 L o percurso do raio da luz. Segundo a teo
ria ***, a translação terrestre dá origem a que o tempo 
necessário a um feixe de luz para efectuar o seu percurso 
de ida e volta em P, exceda em 

v' L. va 

o tempo que o outro feixe leva a efectuar o seu percurso. 
A mesma . diferença se encontraria se, não tendo a translação 

• Lorentz, Zittingsversbgen der Akad. v. Wet, te Amaterdam, 
1892-93, P'g. 74. 

•• Como Fitzgerald muito amàvelmeote · me comunicou, ele 
tinha ji, desde há muito tempo, utilizado 1l2S suas lições a sua hipó
tese. Na literatura s6 a encontrei mencionada em Lodgc, no artigo 
«A.berration pro.blemsll (London Phil. Trans. 184 A [1893], P'g. 727). 

••• a . Lorentz, Arch. néerl. 21 (1887), p:lgs. 168-176. 
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qualquer inBuencia, o comprimento do braço P, excedesse 

o do braço Q em L. 2~. O mesmo acontece para a segunda 

posiçlo principal. 
v em os assim que as diferenças de fase previstas pela 

teoria também se poderiam produzir se na rotaçlo do apa
relho cada um dos braços fosse, alternadamente, mais com
prido que o outro. 

Daqui resulta que estas mudanças de fase poderio ser 
compensadas fazendo nas dimensões dos braços modifica
ções que se oponham a elas. 

Se admitirmos que o braço colocado segundo a direc
çlo· do movimento da Terra é mais curto do que o outro, 

sendo L. /~ a diferença de comprimentos, e, ao mesmo 

tempo, que a translaçlo tem a inBuencia prevista pela teoria 
de Fresnel, entio o resultado da experiencia de Mich.elson 
fica completamente explicado. Ter-se-ia assim que postular 
que o movimento de um corpo sólido através do éter em 
repouso, por exemplo o de úma vara de latio, ou o do suporte 
de pedra utilizada na segunda experiência, tem sobre as suas 
dimensões uma influência que varia com a orientação do corpo 
e1;11 relação à direcção do movimento. Se, por exemplo, 
as dimensões paralelas à direcção do movimento forem 
alteradas na relação de 1 para 1 + a e as dimensões perpen
diculares à :nesma direcção o forem na relação de 1 para 
1 + t, deverá ser 

(1) ' "' t-a='fV' 

o valor de uma das grandezas a ou t ficaria, assim, 
' ' 

indeterminado: tanto poderia se{ e= O, à= -
2
"vt como 

t =};i, a= o, como ainda ! = ."~ e 3 = .- .":,·. 
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3. Por muito surpreendente que a hipótese à primeira 
vista se apresente, dever-se-á reconhecer no entanto que ela 
se torna mais acessível se se admitir para as forças mole
culares aquilo que presentemente já se pode afirmar em 
segurança para as forças eléctricas e magnéticas: que elas tam
bém se transmitem através do éter. 

Se assim for, é extremamente provável q)le a translação 
produza na interacção de duas moléculas ou átomos uma alte
ração semelhante à que produz nas atracções ou repubões 
entre partlculas com carga. 

Ora, como a forma e dimensões de um corpo sólido 
são, em última instância, condicionadas pela intensidade das 
acções moleculares, não poderá então deixar de se verificar 
também uma alteração nas dimensões. 

Do ponto de vista teórico nada há, pois, 'a objectar 
contra a hipótese. Pelo que respeita à prova experimental, 
há a notar, antes de mais nada, que os referidos alongamen~ 
tos e encurtamentos são extraordinàriamente pequenos. 
Tem-se p2/V2 = 1o-s e, assim, _se se fizer e= O, obtém-se 
para valor da contracção de um diâmetro terrestre cerca 
de 6,5 cm. Mas para o comprimento de uma barra ·métrica 
a variação é de cerca de ! hoo de micron quando essa barra 
se leva de uma das posições principais para a outra. Só com 
um méto"do interferencial se poderia esperar êxito na capta
ção de um valor tão pequeno como este. Seria entAo neces
sário operar com duas barras perpendiculares, obrigando 
um de dois feixes de luz mutuamente interferentes a per
correr em ida e volta a primeira. dessas barras, e o outro a 
percorrer a segunda .. Mas deste modo voltava-se de novo à 
experiência de Michelson, e não se poderia observar abso
lutamente nenhum desvio nas franjas de interferência durante 
a rotação do aparelho. Invertendo um raciodnio que atrás 
se fez, poder-se-ia dizer agora que o desvio proveniente 
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das variações de comprimento é compensado pelo desvio 
de Maxwell. 

4. É digno de menção o facto de se poder chegar direc
tamente à variação de dimensões acima postulada se, em 
primeiro lugar, admitirmos, sem ter em conta o movimento 
molecular, que num corpo sólido abandonado a si próprio, 
as forças de atracção e repulsão que actuam sobre uma dada 
molécula se equilibram mutuamente; e se, em Jegundo l11gar, 
aplicarmos às forças moleculares - decc;rto sem qualquer 
fundamento para isso - o principio que num lugar ante
rior desta obra * estabelecemos para as acções electros
táticas. Com efeito, designemos agora por S 1 e S 2 , não, como 
naquele local, dois sistemas de partlculas carregadas, mas 
sim dois sistemas de moléculas - o segundo em repouso e 
o primeiro com a velocidade V na direcção do eixo do x. 
Admita-se que entre as dimensões dos dois sistemas existe 
a relação que haviamos estabdecido para os sistemas de 
particulas carregadas 1) e admita-se ainda que nos dois sis
temas as componentes das forças segundo o eixo do x são 
as mesmas, ao passo que as componentes segundo os eixos 

do y e do z diferem entre si pelo factor V 1 ~ t: ; é então 

claro que as forças em S 1 se equilibram sempre que isso 
aconteça em S2 • Por. consequência, se S2 for o estado de 
equillbrio de um corpo solido em repouso, em S 1 as molé
culas terão exactamente aquelas posições em ~ue podem 
permanecer sob a influência da translação. 

O deslocamento deveria naturalmente conduzir por si
mesmo a esta disposição e assim, segundo as fórinulas dadas 

• Designadamente no § 23 do livro : Versuch einer Theorie 
der elekttischen und Optischen Erscheinungen in bewegten Kõrpem. 
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no referido local; deveria produzir um encurtamento na 

direcçio do movimento na relação de 1 para y 1 - . ~:. 
Isto conduz aos valores 

pl 
3 = - 2 v~ , t = o, 

que concorda com (1). 
Na realidade, as moléculas de um corpo não se encon

tram em repouso, mas sim em movimento estacionário para 
cada estado de equillbrio. Não se discutirá aqui a influên
cia que esta circunstância tem nos fenómenos observados; 
mas seja ela qual for, as experiências de Michelson e Morley 
deixam uma razoável margem para os valores de 3 e E, por 
causa dos inevitáveis erros de observação. 

Nota do Tradutor 

1) Essa relaçã,o é a seguinte: Na paSSllgem de 52 para 51 as dimen
sões paralelas ao eixo do x são multiplicadas por lei, sendo I uma fun
ção da veJoci~e de translação p, e sendo /e= v't-p2fV2; enquanto 
que as dimensões paralelas aos. eixos do y e do -t são apenas multipli
Cadas por I (cf. o § 10 do artigo que se segue a este, e ainda «The Theory 
of Electrons», Lorentz, 2nd edition, Dover Publications, pág. 202). 
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FENÓMENOS ELECTR.OMAGNÉTICOS NUM 
SISTEMA QUE SE MOVE COM QUALQUER 

VELOCIDADE INFERIOR A DA LUZ* 

1. Quando se procura determinar, através de consi
derações teóricas, a influência que poderia exercer sobre 
os fenómenos · eléctricos e magnéticos uma translação, como 
por exemplo aquela a que todos os sistemas estão sujeitos 
por virtude do movimento anual da Terra, chega-se à solu
ção de maneira relativamente simples quando apenas for 
necessário considerar aquelas grandezas que são propor
cionais à primeira potência da relação entre a velocidade 
de translação w e a velocidade da luz c. Maiores dificuldades 
levantam, porém, os casos em que sejam detectáveis quanti-

2 

dades de segunda ordem, isto é da ordem de..;- . O primeiro 
ç 

exemplo deste género é a bem conhecida experiência inter
ferencial de Michelson, cujo resultado negativo nos levou, 
a mim e a Fitzgerald, à conclusão de que as dimensões dos 
corpos dgidos se modificam um pouco em consequência 
do seu movimento através do éter. 

Algumas outras experiências em que se investigou um 
efeito de segunda ordem foram recentemente publicadas. 

* Tradução em alemão do artigp.publicado em Ungua inglesa: 
Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity 
smaller than that of light (Proccedings Acad. Se. Amsterdam 6 (1904], 
pág. 809). 
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Rayleigh * e Brace ** investigaram se o movimento da 
Terra pode comunicar á um corpo a propriedade de pro
duzir dupla refracçló. A primeira vista, isto seria de espe
rar, desde que se admita a variaçlo de dimensões que acaba 
de ser mencionada. No entanto, o resultado a que os dois 
ftsicos chegaram foi negativo. 

Posteriormente Trouton e Noble *** procuraram detec
tar a presença de um momento de rotaçlo actuando sobre 
um condensador carregado, cujos pratos façam um ângulo 
com a direcçlo da translaçlo terrestre. A teoria dos elec
trões exige sem dúvida a existência de um tal momento, 
a nlo ser que essa teoria seja modificada com a introduçlo 
de uma nova 'hipótese. Para verificar isso, bastará consi
derar um condensador que t~ como dieléctrico o éter. 
Pode provar-se que em todo o sistema electrostático que se 
move com a velocidade w**** há «WDa certa quantidade de 
movimento electromagnético». Se a representarmos, em direc
çlo e grandeza, por um vector <». o momento de rotaçlo 
mencionado será determinado pelo produto vectorial *****: 

(1) [<». w]. 

Ora, se escolhermos como eixo do .t; uma perpendicular 
aos pratos do condensador, tendo a velocidade w uma direc-

* Rayleigh, Phil. Mag. (6) 4 (1902), pig. 678. 
** Bracc, Phil. Mag. (6) 7 (1904), p4g. 317. 

· *** Ttouton c Noblc, Phil. Trans. Roy. Soe. London, A 202, 
1903, pig. 165. u,a tÚimfàO tÚrla IXJmibltia I JaJa ,, 1'1HDNi ital 

.Ph,Jritr, b.J Gmt foor, 2.• 1J., JNll· 468 (N. T.). 
**** Um vector eed designado por uma letra gótica c a sua gran

deza pela correspondente letra latina. 
***** Ver o meu artigo «Weitcrbildung der Maxwellschcn Thcoric, 

Elcktroncn 'rhcoric» na Mathcmatischcn Encyklopãdic (V 14, § 21a). 
A tcf~ncia a este artigo scd feita com a indicaçio «M. E .». 
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ção arbitrária; e se for U a energia do condensador, cal
culada da maneira habitual, as componentes de ® são dadas 
pelas seguintes fórmulas, exactas até à primeira ordem *: 

2U 2U 
®x = -2 Wx' ®y = - 1 ttlv , ®.r = O. ç ç ., 

Substituindo estes valores em (1), obteremos para compo
nentes do momento, com exactidão até à segunda ordem: 

2U 2U 
çtWyW.r, -çrWxW.r, 0. 

Estas expressões mostram que o eixo do momento é 
paralelo aos planos· dos pratos, e é perpendicular à trans
lação. Se for a: o ângulo entr~ a vdocidade e a normal 

u aos pratos, a grandeza do momento será ~ w2 sen 2 a:; ele 
ç 

tende a fazer rodar o condensador para uma posição em 
que os pratos fiquem paralelos ao movimento terrestre. 

No apardho de Trouton e Noble o condensador estava 
fixado à haste de uma balança de torção com sensibilidade 
suficiente para ser deflectida por um momento com a ordem 
de grandeza mencionada. Nenhum efeito pôde no entanto 
ser observado. 

2. As experiências de que falei não são a única razão 
que torna desejável um novo exame dos problemas rela:
cionados com o movimento da Terra**· Em rdação à teoria 
até agora aplicada aos fenómenos déctricos e ópticos dos 
corpos em movimento Poincaré opôs como objecçio o facto 
de ter sido necessária a introdução de uma nova hipótese 
para explicar o resultado negativo de Michcilson, e de isto 

* M. E., § 56, c. 
** Poincaré, Rapports du Cong~ de Physique de 1900, Paris, 1, 

págs. 22-23. 

[ 15] 



poder vir a ser necessádo cada vez que novos factos se tor
nem conhecidos. É sem dúvida um pouco artificial este 

recurso à invenção de hipóteses especiais para cada novo 

resultado experimental. Seria mais satisfatório que fosse pos

slvel mostrar, por meio de certas hipóteses fundamentais e 
sem desprezar termos de nenhuma ordem . de grandeza, 

que muitas acções electromagnéticas são completamente 
independentes do movimento· do sistema. Há alguns anos 

tinha eu já procurado construir uma teoria deste género*· 
Creio que é agora possível tratar o assunto com melhor 
resultado. A velocidade será apenas sujeita à restrição de 

ser menoT do que a velocidade da luz. 
3. Tomarei como pouto de partida as equações fun

damentais da teoria ·dos electrôes **· Seja b o deslocamento 

eléctrico no éter, y a força magnética, p a densidade volu

métrica da carga de um electrão, u a vclocidaric de uma par
tícula dessas, f a força pondcromotriz~ isto é, a força, medida 
por unidade de carga, que o éter _exerce sobre um elemento 
de volume de um electrão. Então, se utilizarmos um sis
tema de coordenadas fixo, teremos 

(2) 

Jiv 'b = p, div fj = O, 

rot fj = ..!.. Ô> + pu), 
ç 

rot b = -..!.. fj, 
ç 

. 1 
f = b + - [u. fjJ. 

ç 

Admitirei agora qne o sistema se move como um todo 
na direcção do eixo do :x; com uma vdoddade constante U', 

* Lorentz, Zittingverslag Akad. Wet. 7 (1899), p~g. 507; 
AmsterJam Proc. 1898-99, pág. 427. 

** M. E.,§ 2. 
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e designarei por u qualquer velocidade que um ponto do 
electrão tenha além desta, de modo que tlx = 111 + u,. , 
tly = lty , tlz = Uz • 

Se, ao mesmo tempo, as equações (2) se referirem a 
etxos que se movam com o sistema, elas tomarão a forma 

4. Vamos agora transformar estas fórmulas por intro
dução de novas variáveis. Tomando 

(3) 

e designando por I uma outra quantidade numérica a determi
nar mais tarde, tomarei como novas variáveis independentes 

(4) x' = klx, y' = !J, z' = lz 

[ 17] 



(5) I' = ..!_ I- /eJ ~ :x, . 1: ç~ 

e definirei dois novos vectores pelas fórmulas 

b',.=/~ bx, b',=~(b,-:ljz), b'z=:.(bz+;lj,), 

lj',. = ~ ~Jt' lj', =:. (lj, + ~ b" ). lj'. =:. (lj.- ~ b, ), 

que em virtude de (3) também poderemos escrever: 

O coeficiente i deve ser uma funçlo de w tal que para 
111 = O tome o valor 1 e para pequenos valores de w só difira 
de 1 em quantidades de segunda ordem. 

A variável t' pode ser designada por «tempo local»; 
com efeito, para /e= 1, i= 1, ela identifica-se com o que 
anteriormente designei por esse .nome. Tomemos finalmente: 

(7) 1 1 

I:P p = p' 

(8) k2ux = u',., ku, = u',, ku. = u'z• 

e consideremos estas últimas grandezas como componentes 
de um novo vector u'. Então as equações tomarão a seguinte 
forma 1): 

div' b' = ( 1 - -:'~x) p', div' lj' = O, 

(9) 1 (~ b' . rot' ..,, = - -0 + p'u') ') ç ôl' . , 

rot' b' =-..!.. J~' 
' ar' 
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Os stmbolos div' e rot' de (9) correspondem aos . stmbolos 
div e rot em (2), com a diferença apenas de que a diferen
ciaçlo em relaçlo a x, y, z deve ser substitu!da pela diferen

ciaçlo em relaçlo a x'' y'' z' *. 
S. As equações (9) levam à conclusão de que os vec

tores b' e ij' sio representáveis por um potencial escalar p' 
e por \.UD potencial vector a'. 

Estes potenciais satisfazem as equações ** 

(11) 

* Deve notar-se que, neste trabalho, eu nio cheguei a atingir 
totalmente as equações de transformação da teoria da relatividade de 
Einstein. Nem a equação (7) nem as fónnulas (8) tem a fonna dada por 
Einstein e, em consequ!ncia disso, nio cheguei a &zer desaparecer o tenno 

-
1111!'x na primeira equação (9), pelo que não consegui dar h fónnu-

ç 

las (9) uma fonna rigoros:unente válida para um sistema em repouso. 
Dependem desta circunstância os embaraços em que esbarram muitas 
das considerações ulteriores deste trabalho. 

Pertence a Einstein o mérito de ter sido o primeiro a enunciar 
o ptindpio da relatividade como uma lei geral, rlgida e CDcta. 

Acrescento a isto a observaçio de que Voigt ji no ano de 1887 
(Gõttinger Nachrichten, pAg. 41), num trabalho «Über das Dopplersche 
Prinzip» aplicou -a equações da fonna 

1 J!c} 
.Ó'f-~~.il" =o 

uma transfonnação que é equivalente i contida nas equações (4) e (5) 
da meu trabalho {observação de H. Lorentz, 1912). 

** M. E. §§ 4 e 10. 
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(12) J\ ·1 1 1 rl1 
Q 

1 1 1 1 

t..:. a - --:- -- = - -. p u . 
ç~ ar• ç· 

Os vectores b' e lj' podem ser representados cm função 
dos potenciais da seguinte mancii·a: 

(13) 

(14) 

b' = -..!.. 0 o'- grad' m' +.!!!... grad' a' 
ç ar T ç >'' 

~' = rot' a'. 

O slmbolo !::.' é uma abreviatura para ;)~. + · iJ'. + Jà~ .. e 
ux'• ,Jy'• u t '• 

grad' tp' designa um vector cujas componentes são ; :: , 

~;: , : ~: ; a expressão grad' a'x tem um significado corres

pondente. 
Para obter de maneira simples a solução de (11) e (12), 

tomemos x', y', z' como coordenadas de um ponto P' num 
espaço S' e atribuamos a este ponto para cada valor de t', 
os valores p', u', tp', a', que pertencem ao ponto correspon
dente P (x,y, z) do sistema electromagnético. Para um dado 
valor t' da quarta variável independente, os potenciais tp' e 
a' no ponto P do sistema, ou no ponto correspondente P' 
do espaço S', são dados pelas equações *: 

(15) m' = __ ;_flfl_ riS', 
T 4n r' 

(16) a'= - 1-j'[p'u'] áS'. 
4nç r' 

Aqui JS' é um elemento do espaço S', r' a sua distincia a P', 
e os parênteses designam a grandeza p' e o _vector p' u' tais 

r' como eles se apresentam no elemento dS' para o valor t'-
ç 

da quarta variável independente. 

• M. E. §§ 5 c 10. 
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Em vez de (15) e (16) podemos também, tendo em 
conta (4) e (7), escrever: 

(17) ro' = _1 fLPl ds: 
1 4" r ' 

(18) n' = ~-j[pu'J dS. 
4 11 c r' 

sendo aqui as integrações feitas sobre o próprio sistema 
electromagnético. Deve ter-se bem em conta que, nestas 
equações, r' não designa a distância entre o elemento dS e 
o ponto (x, y, z) para o qual se deve efectuar o cálculo. 

Se o elemento se caracterizar pelo ponto (x 1 , .JJ. z1) 

deveremos tomar 

r' = I V k~ (x- x1)~ + (y-YJ)2 + (z- Zt)1. 

Se quisermos determinar cp' e n' para o instante em que 
o tempo local em P é igual a t', deveremos dar a f e a p u' 
o valor que eles possuem no demento dS, no tempo local 

r' 
I'- - desse elemento. 

ç 

6. Basta considerar dois casos particulares para o fim 
que temos em vista, começando pelo de um sistema electros
tático, isto é, um sistema em que o único movimento é uma 
translação de velocidade IJJ. Neste caso é u' = O, portanto, 
em virtude de (12), a' = O. 

Além disso, cp' é independente de t', de modo que as equa
ções (11), (13) e (14) se simplificam em 

(19) { 
- ~' <p' = -p', 

b' = - grad' q;', ~~ = O. 

Depois de termos determinado com estas equações 
o vector b', ficamos também a conhecer a força eléctrica 
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que actua sobre electrões do sistema. Como u' =O, as equa
ções (1 O) referentes a ela tomam a forma 

(20) Tx = 12 bx' 

O resultado pode exprimir-se numa forma 'simples se se 
comparar o sistema móvel 1: , que estamos agora a consi
derar, com um sistema em repouso l:'. 

Este deve obter-se de 2: multiplicando os comprimentos 
paralelos ao ei.'l:o do x por kl e os paralelos aos eixos do y e 
do z por /. Usaremos como símbolo adequado para esta 
deformação (kl,. I, I). Neste novo sistema, que podemos con
siderar colocado no espaço S' acima mencionado, dêmos 
à densidade o valor ?'• calculado com (7), de tal modo que 
sej.am iguais em l e l' as cargas de elementos de volumes 
correspondentes e de electrões correspondentes. Obteremos 
então as forças que actuam sobre os electrões do sistema 
móvel !, se antes determinarmos as forças correspondentes em. 
2:' e depois multiplicarmos as suas componentes na direcção 
do . eixo de x por /2 e as componentes · perpendiculares a essas 

, ~ 

por -;f. Usaremos como fórmula adequada para exprimir 

isto á equação 

(21) 

Notemos ainda que, com o auxílio do valor de b' cal
culado po'r meio de (19), se podem exprimir fàcilmente as 

. quantidades de movimento no sistema móvel, ou antes, · 
as suas componentes na direcção do movimento. Com efeit~, 
a equação 
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mostra que 

donde, em vista de (6), e por ser ij' = 0: 

(22) ® ... = J:i:i1"'f(b'i + b',2) dS = J: :/'j' (b'i + b',2) dS'. 

7. Como segundo caso esi>ecial consideremos uma par
tlcula com um momento eléctrico, isto é, um pequeno espaço S 

com a carga total nula J p d S = O, mas com uma tal densi-

dade de distribuição que os integrais JrxdS,JpydS, JpzdS 

têm valores diferentes de zero. 
Sejam x, y, z as coordenadas tomadas em relação a 

um ponto fixo A da pardcula- ao qual chamaremos cen
tro - e definamos o momento eléctrico por um vector p 
com as componentes 

É então 

Se x, y, z forem considerados infinitamente pequenos, tam
bém naturalmente o serão u ... , u .~, u,. Desprezaremos os qua
drados e os produtos destas seis grandezas. 

Utilizaremos agora a equação (17) no cálculo do ponten
cial escalar ip' para um ponto exterior P (x, y, z) a uma dis
tâncià finita da partlcula polarizada, no instante em que o 
tempo local deste ponto tem um determinado valor t'. Ao 
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fazermos isto, daremos ao slmbolo [p 1, que em (17) corres
ponde ao instante em que o tempo local em dS é igual a 

t' - ~- , um significado um pouco diferente. 

Designemos por r' 0 o valor de r' para o centro A e enten

damos então por [~ 1 ~ valor da densidade no ponto (x, y, z) 

no instante ·t0 em que o tempo local de A é igual a I'- r' o • 
ç 

De (5) resulta que este instante é anterior àquele a que 

se refere o numerador de (17), antecedendo-o em 

k 2 u• +. k ,-·0-r' _ kl ll' , k 1 ( Jr' + ar' + ar') 
-X ----- - X-r-- X - y- Z-
c.2 I c c' I ' · t)x aJ• r) z 

unidades de tempo. Nesta última expressãO-podemos tomar 
para as derivadas os seus valores no ponto A. 

Temos agora que substituir em (17) [~] por 

onde [ ~~] se refere, outra vez, ao ·instante l o . Se tivermos 

· · fixado o valor I' para o qual o cálculo deve ser efectuado, 

este tempo 10 será uma função das coordenadas x, y, z do 
pontq exterior P. . 

O valor [p 1 dependerá consequentemente destas coor

denadas, e fàcilmente se vê qué 

o lrl_ ~~_!_ar [ii] _ , etc. a X I ç ax a I 

Poi isso (25) torna-se igual a 
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Por outro lado, se designarmos daqui em diante por r' 

a grandc.:za a que acima chamámos r' 0, o factor 2. deverá 
r ' 

ser substituido por 

_!_ - X _i_ (_!_) - y _L ( _!_ ) - z L ( _!_ ). 
r' d x r' r)y r' d-t r' 

de mOllo que, finalmente, o elemento dJ' que figura no inte
gral (17) deve ser multiplicado por 

Esta forma é mais simples do que a original porque 
nem r' nem o tempo pam o qual se devem considerar as gran
dezas entre parênteses dependem de x, y, z. Utilizando (23) 

.e recordando que J pdS = O, obtém-se 

a/= k2 __ 11' -[dPx] __ 1 {}_ LP_~ + _L.fpy] + _l__[llz]}· 
T 41t c" r' . dI 4 r. d x r' d .Y r' cJ t r' 

Nesta equaçllo, todas as grandezas contidas dentro do 
parênteses devem ser tomadas para o instante para o qual 

o tempo local do centro da partfcula é igual a I' - !:.._ • 
ç 

Encerramos estas considerações com a introduçllo de 
um novo vector p' cujas componentes sllo 

Ao mesmo tempo mudamos de variáveis independentes, 
passando para x', y', z', 1'. o resultado final é 
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A transformação da equaç!o (18) para o potencial vec~ 
tor é menos difícil, porque ela contém o vector infinita~ 

mente pequeno u'. 
Atendendo a (8), (24), (26) e (5) encontra~se 

a'= _t_à [p'J. 
41rçr'} r 

O campo produzido pela partfcula polarizada está agora 
inteiramente determinado. A equaç!o (13) conduz a 

' ' 

(27) 

e o vector f)' é dado por (14). Podemos ainda aplicar as equa
ções (20) em vez ~as equações originais (10) se quisermos 
considerar as forças exercidas por uma partícula polarizada 
sobre outra análoga, colocada a uma certa distância dela. 
De facto, tal como para a primeira partícula, podemos con
siderar para a segunda as velocidades u como infinitamente 
pequenas. 

Deve notar-se que as equações para um sistema em 
repouso estão contidas nas fórmulas dadas. Para um tal 
sistema, as grandezas com «plica» tornam-se idênticas às 
correspondentes grartd~zas sem «plica>>; além disso k e I 
tornam-se iguais a 1. As componentes de (27) são ao mesmo 
tempo as da força eléctrica que uma partfcula polarizada 
exerce sobre outra. -

8. Até aqui apenas utilizámos as equações fundamentais 
sem nenhuma nova hipótese. Farei agora a suposição de q11e 
os 'electrões q11e, tiO estado de repouso, considero como esferas tk 
raio R, sofrm; alterafão nas s1111s dimensões por efeito de 11ma trans
lafiTO, tornando-se kl t:ezes IIJettores as dimensões para/tias à direc-
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fÕO áo moYimenlo e I vezes llfeltOru as perpmditstlarcs àqlle!a 
dirtcfão. 

Durante esta deformação, que pode ser representada por 

( 
1 1 1 ) . 

Ir./, 7 , 7 , deve cada elemento de volume conservar 

a sua carga. 
A nossa hipótese conduz a que, num sistema electros

tático 2: que se desloca a uma velocidade 1v, todos os elec
trões sofrem um achatamento, tornando-se elipsoides cujos 
eixos menores estão dispostos na direcção do movimento. 

Se agora, para podermos aplicar o principio do § 6, 
sujeitarmos o sistema à deformação (/e/, I, I), nonmente 
obteremos electrões esféricos de raio R. Se, além disso, 
alterarmos a posição relativa dos centros dos electrões em 2: 
por meio da deformação (leJ, I, I) e colocarmos nos pontos 
assim obtidos os centros "de electrões esféricos em repouso, 
obteremos um sistema que é idêntico ao sistema imaginá
rio 2:' de que falámos no § 6. As forças neste sistema e as for
ças no sistema 2: mantêm entre si a relação expressa por (21). 

Em . .regrmdo l11gar, admitirei que as Jot(as entre partlcNias 
sem targa, bem tomo as for(as entre tais partlc11las e electrões, 
se tomportam numa translafão exactamente da mesma 1naneira 
IJIII as forfas ellctritas num sisten1a elutrostátito. 

Por outras palavras:- Seja qual for a natureza das par
tlculas de um corpo ponderável- contanto que entre elas 
não haja movimento relativo, devem as forças actuantes no 
sistema em repouso 2:' estar relacionadas com as actuantes 
no sistema em movimento .! pela equação (21 ), se a cor
respondência de posição entre partlculas for tal que .!' 
resulte de .! pela deformação (leJ, I, I) e portanto .! de l' 

pela deformação Gl' +• + )." 
Daqui resulta que sempre que a força resultante das 

forças que actuam sobre uma partlcula em .!' se torna nula, 
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o mesmo deverá acontecer para a correspondente partl
tícula cm 1. Não consideraremos o efeito do movimento 
molecular e admitiremos que num corpo rlgido há, para 
cada particula, equilibrio entre as atracções e repulsões que 
sobre ela exercem as partlculas vizinhas. 

Se, além disso, admitirmos mais uma vez que não há 
senão uma configuração de equilíbrio possível, poderemos 
concluir que o sistema .!' se transforma, por si próprio, no 
sistema 2:, se se lhe comunicar . .Jl velocidade 111. Por outras 

palavras, a translação produz .a deformação(;,, +• +)· 
O caso do movimento molecular será considerado 

no § 12. 
Vê-se fàcilmente que a hipótese levantada anterior

mente a propósito da experiência de Michelson se mantém 
no que se acaba de expor. Contudo a presente hipótese é 
mais geral, porque a única limitação imposta ao movimento é 
que a sua velocidade seja mais pequena do que a da luz. 

9. Estamos agora em posição de calcular a quantidade 
de movimento electromag1,1ético de um só electrão. Para 
simplificar, considerarei a carga distribuída sobre a super
fície de maneira uniforme,_ enquanto o electrão estiver em 
repouso. Então, haverá uma distribuição do mesmo géneró 
no sistema l', com a qual teremos de entrar em conta no 
último integral de (22). 

Conseqúentemente será 

f(b '2 + b. '2) dS' = ~fb'tdS' = !!_ (Jr = _!__ 
Y ~ 3 6-rr) -r~ 6-rrR 

. R 
, ~ 

®x = 6-rrç i R /e.lw • • e 

Deve ter-se em atenção que o produto leJ é uma função 
de 111 e que, por razões de simetria, o vector ® tem a direcção 
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da translação. Se dçsignarmos por ttJ a velocidade deste movi
mento, teremos em geral a equação vectorial 

(28) 

Ora toda a mudança no movimento de um sistema 
implica uma correspondente alteração na quantidade de 
movimento electromagnética ·c requer, por isso, uma certa 
força cuja grandeza e direcÇão ,são dadas por 

(29) 

A equação (28) só pode ser aplicada em rigor ao caso 
de uma translação rectilínea e uniforme. Em virtude desta 
circunstância, e ainda que (29) continui a ser válida, a teoria 
de movimentos de variação rápida de um electrão torna-se 
muito difícil, tanto mais que a hipótese do · § 8 implica que 
a grandeza e a direcção da deformação se modifiquem conti
nuamente. É mesmo pouco provável que a forma do elec
trão fique determinada apenas pela velocidade no instante 
considerado. 

No entanto, obteremos uma aproximação suficiente 
·na utilização de (28) para cada instante, se nos limitarmos a 
alterações suficientemente · lentas de velocidade. A aplica- · 
ção de (29) sobre uma tal translação quase estacionária, como 
lhe chamou Abraham *, é muito simples. 

Seja mim determinado instante j 1 a aceleração na direc
ção da trajectória e h a aceleraçã~ na direcção perpendi-

* Abraham, Ann. Phys. 10 (1903), pág. 105. 
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cular. Então, a força 3 admite duas componentes, com as direc
ções destas acelerações dadas por 

se 

(30) 

Resulta daqui que o dectrio se comporta como sé tivesse 
a massa 1111 nos fenómenos em que intervém uma acderaçio 
na direcçio do movimento, e como se tivesse , a massa 1112 

quando a acderaçio é perpendicular à direcçio do movi
mento. Estas grande%as 1111 e !!lz do, _ por este motivo, ade
quadamente denominadas de massas dectromagnéticas <don
gitudinabt e <<transversall. Admito qm, a/1111 titla.r, não existt 
IJII4/tpm' massa «JJtrtlaJeirtn 011 «Jffaferiai». 

Como k e J diferem dà Unidade por quantidades da 

•' ordem de 2 , encontramos para pequenas vdocidades 
. ç 

Esta é a massa que intervém nos cálculos quando os dec
trões efectuam pequenas vibrações num . sistema sem trans
laçio. Quando, porém, as pequenas vibrações dos electrões 
se verificam num corpo que se move com a veiocicLlde 111 

na direcçio do eixo do x, então teremos que entrar nos cál
culos com a massa m1 dada por (30), se considerarmos as vibra

. ções paraldas ao eixo do x; e com a massa lllz , se conside
rarmos as vibrações paraldas a OY ou OZ. 

Assim, em forma abreviac:ía 

(31) 111(~) = (ti(!~•), J:/, J:J) III(~'), 
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onde o slmbolo l representa o sistema móvel e· l' o sis
tema em repouso. 

10. Podemos agora passar a investigar a influencia do 
movimento terrestre sobre ·fenómenos ópticos num sistema 
de corpos transparentes. 

Dirigimos aqui a nossa atenção para os momentos eléc
tricos variáveis nas partlculas, ou «átomos», do sistema. 
Podemos aplicar a esses momentos o que foi dito no § 7. 
Para simplificar, admitiremos que em cada partlcUla a carga 
está concentrada num certo número de electrões separados. 
Além disso, as forças «elásticas» que actuam sobre um des..: 
tes electrões e determinam, juntamente com as forças eléc
tricas, o seu movimento, devem ter a sua origem dentro 
dos limites do mesmo átomo. 

Vou mostrar que cada estado de movimento poss!vel 
num sistema não animado de translação pode ser posto em 
correspondência com um estado .de movimento, igualmente 
poss!vel, nesse mesmo sistema, quando animado de ~
lação, ·sendo a forma dessa correspondência caracterizada 
do medo seguinte: 

a) Sejam At', Az', A3', etc., os centros das partl
culas no sistema l' que não tem translação. Não entraremos 
em consideração com movimentos moleculares e suporemos 
estes pontos em repouso. 

O sistema de pontos A 1 , A 2 , A 3 , etc., formado pelos 
centros das partlculas no sistema móvel l, obtém-se a par
tir de A 1', Az', A3', etc., por meio de uma deformação 

( 1 1 1) 
J:I'J'J. 

De acordo com o que foi dito no § 8, os centros das 
partlculas tomarão por si próprios as posições A1, Az, A3, 
etc., se inicialmente, isto é, antes da translação, eles tiverem 
ocupado as posições At', Az', A3', etc. 
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Vamos imaginar que cada ponto P' do espaço do sis
tema ~, se transfere para um determinado ponto P de ~ 
por efeito da referida deformação. Definiremos ainda uma 
correspondência temporal para os pontos P' e P, estabele
cendo que a localização de P' no tempo verdadeiro é idên
tica à localização de P no seu tempo próprio, calculado 
por meio de (5). Para duas parllclllat, consideraremos como 
tempos correspondentes aqueles que se correspondem para 
os •entro! A' e A dessas partículas. 

b) Pelo que diz respeito ao estado interno dos áto
mos, admitiremos que a configuração de uma partícula A 
em ~. para um determinado instante, se deduz da configu
ração da partícula correspondente em ~. no correspon-

dente instante, por meio de deformação ( k1 
1
, -} , -}) . Esta 

hipótese é aplicável à própria forma dos electrões e, nesse 
caso, está inclu!da na primeira das hipóteses que fizemos 
no § 8. 

Com as premissas a) e b) poderemos determinar com
pletamente, como é evidente, um estado do sistema móvel ~. 
partindo de um estado efectivamente existente no sistema ~'. 
Mas está ainda em aberto a questão de saber se aquele estado 
assim determinado é ou não um estado possível. 

Para decidirmos isto notemos, antes de mais nada, que 
os mol!lentos eléctricos - que, por hipótese, intervêm no 
sistema móvel, e que designaremos com o símbolo p - são 
funções determinadas das coordenadas x, y, z, dos centros A 
das partículas (ou, como diremos, das coordenadas das par
tículas) e do tempo t. As equações que exprimem as rela
ções entre p, por um lado, e x, y, z, I, por outro, podem ser 
substituídas por outras equaçõesp que contêm o vector p' 
calculado com (26) e as grandezas x', y', z', t' definidas por 
meio de (4) e (5). 
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Se houver agora um momento eléctrico p numa par
tlcula A do sistema móvel, cujas coordenadas sejam x, y, z 
no tempo I ou no tempo local 1', então, de acordo com as pre
missas a) e b), existirá também no outro sistema, numa par
tlcula com as coordenadas x',y', z' e no tempo verdadeiro 1', 

um momento que é justamente representado pelo vector p' 
determinado por (26). Vê-se deste modo que as equações 
entre p', x', y'; z', I' são as mesmas para os dois . sistemas, . 
com a única diferença de que para o sistema l:', que não tem 
translação, estes simbolos representam o momento, as coor
denadas e o tempo verdadeiro, ao passo que para o sistema 
móvel têm outra significação: porque aqui p', x', y', z', I' 

estão ligados ao momento p, às coordenadas x, y, z, e ao 
tempo geral I pelas relações (26), (4) e (5). 

Já foi dito que a equação (27) se aplica a ambos os sis
temas. O vector b' é por consequência em l:' o mesmo que 
em l:, sob a condição de compararmos sempre locais e tem
pos correspondentes. No entanto, o vector não tem nos 
dois casos o mesmo significado: em};' ele representa a força 
eléctrica, ao passo qu.e em l: representa uma força relacio
nada com aquela força eléctrica por meio de (20), Podemos, 
por isso, concluir que as (orças eléctricas que em l: e l:' 
actuam, em instantes correspondentes, sobre partlculaa cor
respondentes estão entre si relacionadas por meio de (21). 
Em virtude da nossa premissa b) combinada com a ~egunda 
hipótese . do § 8, a mesma relação tem validade entre forças 
«elásticas». A equação (21) pode, por consequência, ser con
siderada também . como expressão da relação entre forças 
totais actuantes entre electrões correspondentes em instan
tes correspondentes. 

É agora claro que o estado que antes atributmos ao 
sistema móvel é realmente possfvel, se cm l: e em I' 
os produtos da massa m pela aceleração de um electrão 
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estiverem entre si na mesma relação que as forç:ls, isto 
é, se for 

(32) mi (1: ) = (12, ~' ~) m j(l:'). 

Ora ·para as acelerações temos' 

(33) i(~)=(~,~·:~) i (l' ), 

como se deduz de ( 4) e (5). Se combinarmos este resultado 
com (32) obteremos para as massas 

m (l:) = (k31, kl, kl) 111 (l'). 

Um confronto com (31) mbstra que, sejam quais forem 
os valores de I, esta condição é sempre satisfeita pelo que se 

· refere às massas que intervêm nos cálculos relativos a vibra
ções perpendiculares à direcção de translação. A única con
dição que há a impor a I será então: 

J(J:/11!) = k31. 
dtll 

Mas como, em virtu~e de (3) 

J(b) = k3 
Jw ' 

será 

3.!.. = O I = constante. 
diJI ' . 

O valor da constante deve ser l, visto que nós sabemos já 
que, para w = O; é I= 1. 

Somos assim levados a admitir que a influência de u111a 
translafãO sobre a grandeza e a forma (tanto ál IIm elutrão iso
lado (Omo de um (Orpo ponderável (onsiálrado (01110 u111 todo) jüa 
/imitada às dimensões qtte são paralelas à dirufãO do movimento, 
as quais se tornam k vezes menores âo que no estado de repouso. 
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Se acrescentarmos esta hipótese às que já tlnhamos admi~ 
tido, poderemos afirlnar com seguran~ que se, para um sis
tema em repouso, é posslvel um determinado estado, para 
o mesmo sistema, quando animado de movimento de trans
la~o, é posslvel o estado que corresponde ao primeiro nas 
condições atrás estipuladas. 

Esta correspondência não se restringe, aliás, aos momen
tos eléctricos das partlculas: em pontos correspondentes, 
quer estejam situados no éter existente entre as pardculas, 
quer estejam no éter que envolve os corpos ponderáveis, 
encontramos, para tempos correspondentes, o mesmo vec
tor b' e, como fàcilmente se prova, o mesmo vector ij'. 
Podemos então, resumindo, afirmar que: quando no sistema 
em que não há translação se estabelece um estado de movi
mento para o qual, num determinado local, as componen
tes de p, b e ij são certas funções do tempo, poder-se-á esta
belecer no mesmo sistema, depois de posto em movimento 
(e consequentemente deformado), um estado de movimento 
em que as componentes de p', b', ij' são, num local corres
pondente ao primeiro, as mesmas funções do tempo local. 

Somente um ponto precisa ainda de ser considerado 
com maior rigor. Como os valores das massas 1111 e 1112 foram 
deduzidas da teoria do movimento quase estacionário, 
levanta-se a questão da legitimidade de os fazer intervir 
no cálculo quando se trate das rápidas vibrações luminosas. 
Ora um estudo rigoroso mostra que o movimento de um 
electrão pode ser tratado como um movimento quase esta
cionário desde que seja pequena a alteração desse movi
mento durante o tempo em que uma onda de luz percorre 
uma distância igual ao diâmetro. 

É isso que se dá nos fenómenos ópticos, porque o 
diâmetro do electdo é extremamente pequeno comparado 
com os comprimentos de onda. 
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11. Fàcilmente se vê que a teoria exposta esclarece 
um grande número de factos. 

Comecemos por considerar um sistema sem translação, 
nalgumas partes do qual se tem permanentemente p =O, 

b =o, ~=o. 
Então, no estado correspondente do sistema animado 

de movimento, teremos nas partes em correspondência com 
as primeiras (ou, como alternativamente podemos dizer, 
naquelas mesmas partes, depois de o sistema ter sofrido 
deformação) p' =O, b' =O, ~~==;O. 

Como estas equações implicam p = O, b =O, ij . =O 
como se deduz de (26) e (6), torna-se evidente que todas 
aquelas partes que fossem escuras quando o sistema estava 
em repouso, 'também o "seriam com o -sistema em movimento. 
É por isso impossível descobrir uma influência do movimento 
terrestre em qualquer experiência óptica que seja feita ·com 
uma fonte luminosa terrestre e consista na observação da 
distribuição geométrica de luz e obscuridade. Muitas expe
riências de interferência e difracção são deste género. 

Consideremos em segundo lugar dois raios de luz, 
cm idêntico estado de polarização, que passam em dois pon
tos de um sistema, propagando-se na mesma direcção. Pode 
provar-se que a razão das amplitudes que a luz apresenta 
nestes pontos não é modificada por uma translação. Este 
facto encontra aplicação nas experiências em que se faz 
a comparação de intensidades em regiões do campo de visão 
próximas . uma da outra. 

As conclusões agora tiradas confirmam resultados ante
riores, mas que foram obtidos com raciocinios em que se: des
prezaram grandezas .de segunda ordem. Elas ·contêm também 
uma explicação do resultado negativo de Michelson, . expli
cação que é mais geral do que a dada anteriormente e um 
pouco diferente dela na forma. Elas mostram aindá por que 
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é que Rayleigh e Brace não puderam observar nenhum ves~ 
tlgio de dupla refracção provocada pelo movimento ter
restre. 

O resultado negativo da experiência de Trouton e Noble 
torna-se agora claro, desde que invoquemos as hipóteses 
do § 8. Delas e do nosso último pressuposto (a que fomos 
cônduzidos no § 10) deduz-se que a translação não produz 
outro efeito que não seja uma contracção de todo o sistema 
de electrões e outras · partlculas de que são formados o con
densador carregado, a haste e o fio da balança de torção. 
Uma tal contracção não dá, porém, lugar a qualquer mudança 
de direcção perceptlvei: 

É quase desnecessário fazer notar que é com todas 
as reservas que apresento esta teoria. Se bem que, na minha 
opinião, ela possa dar conta de todos os factos bem estabe
lecidos, no entanto conduz a algumas consequências que 
a experiência ainda não permite comprovar. Por exemplo, 
deduz-se da teoria que o resultado da experiência de Michelson 
deve continuar negativo, se os feixes luminosos interferentes 
se fizerem passar através de um corpo ponderável trans
parente. 

«A priori», não se pode afirmar que a nossa hipótese 
sobre a contracção dos electrões seja plauslvel nem, tão pouco, 
que seja inadmisslvel. O que nós sabemos sobre a natureza 
dos electrões é muito pouco, e o único meio de progredir 
consiste em submeter tais hipóteses a provas, como fiz aqui. 
Surgem, naturalmente, dificuldades: por exemplo, logo que 
entremos em consideração com a rotação dos electrões. 
Talvez para os fenómenos em que há rotação de electrões 
esféricos, com o sistema em repouso, se deva admitir que 
os pontos isolados desses electrÕes passam a descrever 
órbitas elípticas quando o sistema entra em movimento, 
havendo entre essas órbitas e as órbitas circulares descritas 
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eom o sistema em repouso a correspondência especificada 
no § 6. 

12. Devemos ainda dizer algumas palavras sobre 
o movimento molecular. Podemos · imaginar que também 
os corpos em ·que esse movimento tem uma influência sen
sfvel ou mesmo predominante sofrem as mesmas deforma
ções que os sistemas em que até agora temos falado, para 
os quais é constante a . posição relativa das partfculas. 

Com efeito, em cada um de dois sistemas moleculares 
.I' e 2:, dos quais só o segundo tem uma translação, podemos 
imaginar movimentos moleculares em correspondência tal 
que, se uma partfcula de .I' ocupa, num determinado ins
tante, uma determinada posição, também uma partlcula em ! 
ocupará no instante correspondente a correspondente posi
ção. Assente isto, poderemos utilizar a relação (33) entre 
as acelerações em todos os casos para os quais a velocidade 
do movimento molecular seja muito pequena em compa
ração com w. Nestes casos podem as forças moleculares 
considerar-se determinadas pelas posições relativas, inde
pendentemente das velocidades do movimento molecular. 
Se, finalmente, considerarmos a acção destas forças restrin
gida a distâncias tão pequenas que, para as partfculas interac
tuantes, a diferença de tempos locais se possa desprezar, 
então uma partfcula forma com aquelas que se encontram 
no seu domfnio de atracção ou ·repulsão um sistema sujeito 
à deformação de que nos temos vindo a ocupar. 

Em vista disto, e atendendo à segunda hipótese do § 8, · 
poderemos aplicar a equação (21) à resultante das forças 
moleculares que actuam sobre a partfcula. Em consequência, 
verificar-se-á em ambos os casos a necessária relação entre 
as forças e as acelerações, desde que admitamos que as massas 
de todtu as partkulas são influenciadas por uma translação, no 
mesmo grau em que o são as massas elutromagnltitas dos elettr6es. 
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13. Os valores (30) que eu encontrei para as massas 
longitudinal e transversal de um electrão em funçio da veloci
dade não coincidem com os encontrados anteriormente por 
Abraham. A razão deve procurar-se só no facto de na teoria 
de Abraham os · electrões serem tratados como esferas de 
dimensões invariáveis. Ora, os resultados de Abraham, 
pelo ~ que diz respeito à massa transversal, são confirmados 
de modo notável pelas medições feitas por Kaufmann sobre 
os desvios sofridos pelos raios do rádio em campos eléctricos 
e magnéticos. Para não deixar subsistir uma objecção muito 
séria contra a minha teoria, terei que provar que estas medi
ções coincidem quase tão bem com os meus resultados como 
com os de Abraham. 

Começarei por me referir a duas séries de medições 
que Kaufmann * publicou no ano de 1902. De cada série 
deduziu ele duas quantidades Yl e ~. os desvios «reduzidos» 

eléctricos e magnéticos, que dependem da relaçio fl = !!.. 
' do modo seguinte: 

(34) 

A funçio o/(fl) tem um wlor tal que a massa transversal é 

(35) 

sendo k1 e k2 constantes em cada série de medições. Da 
segunda equaçio (30) resulta que a minha teoria também 
conduz a uma equaçio da forma (35); deve apenas substi
tuir-se a funçio de Abraham Hfl) por 

~k = ~(1- fl2)-~ 
3 3 . 

"' Kaufmann, Phys. Zeitschr. 4 (1902), pAg. 55. 
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A minha teoria exige pois que as equações (34) conti
nuem válidas depois de se substituir nelas ~(fi) por este 
valor. Naturalmente, ser-nos-á permitido, para obter uma boa 
coincidência, atribuir . a k 1 e k2 valores diferentes dos de 
Kaufmann; e, além disso, tomar para cada medição um valor 
apropriado para a velocidade w ·ou para a relação jJ. Se expri-

mirmos os novos valores por sk1 , { k 2' e .P' poderemos 

escrever (34) na forma 

(36) e 

(37) . (1 fi'2)- ! - , - ~- k/C:t· 

Para pôr à prova a~ suas equações, Kaufmann escolheu 
um valor tal para k 1 que, tanto quanto posstvel, os valo
res de fi e k2 com ele calculados por ~eio de (34) ficassem 
constantes em cada série de medições. Esta constância era 
a prova de uma coincidência suficiente. 

Adoptei um procedimento análogo quando me servi 
de alguns dos números calculados por Kaufmann. Calculei 
para cada medição o valor da expressão 

(38) 

que se obtém quando se combina (37) com a segunda equa
. ção (34). 

Os valores para lji(fi) e k2 são tirados das tabelas de 
Kaufmann e para P' tomei o valor que obtive multiplicando 
por s o valor P encontrado por Kaufmann. Escolhi o coefi
ciente s de tal modo que se obtivesse para a quantidade (38) 
uma boa estabilidade. Os resultados constam das tabelas 
seguintes, que correspondem às tabelas ITI c IV do traba
lho de Kaufmann. 
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III. s = 0,933 

~ ?(~) k2 w k2' 

0,851 2,147 1,721 0,794 2,246 
0,766 1,86 1,736 0,715 2,258 
0,727 1,78 1,725 0,678 2,256 
0,6615 1,66 1,727 0,617 2,256 
0,6075 1,595 1,655 0,567 2,175 

IV. s = 0,954 

~ 4(~) k2 w k2' 

0,963 3,23 8,12 0,919 10,36 
0,949 2,86 7,99 0,905 9,70 
0,933 2,73 7,46 0,890 9,28 
0,883 2,31 8,32 0,842 10,36 
0,860 2,195 8,09 0,820 10,15 
0,830 2,06 8,13 0,792 10,23 
0,801 1,96 8,13 0,764 10,28 
0,777 1,89 8,04 0,741 10,20 
0,752 1,83 8,02 0,717 10,22 
0,732 1,785 7,97 0,698 10,18 

Como se vê, a estabilidade de k' 2 não é menos satisfatória 
do que a de k2 , tanto mais que, em cada um dos casos, 
s foi calculado a partir apenas de duas medições. O coefi
ciente foi escolhido por forma que, para as duas observações 
que figuram em primeiro e cm penúltimo lugares na tabela 
III, e em primeiro e em último na tabela IV, os valores de 
k' 2 sejam proporcionais aos de k2. 

Vou considerar agora duas séries de medições tomadas 
de uma publicação posterior de Kaufmann *, as quais foram 
tratadas por Von Runge ** pelo método dos mínimos 

* Kaufmann, Géitt. Nachr., Math.-Phys. Klasse 1903, pág. 90. 
** Ru.ngc, loc. cit.,· pág. 326. 
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quadrados. A1 os coeficientes k 1 e kz são calculados de tal 
modo que os valores de Yl calculados com as equações de 
Kaufmann (34), para cada ~ observado, coincidam o melhor 
possfvel com os valores de YJ observados. 

Eu calculei, com a mesma condição, e igualmente pelo 
método dos mfnimos quadrados, os coeficientes a e b da 
equação 

ejue se dednz das minhas equações (36) e (37). 
Conhecendo a e b, calculei .P para cada medição com 

a relação 

Para duas chapas fotográficas sobre as quais Kaufmann 
mediu os desvios eléctricos e magnéticos, obtêm-se os seguin
tes resultados, que apresentam os d·esvios expressos em 
centfmetros. 

Chapa n.o 15. a~ 0,06489, b = 0,3039 

., ~ 

Obser- Cal- Cal- Calculado por 
cu lado Dif. culado Dif. 

vado por R. pc>r L. R. L. ------ --- ---------
0,1495 0,0388 0,0404 -16 0,0400 -12 0,987 0,951 
0,199 0,0548 0,0550 - 2 0,0552 - 4 0,964 0,918 
0,2475 . 0,0716 0,0710 + 6 0,0715 + 1 0,930 0,881 
0,296 0,0896 0,0887 + 9 0,0895 + 1 0,889 0,842 
0,3435 0,1080 0,1081 - 1 0,1090 -10 0,847 0,803 
0,391 0,1290 0,1297 - 7 0,1305 -15 0,804 . 0,763 
0,437 0,1524 0,1527 - 3 0,1532 - 8 0,763 0,727 
0,4825 0,1788 0,1777 +11 0,1777 +11 0,724 0,692 
0,5265 0,2033 0,2039 - 6 0,2()33 o 0,688 0,660 
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Chapa n.o 19 a= 0,05867, b = 0,2591 

, ~ 

Obser- Cal- Cal- Calculado por 
culado Dif. culado Dif. vado por R. por L. _R._,_L._ ------ --- ---

0,1495 0,0404 0,0388 + 16 0,0379 + 25 0,990 0,954 
0,199 0,0529 0,0527 + 2 0,0522 + 7 0,969 0,923 
0,247 0,0678 0,0675 + 3 0,0674 + 4 0,939 0,888 
0,296 0,0834 0,0842 - 8 0,0844 -10 0,902 0,849 
0,3435 0,.1019 0,1022 - 3 0,1026 - 7 0,862 0,811 
0,391 0,1219 0,1222 - 3 0,1226 - 7 0,822 0,773 
0,437 0,1429 0,1434 - 5 0,1437 - 8 0,782 0,736 
0,4825 0,1660 0,1665 - 5 0,1664 I - 4 0,744 0,702 
0,5265 0,1916 0,1906 + 10 0,19021 + 14 0,709 0,671 

Não tive tempo para calcular as outras tabelas do tra
balho de Kaufmann. Como, porém, tal como a tabela relativa 
à chapa n.o 15, elas começam com uma diferença negativa 
relativamente gnnde entre os valores de YJ que foram obser
vados e os que foram calculados por Von Rugen, podere
mos esperar uma coincid8ncia bastante com as minhas fór
mulas. 

Nota do Tradutor 

1) Sobre este cálculo pode ver-se a obra ji citada «Tbe Theory of 
Electroos», Lorentz, 2nd edition, Dover Publications, pAg. 326. 
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A. EINSTEIN 

SOBRE A ELECTRODINÃMICA 

DOS CORPOS EM MOVIMENTO 

A INÉRCIA DE UM CORPO 

SERÁ DEPENDENTE DO SEU CONTEÚDO 
ENERGÉTICO? 





SOBRE A ELECTRODINAMICA 
DOS CORPOS EM MOVIMENTO* 

Como é sabido, a Electrodinâmica de Maxwell- tal 
como actualmente se concebe-conduz, na sua aplicação a 
corpos em movimento, a assimetrias que não parecem ser ine
rentes aos fenómenos. Consideremos, por exemplo, as acções 
electrodinâmicas entre um íman e um condutor. O fenómeno 
observável depende aqui Unicamente do movimento relativo 
do condutor e do íman, ao passo .que, segundo a concepçio 
habitual, são nitidamente distintos os casos em que o móvel 
é um, ou o outro, destes corpos. Assim, se for móvel o 1man 

e estiver em repouso o condutor, estabelecer-se-á em volta 
do 1man um campo eléctrico com um determinado conteúdo 
energético, que dará origem a uma corrénte eléctrica nas 
regiões onde estiverem colocadas porções do .condutor. 
Mas se é o iman que está em repouso e o condutor que está 
em movimento, então, embora não se estabeleça em volta 
do íman nenhum campo eléctrico, há no entanto uma força 
electromotriz que não corresponde a nenhuma energia, mas 
que dá lugar a correntes eléctricas de grandeza e compor-

. tamento iguais às que tinham no primeiro caso as produzi
das por forças eléctricas - desde que, nos dois casos con
siderados, haja identidade no movimento relativo. 

* Reproduzido de Ana. d. Phys. 17 (1905). 
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Exemplos deste género, assim como o insucesso das 
experiências feitas para constatar uni movimento da Terra 
em relação ao meio luminifero («Lichtmedium») levam à 

suposição de que, tal como na Mecânica, também na Electro
dinâmica os fenómenos não apresentam nenhuma particula
ridade que possa fazer-se corresponder à ideia de um repouso 
absoluto. Pelo contrário, em todos os sistemas de coorde
nadas em que são válidas as equações da mecânica, também 
são igualmente válidas leis ópticas e electrodinâmicas da 
mesma forma - o que, até à primeira ordem de aproxima
ção, já está demonstrado *. Vamos erguer à categoria de 
postulado esta nossa suposição (a cujo conteúdo chamaremos 
daqui em diante «Principio da Relatividade>>); e, além disso, 
vamos introduzir o postulado - só aparentemente incom
patível com o primeiro- de que a luz, no espaço vazio, 
se propaga sempre com uma velocidade determinada, inde
pendente do estado de movime~to da fonte luminosa. Estes 
dois postulados são suficientes para chegar a uma electrodi
nâmica de corpos em movimento, simples e livre de contra
dições, baseada na teoria de Maxwell para corpos em repouso. 
A introdução de um «éter luminlfero» revelar-se-á supérflua, 
visto que na teoria que vamos desenvolver não necessita
remos de introduzir um «espaço em repouso absoluto», 
nem de atribuir um vector velocidade a qualquer ponto do 
espaço vazio em que tenha lugar um processo electro
magnético. 

Essa teoria vai apoiar-se - como qualquer outra Elec
trodinâmica- na cinemática do corpo sólido rfgido, uma vez 
llue as proposições de uma teoria deste género consistem 

* O trabalho de H. A. LorentZ anteriormente reproduzido 
não era· áinda conhecido do autor. 
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na afirmação de relações entre corpos rígidos (sistern:ts de 
coordenadas), relógios e processos electromagnéticos. A insu
ficiente atenção a este facto é a raiz das dificuldades com que 
presentemente se defronta a electrodinâmica dos corpos em 
movimento. 

I. Parte Cinemática 

§ 1. Dejinifãv de sitn11ltaneidade 

Consideremos um sistema de coordenadas em que sejam 
válidas as equações da :tl.fecânica de Newton *. Cha
mar-lhe-emos «sistema em repouso», para verbalmente o 
distinguirmos dos sistemas de coordenadas que mais tarde 
vamos introduzir, e para precisar ideias. Se um ponto ma1e
rial estiver em repouso em relação a este sistema de coor
denadas, a sua posição em relação a ele pode determinar-se 
mediante o emprego de réguas rlgidas c a utilização de méto
dos da geometria euclidiana, e pode exprimir-se em coor
denadas cartesianas. 

Se quisermos descrever o movinmrto de um ponto mate· 
ria!, não teremos mais do que dar o valor das suas coorde
nadas em função do tempo. Mas devemos agora ter em aten
ção que uma tal descrição matemática só tem sentido flsico 
se definirmos claramente o que aqui se entende por <•tempo». 
Temos · que ter em conta que todas as nossas apreciações 
cm que intervém o tempo são sempre apreciações sobre 
acontecintentos simHitáneos. Quando eu digo, por exemplo: 
«aquele comboio chega aqui às 7 horas», isto significa: 
«a indicação ·7 dada pelo ponteiro pequeno do meu reló-

* Deve entender-se: «válida> cm primeira aproximaçãrn.>. 
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gio e a chegada do comboio são acontecimentos simultâ

neos» *· 
Poderia parecer que todas as dificuldades em que tro

peça a definição de «tempo» poderiam ser eliminadas se, 
em vez de tempo, eu dissesse «posição do ponteiro pequeno 
do meu relógio»; uma tal definição satisfaz, de facto, quando 
se trata de definir «tempo» exclusivamente para o lugar em 
que se encontra colocado o relógio; mas a definição já não 
basta quando se pretenda e~tabelecer uma relação temporal 
entre séries de acontecimentos que se desenrolam em luga• 
(es diversos, ou - o que . equivale ao mesmo - quando 
se trata de .localizar no tempo acontecimentos que se pro
duzem longe do relógio. 

Poderíamos, é certo, contentar-nos com uma ordenação 
temporal dos acontecimentos, feita por meio de um obser
vador colocado na origem das coordenadas e munido ·de 
um relógio. Este observador receberia os sinais luminosos 
enviados através do espaço vazio por cada um desses aconteci
mentos, e ordenaria estes segundo as indicações dadas pelo 
relógio à chegada dos respectivos sinais. 

Mas uma tal coordenação tem a desvantagem de não ser 
independente da localização do observador, como mostra 
a experiência. Chegaremos a . um processo de determinação 
muito mais prático através . da consideração seguinte. 

Se num ponto A do espaço estiver situado um reló
gio, toma-se posslvel para um observador que também a1 
se encontre determinar temporalmente os acontecimentos 
da vizinhança imediata de A, bastando-lhe para isso recor-

* A inexactidão que M no conceito da simultaneidade de dois 
acontecimentos que se produzem. (11.proximadamente) no mesmo lugu, 
e que mmb6n tem de ser resolvida por uma &bstr.lcÇáo, nio sert dis.
cutidll. aqui. 
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rer a posições do ponteiro do ·relógio que sejam simultâ
neas a tais acontecimentos. Se no ponto B do espaço t~m

bém se encontrar um relógio que seja - importa acen
tuá-lo - um «relógio de funcionamento idêntico ao reló
gio de A», também um observador colocado em B poderá 
fazer a determinação temporal dos acontecimentos que 
ocorram na vizinhança imediata de B. Mas não é possível, 
se não se estabelecerem ulteriores condições, fazer a com
paração temporal de um acontecimento em A com um acon
tecimento em B: até agora t.e.mos apenas um «tempo A» e 
um «tempo B», mas não dcfuúmos um «tempo>> comum a . 
A e B. Este tempo pode ser definido agora, se estabelecer
mos como deftnifãO que o tempo de que a luz necessita para 
ir de A até B é igual ao tempo de que ela necessita para ir 
de B até A. Isto é: se um raio de luz partir de A para B no 
instante tA do «tempo A», se reflectir em B, na direcção de A, 
no instante Is do «tempo B», e chegar de novo a A no ins
tante tA' do «tempo A», então diremos, por definição, que 
os dois relógios funcionam em sincronismo se 

Is.- tA= t'A -Is. 

Admitiremos que esta definição de sincronismo se pode 
aplicar, sem conduzir a contradições, a um número arbi
trário de pontos, sendo assim universalmente válidas as seguin
tes relações: 

1. Se o relógio em B é síncrono com o relógio em A, 
também o relógio em A é síncrono com o relógio em B. 

2. Se o relógio em A é síncrono com o relógio em B 
e também com o relógio em C, então os relógios em B e C 
são síncronos entre si. 

Estabelecemos assim por meio de certas experiências 
físicas (idealizadas) o que se deve entender por sincronismo 
de relógios situados em repouso em lugares diferentes. É evi-
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dente que se obtém deste modo uma definição para os con
ceitos de «simultâneo» e de «tempo». «Tempo» de um acon
tecimento será então a indicação, simultânea desse aconteci
mento; que é fornecida por um relógio que satisfaz às seguin
tes condições: está colocado em repouso, no local do aconteci
mento; é sincrono de um outro relógio em repouso, man
tendo-se esse sincronismo em todas as determinações de 
tempo. Admitiremos ainda, cm concordância com a expe
riência, que a grandeza 

é uma constante univer;al (velocidade da luz no espaço 
vazio). 

É essencial o facto de termos definido o tempo por meio 
de relógios em repouso num sistema em repouso. 

Por causa desta relação com o sistema em repouso, 
chamaremos ao tempo assim definido «tempo do sistema 
em repouso». 

§ 2. Sobre a relatitJidade de comprinmrtos e tu11pos 

As reflexões que se seguem apoiam-se no principio da 
relatividade e no princípio da constância da velocidade da 
luz, que vamos definir da seguinte maneira: 

1. As leis segundo as quais se modificam os estados dos 
sistemas físicos são as mesmas, quer sejam referidas a um 
determinado sistema de coordenadas, quer o sejam a qual
quer outro que · tenha movimento de translação uniforme 
em relação ao primeiro. 

2. Qualquer raio de luz move-se no sistema de coor
denadas «em repouso» com uma velocidade determinada V, 
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que é a mesma, quer esse raio seja emitido por um corpo 
em repouso, quer o seja por um corpo em movimento. Aqui 

I 'd d percurso efectuado pela luz ve oc1 a e= . , 
Intervalo de tempo 

onde «intervalo de tempo» deve ser entendido no sentido 
fixado na definição 1. · 

Considere-se uma haste rigida em repouso; seja I o seu 
comprimento, medido com uma régua que está igualmente 
em repouso. Suponhamos agora que o eixo da haste coin
cide com o eixo X do sistema de coordenadas em repouso, 
e que se dá à haste um movimento uniforme de translação 
de velocidade v, ao longo do eixo X, no sentido de x cres
cente. Procuremos determinar o comprimento da haste 
et!l moz!Ímento, imaginando para isso as duas operações seguintes: 

a) O observador acompanha no seu movimento a haste 
que pretende medir, levando consigo a régua anteriormente 
mencionada, e mede directamente o comprimento da haste 
sobrepondo-lhe a régua, exactamente como se haste, obser
vador e régua estivessem em repouso. 

b) O observador determina quais são os pontos do 
sistema em repouso que coincidem no instante t com a ori
rem e a extremidade da haste, empregando para isso reló
gios slncronos, situados, em repouso, no sistema em repouso, 
de acordo com o que foi dito no § 1. A distância entre estes 
dois pontos, medida com a régua já utilizada, mas agora 
em repouso, é igualmente um comprimento, que se pode 
designar por «comprimento da haste». 

De acordo com o principio da relatividade, deve o com
primento que se encontrar na operação a), e que vamos 
designar por «comprimento da haste no sistema móvel», 
ser igual ao comprimento i da haste em repouso. 
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O comprimento que se vai encontrar na operação b), 
e que vamos designar por «comprimento da haste (móvel) 
no sistema em repousO>>, vai calcular-se tomando como 
base os n.ossos dois princípios; e vamos chegar à conclusão 
de que ele não é igual a /. 

A · cinemática usual admite tàcitamente que os com
primentos determinados com as duas referidas operações 
são exactamente iguais, ou, por outras palavras, que um corpo 
rígido em movimento no instante I, é inteiramente equiva
lente, do ponto de vista geométrico, ao mesmo corpo consi
derado em rcpottiO, numa determinada posição. 

Imaginemos agora que aos dois extremos (A e B) da 
haste estão ligados relógios~ e que estes relógios são sín
cronos dos relógios do sistema em repouso, isto é, dão indi
cações que estão de acordo, em cada instante, com o «tempo 
do sistema em repouso» nos locais em que se encontram, 
sendo assim «síncronos no sistema em repouso». 

Imaginemos ainda que junto de cada relógio se encon
tra um observador que o acompanha durante o movimento, 
e que estes observadores aplicam a ambos os relógios o cri
tério de funcionamento slncrono de dois relógios que foi 
estabelecido no § 1. 

Suponhamos que um raio de luz sai de A no instante tA*• 
se reflecte em B no instante IB e volta a A no instante I'A. 

Tendo em vista a constância da velocidade da luz, encon
tramos: 

e 

* «Instante» significa aqui «valor instantâneo do tempo do 
sistema em repouso)) e também «posição instantânea do ponteiro do 
relógio móvel que se encontra no local em questão». 

[54] 



onde r~B representa o comprimento da haste móvel medida 
no Sistema em repouso. Os observadores em movimento 
com a haste móvel verificariam assim que os dois relógios 
não funcionavam em sincronismo, ao passo que um obser
vador que se encontrasse num sistema em repouso diria que 
os dois relógios eram sfncronos. 

V em os deste modo que não podemos atribuir ao con
ceito de simultaneidade um significado abso/11/o e que, pelo 
contrário, dois acontecimentos que são simultâneos quando 
apreciados num determinado sistema de coordenadas já 
não podem ser considerados como tal quando apreciados 
num sistema que se move em relação ao primeiro. 

§ 3. Teoria de fratujormação da.r coordenadas e do te111po na 
pa.r.ragem de 11m sistema em repo11so para 011/ro q11e e.rtá 
animado em relação ao primeiro de 11ma translação 11nijorme 

Consideremos no espaço «em repouso» dois sistemas 
de coordenadas, isto é, dois sistemas de três linhas materiais, 
rigidas, perpendiculares entre si, e tendo a sua origem comum 
num determinado pónto. Suponhamos que os eixos X dos 
dois sistemas são coincidentes e que os eixos Y e Z são res
pectivamente paralelos. Imaginemos cada sistema munido de 
uma régua r1gida e de um certo número de relógios, e admi
tamos que as duas réguas e todos os relógios dos dois sis
temas são entre si rigorosamente idênticos. 

Comuniquemos agora à origem de um dos dois siste
mas (k) uma velocidade (constante) no sentido do x cres
cente do outro sistema (K), o qual continua em repouso. 
Essa velocidade comunicar-se-á também aos eizos de coor
denadas, à respectiva régua de medida e aos relógios. A cada 
instante t do sistema em repouso K corresponde então uma 
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determinada posição dos eixos do sistema móvel, e razões 
de simetria permitem-nos admitir que o movimento de k 
se possa efectuar de maneira tal que no instante t («I» signi
fica sempre tempo do sistema. cm repouso) os eixos do 
sistema móvel sejam paralelos aos eixos do sistema crri 
repouso. 

Imaginemos agora que se fazem medições espaciais, 
a partir do sistema em repouso K por meio da régua imóvel, 
e a partir do sistema móvel K por meio da régua que se move 
com ele, determinando-se assim as coordenadas x, y, z e 
~. ·r,, ~. respectivamente. 

Suponhamos além disso que o tempo t do sistema em 
repouso se deter~ina com relógios que nele se encontram 
imobilizados, mediante o emprego de sinais luminosos, 
do modo indicado no § 1, fazendo-se essa determinação para 
todos os pontos onde estão colocados relógios; e que, do 
mesmo modo, o tempo T do sistema em movimento se deter
mina, para todos os pontos deste sistema em que há reló
gios imóveis em relação a ele, ·aplicando o mencionado 
método do § 1, de sinais luminosos trocados entre os pon
tos em que estão situados os relógios. 

A cada sistema de valores x, )', z, t que determina com
pletamente o local e o instante de um acontecimento no 
~istema em repouso corresponde um sistema de valores 
~. YJ, ~. " que determinam esse acontecimento cm relação 
ao sistema k. Põe-se agora o problema de encontrar o sis
tema das equações que ligam entre .si estas grandezas. 

Antes de mais, torna-se evidente que essas equações 
devem ser lineares, por causa das propriedades de homoge
neidade que atribuímos ao espaço e ao tempo. 

Se tomarmos x' = x - vt, é claro que para um ponto 
imóvel no sistema k vem um sistema de valores x', y, z que 
não depende do tempo. 
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Vamos calcular primeiro " como função de x', y, z e t. 
Para isso temos que exprimir em equações que ,. não é mais 
que a expressão global das indicações dadas pelos relógios 
que se encontram em repouso no sistema k, e que foram 
sincronizados segundo a regra dada no parágrafo 1. 

Suponhamos que no instante "~"o é emitido pela origem 
das coordenadas do sistema k um raio de luz, o qual per
corre o eixo X em direcção a x', se reflecte nesse ponto no 
instante ,. 1 e regressa à origem das coordenadas, onde chega 
no instante "~"2. 

Deve então ter-se: 

ou, inserido os argumentos da função "• e aplicando o prin
cipio da constância da velocidade da luz no sistema em 
repouso: 

~ [ T (0, 0, 0, t) + T ( 0, 0, 0, { I -i- V x' P + V: , } )] = 

= T ( x', O, O, I + ·V x' , ) 

donde, tomando x' infinitamente pequeno: 

_!_(_1_ + _1_) àT = t: + _1_ àT 
2 V-• V+• àt àx' V-P àt' 

ou 

É de notar · que, em vez da origem das coordenadas, 
poderiamos ter tomado qualquer outro ponto para ponto 
de partida do raio de luz, e por isso a equação que acabamos 
de obter é válida para todos os valores de x', y, z. 
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Um raciodnio análogo aplicado aos eixos Y e Z dá-nos, 
se tivermos em conta que a luz, observada no sistema em 
repouso, se propaga sempre, .ao long.o destes eixos,- com 
a velocidade V V2- J12: 

Destas equações resulta, visto ser -r uma função linear: 

onde a é uma função !p(v), por enquanto desconhecida, e onde 
se supõe, por brevidade, que, no ponto origem de k é t = O 
para -r= O. 

Com o auxilio deste resultado é fácil calcular as gran
dezas ~. YJ, ~. exprimindo por meio de equações que o valor 
obtido para a velocidade de propagação da lliz continua 
igual a V quando as medições se fa2em no sistema em movi
mento (o que é exigido pelo principio da constância da veloci
dade da .luz em combinação com o principio da relatividade). 
Para um raio de luz emitido no instante -r = O no sentido 
de ~ crescente, tem-se 

Ora, como o raio de luz em relação ao ponto origem de k 
se move ·com a velocidade V- v, medida no sistema em 
repouso, tem-se: 
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Introduzindo este valor de I na equação para ~. vem : 

v~ r , 
;= a V'l-,•x. 

De modo· análogo, considerando raios de luz que se movam 
ao longo dos outros dois eixos, encontramos: 

sendo y , o 
{0- vi = t; X = ; 

e por isso 

v 
YJ=a y e 

~'v• v• 

Substituindo x' pelo seu valor obteremos: 

onde 

-r = tp (v)P(t- ; . x ) , 

~ = tp(v)P (x-vl), 
Yl = cp(v)y, 
~ = cp(v)z, 

1 

e onde p é uma função de v desconhecida por enquanto. 
Se não se fizer qualquer suposição sobre a posição inicial do 
sistema móvel e sobre a origem adoptada para· a medição de 
-r, haverá que escrever no segundo membro de cada uma des
sas equações uma constante aditiva. Temos agora que demons
trar que todo o raio de luz, medido no sistema em movi
mento, se. propaga com a . velocidade V , se, como vimos 
admitindo, assim suteder no sistema em repouso; pois ainda 
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não fornecemos a prova de que o princ1p10 da constância 
da velocidade luz é compatível com o principio ela rela
tividade. 

Suponhamos que no instante t = 7 = O, em que as ori
gens das coordenadas dos dois sistemas coincidem, é emi
tida dessa origem uma onda esférica que se propaga no sis
tema K cqm velocidade V. 

Se for (x, )', z) um dos pontos -que está sendo atingido 
pela onda ter-se-á 

x2 + y2 + z2 = V2t2. 

Transformando esta equação po~ meio das nossas equa
ções de transformação, obtemos depois de um cálculo simples 

Assim, a onda considerada também é vista no sistema 
móvel como uma onda esférica de velocidade de propaga
ção V. Deste modo se prova que os nossos dois princlpios 
fundaij'lentais são compatíveis *. 

Nas equações de transformação que desenvolvemos 
aparece ainda uma função :p de · v que é desconhecida e que 
vamos agora calcular. 

Para isso, introduzamos um terceiro sistema de coor
denadas K', que efectue em relação ao sistema· k um movi
mento de . translação paralelo ao eixo :::, de tal maneira que 
a sul). origem de coordenadas se mova sobre o eixo ::: com 
a velocidade -v. Suponhamos que as origens dos três sis-

* As equaçôes da transformação de Lorentz deduzem-se direc
tamente, com mais -simplicidade, a partir da condição de que, por vir
tude delas, a relação ~ 2 + 'I) 2 + ~ ~ - -v~ 'r~ = o deve implicar esta 
outra: x 2 + _y2 + <:2 __ V2t~ = O. 
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temas de coordenadas estavam em coincidência no ins
tante I = O e consideremos nulo o tempo I' do sistema K' 
quando I= X= y = z = o. Chamaremos x', y', z' às coor
denadas que se medem no sistema K'. Aplicando duas vezes 
as nossas equações de transformação, obteremos então: 

I' = f (-v) P (- v) { T + ~ ~ } = <p (v) <p (-v) I, 

x'=p(-v)jJ(-v){~ +vT} =<p(v)p(-v)x, 

y' = <p (-v) Yl = <p(v)<p( -v)y, 

z'=p(-v)~ =<p(v)<p(-v)z. 

Como as relações entre x', y', z' e x, y, z não contêm 
o tempo, segue-se que os sistemas K e K' estão, em relação 
um ao outro, em repouso, e torna-se claro que a transforma
ção de K sobre K' é a transformação identidade. É pois 

f (v) f (- v) = 1. 

Vamos agora procurar o significado de <p(v). Vamos 
considerar o segmento do eixo Y limitado pelos pontos 
~ = O, Yl = O, ~ = O e ~ = O, Yl = I, ~ = O. Este segmento 
é uma haste· que se move em relação ao sistema K com a velo
cidade v perpendicular ao seu eixo, e cujos extremos têm 
em K as coordenadas: 

I 
x 1 = vi, Yl = 'P (•) , z1 = O e x2 = vi, Y2 = O, Z2 = O. 

O comprimento da haste, medido em K, é ass~ lfrp(v). 
Isto dá-nos o significado da função -rp. Razões de simetria 
tornam agora evidente que o comprimento, medido no 
sistema em repouso, de uma determinada haste que se move 
perpendicularmente ao seu eixo não depende da direcção e 
sentido do movimento, mas somente da velocidade. 
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Por isso, o comprimento da haste móvel. medido no 
sistema em repouso, não se modifica se v for substituído 
por -v. Resulta daqui: 

I I 
'I' (v) = y (_v) , ou cp (v) = cp (- v). 

Desta relação e da encontrada mais atrás resulta que 
deve ser cp(v) = 1, de modo que as equações de transforma
ção encontradas passem a ter a forma 

sendo 

§ 4. 

'r= ft ( f-: ~~X), 
~ = P,(x-vt), 
Yl =y, 
~ =z, 

Significado flsico das equações obtidas, respeitante a corpos 
rlgidos em movimento e a relógjos em movimento 

Consideremos uma esfera rlgida * de raio R, e supo
nhamos que ela está em repouso em relação ao sistema móvel k, 
e que o seu centro coincide com a origem das coorde~das 

. de k. A equação da superfície desta esfera em relação ao 
sistema imóvel K, relativamente ao qual ela se move com 
a velocidade .v, é 

~2 + Ylz + ~z = RZ. 

* Isto é, um corpo que, observado em repouso, tem forma 
esférica. 
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Expressa em x, y, z no instante t = O a equação da mesma 
superfície é: 

Vê-se assim que um corpo rígido cuja forma se apresenta 
esférica quando é medido em estado de repouso passa a t\!r 
a forma de um elipsóide de revolução quando estiver em 
movimento, sendo observado do sistema em repouso. Este 
elipsoide de revolução tem como eixos 

Assim, enquanto as dimensões Y e Z da esfera (e também 
de qualquer corpo rígido de qualquer forma) não se modifi
cam durante o movimento, a dimensão X encontra-se encur
tada na razão de 1 : V1 -· (vfV)2, isto é, tanto mais qu~to 
maior for v. 

Para v = V todos os objectos móveis - .observados do 
sistema «em repouso»- se reduzem a figuras a duas dimen
sões. Para velocidades_ superiores à da luz as nossas con
clusões deixam de ter sentido; aliás, veremos nas consi
derações que se seguem que, na nossa teoria, a velocidade 
da luz desempenha fisicamente o papel de uma velocidade 
infinitamente grande. 

É claro que estes resultados são igualmente válidos 
para corpos em repouso relativamente a sistemas «em repouso», 
se tais corpos forem observados de sistemas animados de 
movimento uniforme. 

Consideremos agora um daqueles relógios q"ue são pró
prios para medir o tempo t quando se encontram em repouso 
em relação ao sistema em repouso, e para medir o tempo T 
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quando se encontram em repouso em relação ao sistema móvel. 
Suponhamo-lo colocado na origem das coordenadas de k, 
e regulado para indicar o tempo T. Qual é o ritmo de marcha 
deste relógio, quando é observado do sistema em repouso? 

Entre as grandezas x, t, T referentes ao local deste reló
gio existem evidentemente as relações: 

e x::;: vt. 

e portanto 

donde resulta que a indicação do relógio (observada no 
sistema em repouso) apresenta um atraso por segundo de 
( 1 - V 1 - (vf V)2) segundos, ou - desprezando termos de 

quarta ordem ou superior- de t (vfV)2 segundos. 

Daqui deriva a seguinte consequência, que é típica: 
Consideremos nos pontos A e B do sistema K dois reló
gios em repouso, e suponhamos que eles funcionam em 
sincronismo para quem os observe do sistema em repouso. 
Imaginemos agora que ao relógio de A se imprime um movi
mento de velocidade v sobre a recta que une os dois pon
tos, no sentido de B. A chegada deste relógio a B já não haverá 
sincronismo: o relógio que foi deslocado apresentará em 

relação ao que permaneceu em A um atraso de t tv2f V2 

(desprezando termos de quarta ordem, ou superior), se 
representarmos por t a duração do deslocamento. 

Vê-se imediatamente que este resultado continua a ser 
válido se o movimento do relógio de A para B for feito 
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sobre uma linha poligonal arbitrária, estendendo-se mesmo 
ao caso de os pontos A e B serem coincidentes. 

Se admitirmos que o resultado deduzido para uma linha 
poligonal continua a ser válido para uma curva continua, 
chegaremos à seguinte conclusão: Se tivermos em A dois 
relógios slncronos e depois deslocarmos um deles, fazendo-o 
descrever com velocidade constante uma curva que vem 
fechar ~m A, e se for f o tempo que ele demora nesse per
curso, então ele apresentará, quando regressar ao ponto A, 

um atraso de ft(vfV)2 segundos, em relação ao relógio 

que não foi deslocado. Daqui se conclui que um ·«relógio 
de cabelo» * colocado no equador terrestre deve ter uma 
marcha mais lenta (ligeirlssimamente) que outro de constru
ção exactamente igual, colocado num dos pólos da Terra, 
sendo as restantes condições idênticas para os dois relógios. 

§ 5. Teorema Ja adifão de velocidades 

Suponhamos que um ponto se move no sistema k, 
o qual, por sua vez, se move com velocidade v ao longo do 
eixo X do sistema K. Sejam 

~=o, 

as equações do movimento, nas quais wt e w., representam 
constantes. 

Procuremos investigar como é que se efectua o movi
mento do ponto em relação ao sistema K. Introduzindo nas 

* Em oposição ao «relógio de pênd~o» que, considerado do 
ponto de vista flsico, é um sistema que inclui o globo terrestre e por 
isso é exclufdo destas considerações. 
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equações do movimento do ponto, por meio das equações 
de transformação desenvolvidas no § 3, as grandezas x 1y, z, t 
obteremos: 

z=O. 

Assim, segundo a· nossa teoria, a lei do paralelogramo de 
velocidades só é v4Uda em primeira aproximação. 

Tomemos 

-U2=(~;r+ (~~r. 
av2 = .,~2 + av712 

ct = arctg "'". 
"'" 

O âugulo ct deve então ser . considerado como o ângulo entre 
as velocidades v e av. Um cálculo simples dá: 

. J • ! ! · (""'sen«)' V ~~~ +, + 2•,coscx)- --v-
U= r 

1 
•JIICOS« 

+~ 

É de notar que. v e av entram de ~eira simétrica na expres· 
sllo da velocidade resultante. Se av tiver . também a direcção 
do eixo X (eixo .2) obteremos 

U= ...!...±!'_. . ,, 
1 +Vi 
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Desta equação resulta que da composição de duas veloci
dades menores que V resulta sempre uma velocidade ·menor 
que V. Se, em particular, pusermos v = V- x., w = V -I., 
onde x. e I. são positivos e mais pequenos que V, virá: 

U= V 2V-x-À <V. 
2V-x-À+~ v 

Resulta ainda que a velocidade da luz não pode modifi
car-se por composição com uma «ve!ocidade infertor à da luz». 
Obtém-se nesse caso: 

Também poderiamos obter a fórmula para U, no caso 
de v e w terem a mesma direcção, por combinação de duas 
transformações de acordo com o § 3. Se introduzirmos, · a par 
dos sistemas K e k considerados no § 3, um terceiro sistema 
àe coordenada~ k', que se move paralelamente a k deslocando 
a sua origem com velocidade w sobre o eixo :::, obteremos 
entre as grandezas x, y, z, t e as correspondentes grande
zas de k', equações que só diferem das encontradas no § 3 
em que, no lugar da grandeza <<J!)>, contêm a grandeza 

g+ ,III --- . 
PW 

1 +v:~ 

Por aqui se vê que tais transformações paralelas formam 
- como deve ser - um grupo. 

Acabamos assim de estabelecer para a cinemática que 
corresponde aos nossos dois princípios as proposições de 
que vamos necessitar. Vamos agora mostrar como é que 
elas se aplicam à electrodinâmica. 
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ll. Parte Electrodinâmica 

§ 6. Tran.rjormafãO das equa(ões de MaX~~Jeii-Hertz para o 
espafO vazio. Sobre a natureza das forfaS elulromolrizes 
que surgem por efeito de movimento 1111111 campo magnético 

Se admitirmos que as equações de Maxwell-Hertz para 
o espaço vazio são válidas para o sistema em repouso, teremos 
que: 

1 ()X (JN ()M 
vTt = ô.Y -h, 
1 ()Y (JL ()N 
vTt=h- ôx' 
1 ()Z _ r)M ()L 
vTt- àx- à.Y' 

1 ()L (JY (JZ 
vTt=h- d.Y' 

1 ()M ()Z ()X 
v Tt= (jx -h' 
1 ()N ()X à Y 
vTt= à.Y- ()x' 

onde (X, Y, Z) representa o vector da força eléctrica e 
(L, M, N) o da força magnética. 

Apliquemos a estas equações a transformação desen
volvida no § 3 referindo os fenómenos electromagnéticos 
ao sistema de coordenadas animado da velocidade v, que 
nesse parágrafo foi introduzido. Obteremos então as equações: 

1 ()X 
ô~ (N- ~ Y) à~ (M+ ~z) 

vF d'l? JC 

Ô~ (Y-~N) 
()L à~(N-~Y) 1 . v 

v d" =ar à~ 

1 ô~(z+~M) iJ~ (M + ~z) ()L 
v dT à~ -a;· 
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1 (}L iJ~ (Y~-f;N) 
v~ iJC 

1 o~(M+-f;Z) o~(Z+-f;M) (}X 
= v (j-r 

1 iJ~ (N-V Y) (}X 

v (j-r = J;, 

eH -Jf' 

(}~ (Y--f;N) 
iJ~ 

com fl= 1 - • 

v1-(~r 

Ora o principio da relatividade exige que as equações 
de Maxwell-Hertz para o espaço vazio sejam válidas para 
o sistema k se o forem para o sistema K; isto é, exigem a vali
dade das seguintes equações entre os vectores força eléctrica 
(X', Y', Z} e força magnética (L', M', N') do sistema móvel k, 
definidos nesse sistema pelos seus efeitos ponderomotrizes 
sobre massas eléctricas e massas magnéticas: 

1 (}X' iJN' (}M' 
v --a;- = ---;r;- - --;rr-, 1 (}L' iJ Y' (}Z' v --a;- = --;)[" - ---;r;-, 
1 iJ Y' (}L' (}N' 
v --a;- = --;)[" - Jr, 

1 iJM' (}Z' (}X' 
v --a;- = Jr - --;)[", 

1 (}Z' (}M' (}L' 
v --a;- = Jr - ---;r;-, 

1 àN' (}X' (}Y' 
v --a;- = ---;r;- - Jr . 

Ora é evidente que os dois sistemas de equações encon
trados para o sistema k devem exprimir exactamente a mesma 
coisa, visto que ambos são equivalentes às equações de 
Maxwell-Hertz para o sistema K. E como, além disso, as equa
ções dos dois sistemas só diferem nos slmbolos que represen
tam os vectores, é de concluir que as funções que nos dois sis
temas de equações entram em lugares correspondentes devem 
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coincidir, à parte um factor ~(v), que é o mesmo para todas 
as funções de um dos sistemas, e que é independente de 
~. 'll, ~ e T mas que pode depender de v. São pois válidas as 
seguintes relações: 

X'=. ~(v)X, L'= ~(v)L, 

Y'_= ~(v)ft (Y- ~ N), M' = o/(v)ft (M + ~ z), 
Z' = ~(v)ft (z + ~ M), N'= ~(v)ft(N- ~ Y). 

Se agora se efectuar a inversão deste sistema sucessivamente 
por dois processos - primeiro, resolvendo as equações 
agora obtidas; depois, aplicando às mesmas equações a trans
formação inversa da que se aplicou antes (isto é, a transfor
mação de k em K), a qual é ,caracterizada pela velocidade- v, 
- conclui-se, tendo em vista que os dois sistemas de equa
ções obtidos devem ser idênticos, que 

~(v) . ~ (-v) = 1. 

Por outro lado, por razões de simetria * 

e portanto 

Hv) =H-v); 

~(v)= 1, 

tomando então . as nossas equações a forma: 

X'= X, L'=L, 

Y' = P(Y-~N), M'= P( M + ~z), 

Z' = p ( Z + ~ M), N'= P(N-~Y). 

* Se, por exemplo, X = Y = Z = L = M = O e N =I= O é 
claro, por razões de simetria, que se 11 mudar de sinal sem mudar de 
valor numérico, também o mesmo deve acontecer a Y'. 
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Para interpretarmos estas equações, consideremos uma carga 
eléctrica pontual que apresente o valor «um>> quando é medida 
no sistema em repouso, isto é, uma carga que, estando imóvel 
no sistema em repouso, exerce a força de 1 dine sobre uma 
carga igual, colocada à distância de 1 cm dela. De acordo com 
o principio da relatividade, a mesma carga eléctrica apre
sentará também o ·valor <<UIID> se for medida no sistema em 
movimento. Estando a carga em repouso em relação ao sis
tema imóvel, o vector (X, Y, Z) é, por definição, igual à 
força que actua sobre ela; mas, estando a carga em repouso 
relativamente ao sistema que se move (pelo menos no ins
tante que se está considerando), então a força que actua 
sobre ~ será igual, se for medida neste sistema móvel, ao 
vector (X', Y', Z'). Consequentemente, as primeiras três equa
ções acima escritas podem ser traduzidas em enunciados das 
duas seguintes maneiras: 

1. Se um pólo eléctrico unidade, puntiforme, se move 
num campo electromagnético, exercer-se-á sobre ele, além 
da força eléctrica, uma força «electromotriz>> que, despre
zando termos · em que entram como factores potências de 
vfV de grau igual ou superior a 2, é igual ao quociente pela 
velocidade da luz do produto vectorial formado com a veloci
dade do pólo unidade e com a força magnética. (Antigo 
enunciado.) 

2. Se um pólo eléctrico puntiforme unidade se move 
num campo electromagnético, exerce-se sobre ele uma força 
idêntica à força eléctrica que se obtém no ponto ocupado 
pelo pólo quando se submete o campo a uma transformação 
de coordenadas, a fim de o referir a um sistem'l de eixos 
que esteja imóvel em relação ao referido pólo. (Novo enun
ciado.) 
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Um enunciado análogo é válido para a força «magne
tomotriz». 

Como se vê, na teoria que se desenvolveu, a força elec
tromotriz apenas desempenha o papel de conceito auxiliar, 
que deve a sua introdução ao facto de as forças eléctricas e 
magnéticas não terem existência ·independente do estado de. 
movimento do sistema de coordenadas. 

É também claro que a assimetria mencionada na intro
dução, que surge quando se consideram as correntes eléc
tricas provocadas pelo movimento relativo de um íman e 
de um condutor, desaparece agora. E também perdem a sua 
razão de ser as questões referentes às localizações das forças 
electrornotrizes da electrodinâmiea (máquinas unipolares). 

§ 7. Teoria do principio de Doppkr e da aberr11fãO 

Suponhamos que sé encontra no sistema K, muito longe 
. da origem das coordenadas, uma fonte de ondas electrodi

nâmicas que, numa parte do espaço que inclui a origem das 
coordenadas, são representadas, com suficiente aproximação, 
pelas equações: 

X=Xo sen~, 
Y= Yosen~. 
Z=Zo sen ~. 

L= Lo sen 41, 
M= Mosen~, 
N = Nosen~, 

onde (Xo, Yo, Z 0) e (Lo, M0 , N 0) são os vectores que 
definem a amplitude do trem de ondas, e a, b, ç são os co-se
nos directores das normais às on:das. Propomo-nos saber 
qual é a natureza destas ondas, quando são examinadas por 
um observador em repouso em relação ao sistema móvel. 

Por apliêação das equações de transformação das forças 
eléctricas e magnéticas encontra<ta& no § 6 e das equações 
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de transformação das coordenadas e do tempo encontradas 
no § 3, obtemos directamente: 

X'= Xo sen <I>', L' = L 0 sen <I>', 

Y' = P( Yo-vNo) sen <I>', M'= P(Mo + ~zo)sen <I>', 

Z'= P(Zo +~Mo)sen<l>', N' = P(No- ~ Yo) sen <I>'. 

onde 

<I>' _ w' (~ _ a' ·~ + b' 'll + t' C) - . v . 

cv' = w P ( 1 - a ~ ) , 

a' 

b' 

l-a.!_ v 
b 

P(t-a~) 

ç' = ' . 
P(t-a~) 

Da equação para w' deduz-se o seguinte: Se um obser
vador se mover com velocidade v em relação a uma fonte 
luminosa de frequência 11, infinitamente distante, e se o 
movimento for feito de modo que a recta «fonte de luz
-observador» faça um ângulo ljl com a velocidade do obser
vador em relação a um sistema de coordenadas imóvel rela
tivamente à fonte luminosa, então a frequência luminosa 
percebida pelo observador, v', é dada pela equação: 
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Isto é o principio de Doppler para velocidades arbitrárias. 
Para <p = O, a equação toma a forma sugestiva: 

Vê-se assim que - contràriamente à concepção habitual -
'para v = - V é 11' = oo 1). 

Se chamarmos <p' ao ângulo entre a normal à onda (direc
ção de radiação) no sistema móvel e a recta «fonte luminosa
-observador» a equação para a' tomará a forma: 

, 
COS<p-V 

cos <p'= 2). , . 
1-vcos<p 

Esta equação exprime a lei da aberração na sua forma mais 
geral. Se for <p = 7':/2, a equação toma a simples forma: 

' , ) cos <p =-v 3. 

Agora temos que procurar ainda a amplitude das ondas 
tal como ela se apresenta no sistema em movimento. 

Designemos por A e A' as amplitudes da força eléc
trica ou magnética medidas respectivamente no sistema em 
repouso ou no sistema em movimento. Obteremos então: 

. ( 1 _!._COS'f) i 
A'2=A2 v , 

t-(~f 
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equação que, para ljl = O, conduz à equação mats simples: 

1-.!_ 
A'2=A2~. 

1 + .!__ v 

Das equações deduzidas resulta que, para um obser
vador que se aproxime de uma fonte de luz com a veloci_ 
dade V, essa fonte deve apresentar intensidade infinita. 

§ 8. Transformação da energia dos raios de luz. Teoria da 
pressão de radiação exercida sobre reflectores perfeitos 

Como a energia luminosa por unidade de volume é igual 
a A2/8.,.. teremos que considerar, de acordo com o principio 
da relatividade,, A'2/8.,.. como energia luminosa no sistema 
em movimento. Então A'2fA2 seria a razão da energia 
«medida em movimento» para a energia «medida em repouso» 
de um dado complexo luminoso, se o volume de um complexo 
luminoso fosse o mesmo quando medido em K e em k. 

Mas não acontece assim. Se a, b, c forem os co-senos 
directores das normais às ondas luminosas no sistema em 
repouso, nenhuma energia atravessará os elementos da super
fície esférica 

(x - Vat)2 + (y - Vbt)2 + (z - Vct)2 = R2, 

a qual se move com a velocidade da luz. Podemos pois dizer 
que esta superficie encerra permanentemente o mesmo com
plexo luminoso. 

Vamos procurar saber qual é a quantidade de energia 
contida dentro ·desta superfície quando ela é observada do 
sistema k, isto é, qual a energia do cbmplexo luminoso rela
tivamente ao sistema k. 
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Ora, quando é observada do sistema móvel, a superft
cie esférica transforma-se numa superftcie elipsoidal, cuja 
equação é a seguinte no instante -r =; O: 

Se chamarmos S ao volume da esfera e S' aa deste elipsoide, 
teremos depois de um simples cálculo: 

Então, se designarmos por E a energia encerrada na super
ftc;:ie considerada quando medidA no sistema em repouso, 
e por E' essa energia quando medida no sistema em movi
mento, teremos: 

fórmula que, para p = O, se simplifica em: 

;;~vSi· 
É digno de nota que tanto a energia como a frequência 

de um complexo luminoso se alteram segundo a mesma lei 
com o estado de movimento do observador. 

Suponhamos agora que o plano das coordenadas ~ = O 
é . uma superficie perfeitamente reflectora, sobre a qual se 
reflectem as ondas planas consideradas no último parágrafo. 
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Vamos procurar determinar a pressão luminosa exer
cida sobre a superfície reflectora e também a direcçio, fre
quência e intensidade da luz após a reflexão. 

Definamos a luz incidente pelas grandezas A, cos ~· ~ 

(referidas ao sistema K). As grandezas correspondentes con
sideradas no sistema k serão : 

1 -~ COS 'f 
A '=A v ., 

vt-(~r 
v 

COS 'f-V 

cos ~- = v , 
1 --- COS 'I> v . 

1 '-~ cOS 'j' - v 

Pua . a luz reflectida obteremos, referindo o fenómeno ao 

sistema k: 

A" = A ', 

cos <p" = - cos q;', . 

v"= :/. 

Finalmente, por transfor~çio inversa para passar ao 
sistema em repouso K, obteremos para a luz reflectida: 

- v (•) ' 1 + - cos '!'" 1 - 2 - cos 'I' + -
A "' _ A" V v v - =A . t . v1 - (~r t - (~) 
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COS'f" +.!._ 
cos cp'" = ____ v_ 

1 +!...coa 'f" v 

( 1 -h (v) i) COI 'f- 2 v 
1-2~C08'f+(~)' ' 

(1-~r 

A energia que em cada unidade de tempo cai sobre 
a superffcie do espelho é evidentemente (quando medida no 
sistema em repouso) A2f8r. (Vcos cp -11). A energia que 
se afasta, durante unidade de tempo, da superffcié do espe
lho é A"'2/8rt (- V cos cp"' + _11). 

A diferença entre estas duas expressões é igual, segundo 
o prindpio da energia, ao• trabalho efectuado pela presslo 
luminosa durante 1 unidade de tempo. Se exPrimirmos este 
trabalho pelo produto P. 11, sendo P a presdo luminosa, 
obteremos: 

Em primeira aproximaçio, ·teremos, em concordincia 
com a experi&lcia e com outras teorias: 

Com o método que aqui utilizámos podem resolver-se 
todos os problemas da óptica dos corpos em movimento. 
O essencial é que a força eléctrica e magnética da luz que sofre 
a inBu&lcia de um corpo em movimento. seja transformada, 
para ficar referida a um sistema de coordenadas em repouso 
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relativamente ao corpo. Deste modo, qualquer dos problemas 
da óptica dos corpos em movimento ficará reduzido a uma série 
de problemas da óptica dos corpos em repouso. 

§ 9. Trallrj'orllltJfàQ áas eqt~tJfõeJ de Max111eii-Hertz tmtlo e111 

ro11ta as rorrmles de fOIIIIUfàQ 

Vamos partir das equações : 

representa o produto por 47t da densidade da electricidade, 
e (li .v 11,. 111 ) .--representa o vector velocidade da electricidade, 
Se imaginarmos as massas eléctricas invariàvelmente ligadas 
a pequenos corpos rlgidos (iões, electrões)~ estas equações 
serlo entio o fundamento electromagnético da electtodini
mica e da óptica de Lorentz para corpos em movimento. 

Se admitirmos a validade destas equações no sistema K 
e as transformarmos por meio das equações de transforma
çio dos §§ 3 e 6 para passarmos ao sistema k, obteremos 
as equações : 

1 { I d X'} - d N ' d M' 
v ll~p +"""JT - ~-~· 

t)L' t)Y' t)Z' 
"""JT=~-~· 

1{ I t)Y'}_t)L' t)N' 
v 11YR + "1T - ""'Jf"- ar· 

t)M' t)Z' t)X' 
F=ar-~· 

1 { , d Z'} _ d M' d L' 
v "cP +"""JT -ar-~· 

t)N' t)X' t)Y' 
"""JT=~-ar· 
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onde 

ux -P 
----;;;; = /1 ~ ' 

1----vt 
, J X' o Y' a Z ' ( "*") 

( uy = "~ , P = à; + d;t + a~ = p t - v~ P· 
f3 1 - v~) . 

llz ---,---_;___ __ = u r . 

ft(1- ·0) . 

Como do teorema de adição de velocidades (§ 5) resulta 
que o vector (H é. , uYJ , uc) outra coisa não é senão a velocidade 
das massas eléctricas medida no sistema k, fica assim demons
trado que, uma vez aceites os nossos princlpios cinemáticos, 
se reali?.a o acordo entre o principio da relatividade e a base 
electrodinâmica da teoria de Lorentz sobre a electrodinâ
mica dos corpos em movimento. 

Seja ainda feita uma breve referência ao facto de se poder 
deduzir das equações q~e desenvolvemos a seguinte e impor
tame proposição: se um corpo electricamente carregado 
se move de qualquer modo no espaço, e se a sua carga, durante 
esse mov imcnto, se mantiver constante para quem a observe 
dum sistema de coordenadas que acompanhe o movimento 
do corpo, ·então ela ficará também constante para quem a 
observe do sistema cm repouso. 

§ 10. Dinâmica do electrão (lentamente acelerado) 

Suponhamos que num campo electromagnético se move 
uma particula puntiforme, dotada de uma carga eléctrica t 

(a que daqui por diante ·passaremos a chamar «electrio»). 
Acerca da lei do seu movimento limitar-nos-emos a faur 
a seguinte suposição: se o electrão estiver em repouso num 
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determinado instante, o seu movimento no intervalo de tempo 
que se segue será definido pelas equações 

onde x, y, z representam as coordenadas do electrão c JJ. 

representa a sua massa, enquanto o movimento for lento. 
Passemos agora a supor que num dado instante o clec

trio já se encontra animado da velocidade v e procuremos 
a lei do movimento no intervalo de tempo que imediata
mente se segue a esse instante. 

Sem com isso afectarmos a generalidade dos racioci
nios, podemos, e vamos, admitir que o electrão, no instante 
em que o examinamos, se encontra na origem das coorde
nadas, e se move com a velocidade v ao longo do eixo ...... do 
sistema K. É então evidente que o electrão no instante con
siderado (I = O) está em repouso em relação a um sistema 
de coordenadas k animado de movimento de translação ao 
longo do eixo X, com velocidade constante 11 . 

Da suposição acima feita, em combinação com o prin
cipio da relatividade, · resulta claro que o electrão no inter
valo de tempo imediatamente seguinte (para pec1uenos valo
res de I) se move, quando observado do sistema k, segundo 
as equações: 
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onde as letras ~. Yl, ~.-r, X', Y', Z', se referem ao sistema .t. 
Se convencionarmos agora que para t = x = .J = z = O e 
-r=~= '1l =~=O, são válidas as transformações dos §§ 3 
e 6, entlo teremos: 

-r=fl(t-;,x) ; 

~ = fl(x-vt), 

Yl=.J, 

~ =z, 

X'=X, 

Y' =fl(Y-~N), 

Z' = jJ ( Z + ~ M) . 

Por meio destas equações transformaremos as anteriores 
equações de movimento, passando do sistema k para o sis
tema K. Obteremos: 

(A) 

Procuremos agora, cedendo a concepções habituais, 
a «massa longitudinal» e a «massa transversal» do electtlo 
em movimento. 

Escrevamos as equações (A) na forma 

p.fl3 ~;=eX= eX', 

•'-fl2 tl'y =e fl(Y- .!... N) ·= e Y', r J~ · V 
iJ' 

p.fl2 Jt~ = efl(Z + ~ M) = eZ' 
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e comecemos por notar que eX', tY', eZ' alo as componentes 
da força ponderomotriz que actua sobre o decttlo, consi
deradas, claro está, num sistema que nesse instante se move 
com o decttlo, . tendo uma vdocidade igual à dde. (Esta 
força podia, por exemplo, ser medida com um dinamómetro 
de mola, em repouso relativamente ao referido sistema.) 
Se chamarmos simplesmente a esta força «força actuante 
sobre o dectrio» *, se mantivermos a equaçlo ·massa x ace
leraçlo = força, e se, além disso, estipularmos que a ace
leraçlo seja medida no sistema em repouso K, obteremos, 
das equações anteriores: 

massa transversal = ( 
11 

) , • 

t- v 

É claro que se obteriam outros valores para as massas 
se se empregassem outras definições para a força e para 

· a acderaçlo. 
Isto mostra-nos que se deve proceder com muita pru

dência na comparaçlo das diferentes teorias do movimento 
do decttlo. 

Note-se que estes resultados relativos à massa também 
slo válidos para pontos materiais ponderáveis, porque um 
ponto material ponderávd pode ser convertido num dec-

• A definiçio aqui dada para a força não é vantajoa, como 
Planck foi o primeiro a mostrar. Convém antes <:ldinit força de tal modo 
que os prindpioa da quantidade de movimento e da energia adquiralr 
a forma mais simples poasfvel. . 
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trio (no sentido que damos a esta palavra) desde que lhe 
adicionemos uma carga eléctrica arbitràriallltnlt pttpl#ll4. 

Vamos agora calcular a energia cinética do electrio. 
Se um electrão se move sobre o ejxo X, sob a solicitação de 
uma força .electrostática X, tendo partido, sem velocidade 
inicial, da origem das coordenadas, é claro que a energia 
subtra1da ao campo electrostático tem o valor J E Xdx. Como 
o electrio deve ser acelerado lentamentç e, por isso, não pode 
ceder nenhuma energia em forma de radiação, segue-se que 
a energia subralda ao campo electrostático deve ser igualada 
à energia do movimento, W, do· electrão. Depreende-se 
daqui, tendo em vista que durante todo o processo do movi
mento é válida a primeira das equações (A), que 

W é assim infinitamente grande para v = V. Velocida
des superiores à luz não têm, pois, como nos nossos anterio
res resultados, possibilidade de existir. 

Também para massas ponderáveis esta expressão da 
energia cinética deve ser válida em virtude do argumento 
acima apresentado. 

Vamos agora enumerar as propriedades do movimento 
do electrão que resultam do sistema de equação (A) e que 
são acesslveis à experiência. 

1. Da segunda equação do sistema (A) deduz-se que 
uma força eléctrica Y e uma força magnética N têm uma acção 
deflectora igualmente intensa sobre um electrio que se move 
com a velocidade v, desde que seja Y = N.t!fV. Vê-se assim 
que a determinação . da velocidade do electrio a partir da 
relação entre o poder deflector magnético A'" e o poder 
deflector eléctriCo A. se torna posslvel dentro da nossa 
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teoria, q~quer que essa velocidade seja, desde que se a,pli
que a lei: 

Esta relaçio pode ser comprovada pela experi~cia, 

porque a velocidade do electrio também pode ser medida 
directamente, por exemplo por meio de campos eléctricos e 
magnéticos de oscilaçio rápida. 

2. Da dedução fclta para a energia cinética do electrio 
resulta que entre a queda de potencial experimentada por 
este e a velocidade que ele atinge deve ser válida a relaçio : 

3. Calculemos o raio de curvatura R da trajectória do 
electrão quando sobre ele actua (como única força deflec
tora) uma força magnética N perpendicular à sua velocidade. 
Da segunda das equações (A) resulta : 

ou R=Vl~ 

Estas tres relações formulam de um modo completo 
as leis segundo as quais o electrão deve mover-se de acordo 
com a presente teoria. 

Concluindo, tenho a manifestar ao meu amigo e colega 
M. Besso o meu agradeciménto pela sua colaboração nos 
problemas aqui tratados e pelas suas muitas e valiosas suges
tões. 
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Notas do Tradutor 

1) No texto alemão figuram, por lapso, em vez destas igualdades, 
as seguintes : 11 = - oo , ~ = oo . 

2) No texto alemão figura, no primeiro membro, cos y em vez 
de cos , •. 

~) No texto alemão não aparece o sinal 
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A INÉRCIA DE UM CORPO 
SERÁ DEPENDENTE DO SEU CONTEúDO 

ENERGÉTICO?* 

Os resultados da invesúgação anterior levam a uma con
sequência muito interessante, que aqui vai ser deduzida. 

Baseei-me para isso nas equações de Maxwell-Hert7: 
para o espaço vazio, juntamente com a expresdo de Maxwell 
para a energia electromagnéúca do espaço e, além disso, 
no principio seguinte: 

As leis segundo as ·quais os estados dos sistemas flsicos 
se modificam mo se alteram se, em vez de um dado sistema 
de coordenadas de referência, se adoptar outro que se des
loque paralelamente ao ·primeiro, em movimento de trans
lação uniforme (principio da relaúvidade). 

Apoiado nestas bases ** deduzi, entre outros, o seguinte 
resultado (loc. cit. § 8) : 

Seja I a energia possulda por um sistema de ondas pla
nas referido ao sistema de coordenadas (x, y, z); lP o ângulo 
da direcção dos raios (normal às ondas) com o eixo do x 

do sistema. Introduzamos um novo sistema de coordenadas 
~. Yl, ~), que, em relação ao sistema (x, y, z), esteja animado 
de translação paralela uniforme, e cuja origem se desloque 
ao longo do eixo do x com a velocidade v. Então, a referida 

• Exualdo de Ann. d. Phys. 17 (1905). 
• • O principio utilizado da constância da velocidade da luz 

es~, natunlmente, impllcito nas equações de Maxwell. 
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quantidade de luz - medida no sistema (~. ·n, ~) - pos
suirá a energia: 

onde V representa a velocidade da luz. Utilizaremos no que 
se segue este resultado. . 

Suponhamos agora que no sistema (x, y, z) se encontra 
um corpo em repouso cuja energia - considerada no sis
tema (x, y, z) - é E0 • Seja H0 a energia do corpo em rela
çio ao sistema ~. '1), ~) que, como se disse acima, se move 

com a velocidade "· 
Admitamos que este corpo emiteondas planas, de ener

gia Lf2 (medida em rclaçio a [x,y, zD numa direcçio que faz 
o ângulo IJI com o eixo do x e emite, ao mesmo tempo, uma 
quantidade . de luz de igual grandeza na direcçio oposta, 
continuando · o corpo, entretanto; em repouso em relaçio 
ao sistema (x, y, z). O prindpio da energia deve ser apli
cável a este processo, e isto em relaçio aos dois sistemas 
de coordenadas, de acordo com o prindpio da relatividade. 
Se designarmos por E 1 e H 1 a energia do corpo após a emis
sllo de luz, medida respectivamente em relaçio aos sistemas 
(x, y, z) e ~. Yl, ~), obteremos, utilizando a relaçio acima 
apresentada: 

E o = E 1 + [ ~ + ~], 

[

L 1 - ir cos y L 1 + ir cos '? J 
Ho=Ht+ 2.yt-(;,)'+2yt-(;,)' = 

. L 

= Ht + Jt -(;,)'· 
[ 88] 



Por subtracção destas equações, obtém-se: 

') 
As duas diferenças, de forma H- E, que entram nesta 
expressão têm significados flsicos simples. H e E são valores 
da energia do mesmo corpo, considerados a partir .de dois 
sistemas de coordenadas que entre si tem movimento rela~ 

tivo, encontrando-se o corpo em repouso num dos sistemas 
(sistema (x, y, z) ). É então claro que a diferença H- E 
só pode diferir da energia cinética do corpo, considerada 
em relação ao outro sistema (sistema~. Yl, ~), por uma cons
tante aditiva C, que depende da escolha das constantes aditi
vas arbitrárias das energias H e E. Podemos, pois, escrever: 

H0 -E0 = K0 +C, 
H 1 -E1 =K1 +C, 

visto que C não se modifica durante a emisslo de luz. Obte
remos assim: 

A energia cinética do corpo em relaçlo a «. 'tl, ~) dimi
nui em consequencia da emisslo de luz, e essa diminuiçlo 
tem um valor independente das qualidades do corj>o. A dife
rença K0 - K 1 depende, além disso, da velocidade, do mesmo 
modo que a energia cinética do electdo (loc. cit. § 10). 
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Desprezando quantidades de quarta ordem e ordens 
superiores, podemos pôr : 

Desta equação resulta imediatamente o seguinte: 
Se um corpo perder a energia L em forma de radiação, 

a sua massa sofre a diminuição LfV2. É claro que nada 
importa ser ou não directa a transformação da energia salda 
do corpo em energia de radiação, de modo que somos assim 
conduzidos às seguintes conclusões gerais: 

A massa de um corpo é uma medida do seu conteúdo 
energético; se a energia sofrer uma variação igual a L, a sua 
massa sofrerá, no mesmo sentido, uma variação igual a 
Lf9.1020, se a energia for medida em crgs e a massa em 
gramas. 

Não está fora do possfvel que,. em corpos de conteúdo 
energético altamente variável (por exemplo, os sais de rádio), 
se venha a encontrar uma prova a que esta teoria se possa 
sujeitar. Se a teoria corresponder aos factos, então a radia
ção é um veiculo de inércia entre os corpos emissores e os 
absorventes. 
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· ESPAÇO E TEMPO 





ESPAÇO E TEMPO* 

Meus Senhores: As considerações sobre espaço e tempo 
que desejo expor-vos brotaram do terreno da física experi
mentaL A1 reside a sua força. A sua tendência é radical. 
Daqui em diante os conceitos de espaço e de tempo, consi
derados como autónomos, vão desvanecer-se como sombras 
e somente se reconhecerá existência independente a uma espé
cie de união entre os dois. 

I 

Para começar, desejo explicar como . é que, por meio de 
considerações puramente matemáticas, e partindo da mecâ
nica actwllmente aceite, se pode chegar a novas ideias sobre 
o espaço e o tempo. 

As equações da mecânica de Newton apresentam uma 
dupla invariância. Devem conservar a sua forma, em pri
meiro lugar, quando se imprime ao sistema de coordenadas 
espaciais adoptado uma mlllianfa dt po.rifãO arbitrária; em 
segundo lugar, quando há mudança desse sistema pelo facto 
de ele estar em movimento, desig~damente quando se lhe 
comunica uma tranrlarão tmiforme qualquer: não desempe-

* Conferência pronunciada perante o 80.0 Congresso dos natu
ralistas e médicos alemães de Colónia, em 21 de Setembro de 1908. 
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nhando assim nenhum papel a origem tomada para a medi
ção dos tempos. Que seja tão raro fazer menção conjunta 
destas duas invariâncias explica-se com o facto de já nos 
termos habituado a passar por cima dos axiomas da geome
tria como de verdades evidentes, na altura em que nos sen
timos maduros para os axiomas da mecânica. Cada uma delas 
representa para as equações diferenciais da mecânica um deter
minado grupo de transformações em. si próprias. A existên
cia do primeiro grupo considera-se como uma propriedade 
fundamental do espaço. Quanto ao segundo, prefere-se 
ignorá-lo, passando-se sem discussão sobre o facto de a obser
vação de fenómenos físicos não permitir decidir se o espaço, 
pressuposto em repouso, não ~e encontra, afinal, em trans
lação uniforme. Aqueles dois grupos levam, assim, ao lado 
um do outro, vida compl~ente independente. O seu carác
ter tão heterogéneo deve ter desencorajado qualquer tenta
tiva para fazer a sua composição. Mas é precisamente o grupo 
completo, proveniente dessa composição, e considerado 
como um todo, que nos dá matéria para meditação. 

Vamos procurar apresentar gràficamente a questão. 
Sejam x, y, z coordenadas rectangulares para o espaço, e t 
o tempo. Lugares e tempos nunca se apresentam à nossa 
observação senão unidos entre si. Nunca se observa um lugar 
sem ser num determinado instante, nem um instante sem ser 
num determinado lugar. Mas continuarei a respeitar · o dogma 
de que o espaço · e o tempo têm significado independente. 
Chamarei ponto 1111iverso a um ponto do espaço num determi-·· 
nado instante, isto é um sistema de valores x, y, z, t. A mul
tiplicidade (<<Mannigfaltigkeit>>) formada por todos os sis
temas de valores imagináveis para x, y, z, t chamarei UNI
VERSO («Welt>>). Poderia, a traço audaz 1), lançar no qua
dro quatro eixos de universo. Se o traçado de 11m só eixo, 
constituido por tantas moléculas em buliçoso movimento 
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vibratório, participante ainda por cima na viagem da Terra 
através do espaço, implica já uma abstracção tão grande, por 
que há-de o matemático perturbar-se com a abstracção um 
pouco maior proveniente de o número de eixos passar a qua
tro? Para não deixar em parte nenhuma o tédio do vazio, 
admitiremos que algo perceptivel se nos apresenta em 'todos 
os locais e em todos os instantes. Para não lhe chamar «maté
ria» ou «electricidade», utilizarei para este «algo» a palavra 
«substância>>. 

Dirijamos a nossa atenção para o ponto substancial situado 
no.ponto do universo x,y, z, I e admitamos que temos maneira 
de reconhecer este ponto substancial em qualquer outro ins
tante. Sejam dx, 4J, dz as variações das coordenadas espaciais 
deste ponto substancial correspondentes ao elemento tem

poral di; obteremos então, como imagem, por assim dizer, 
da vida eterna do ponto substancial, uma curva traçada no 
universo, uma linha tÚ universo, cujos pontos se podem deter
minar univocamente em função ·do parâmetro I, · variável 
de- oo a + oo . Todo o universo se apresenta resolúvel 
em tais linhas de universo e, antecipando-me, direi desde 
já que, na minha opinião, as leis da física devem encontrar 
a sua expressão mais perfeita em relações reciprocas entre 
estas linhas de universo. 

Pelos conceitos de espaço e tempo ficam separados na 
multiplicidade x, y, z a parte correspondente a I = O e as 
partes laterais, correspondentes a t > O e a I < O. Se, por 
simplicidade, considerarmos fixa a origem de espaços e 

tempos, então o primeiro grupo da mecânica que mencio
námos significa que podemos imprimir aos eixos x, y, z em 
1 = O uma rotação arbitrária em volta da origem, corres
pondente às transformações lineares e homogéneas da expressão 

x2 + y2 + z2 
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em si própria. O segundo grupo, porém, significa que nós, 
igualmente sem modificar a expressão das leis da mecânica, 
podemos substituir 

x, y, z, t por x- a.t, y- .Pt, z - 1'• t 

com valores arbitrários para as constantes a., .P, 1· Ao eixo 
do tempo pode, por consequência, ser dada uma direcção 
completamente arbitrária orientada para a 'metade supe
rior (t > O) do universo. Como é que se pode agora con
ciliar a condição da ortogonalidade espacial com esta com
pleta liberdade do eixo do tempo dirigido .para cima? 

Para estabelecer essa ligação, tomemos um parâmetro 
positivo ç e consideremos a imagem de 

ç2t2-x2-y2-z2 = 1. 

É formada por duas folhas, separadas por i= O, segundo 
a analogia com o hiperbolóide de ·duas folhas. Consideremos 
a folha situada na região t > O e · tomemos aquelas transfor
mações lineares e homogéneas de x, y, z, t em quatro novas 
variáveis x', y', .z', t',' para as q~ais a expressão desta folha 
mantém a sua forma. A estas transformações pertencem, 
evidentemente, as rotações do espaço em volta da origem 
das coordenadas. Das restantes, obteremos imediatamente 
completa compreensão se considerarmos uma para a qual 
y e z não sofram modificação. Desenhemos (fig. 1) a intersec-
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ção da folha considerada com o plano dos eixos x e t, ou seja, 
o ramo superior da hipérbole c2t2 - x2 = 1 com as suas 
asslntotas. Tracemos depois, a partir da origem O, um raio 
vector arbitrário OA' deste ramo de hipérbole; tracemos 
também a tangente em A' à ' hipérbole, até encontrar em B' 
a assfntota da direita; completemos OA'B' até formar 
o paralelogramo OA'B'Ç' e, finalmente, para uso ulterior, 
prolonguemos B'C' até à intersecção D' com o eixo do x. 
Se agora tomarmos OC' e OA' como eixos de coordena
das obliquas, x' e t', com as escalas OC' = 1, OA' = 1fc, 
então o ramo de hipérbole considerado terá novamente a 
expressão c2t'2 -x'2 = 1, t' > O e a passagem de x, y, z, t para 
x', y, z, I' será uma das transformações em questão. Acres
centamos agora ainda às transformações que caracterizámos 
os deslocamentos arbitrários da origem de espaços e tempos e 
constituiremos assim um grupo de transformações que, 
estando evidentemente ainda na dependência do parâmetro c, 
designarei por Gc. 

Se deixarmos agora c crescer indefinidamente e, portanto, 
1fc convergir para zero, vê-se na figura que o ramo da hipér
bole cada vez se aproxima mais do eixo do x, o ângulo das 
asslntotas tende para um ângulo raso, e aquela transformação 
especial converte-se, no limite, numa transformação em que 
o eixo t' pode ter uma direcção arbitrária para cima, e x' se 
aproxima cada vez mais de x. É claro, em vista disto, que do 
grupo Gc se obtém no limite, para c = oo, portanto como 
grupo G..,, exactamente o grupo completo que corresponde 
à mecânica newtoniana. Sendo assim, e visto que Gc é mate
màticamente mais inteligivel que G ..,, bem poderia um mate
mático, dando largas à sua imaginação, ter atingido a ideia 
de que, afinal, os fenómenos da Natureza não possuem de 
facto invariância em relação ao grupo G.. mas sim em rela
ção a um grupo Gc com um determinado valor para c, que 
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é finito, embora extremamente grande quando expresso em 
unidades habituais. 

Uma tal intuição teria sido um extraordinário triunfo 
para a matemática pura. Neste caso, ela limitou-se a mani
festar a sua aptidão para a redescoberta 2); mas~ graças às 
felizes antecipações que lhe permitem os seus sentidos apura
dos para vistas de grande alcance, ela poderá ainda encontrar 
satisfação na sua capacidade para prontamente apreender 
as consequências profundas de uma tal transformação da 
nossa concepção da Natureza. 

Indicarei desde já qual é o valor de f que adiante con
cluiremos dever tomar~se: é o valor da veloridade de propaga
fão da 1uz no espt1fo vazio. 

Definida de outro modo, para evitar referências ao espaço e 
ao vazio, esta grandeza f é a relação entre a unidade electro
magnética e a unidade electrostática da quantidade de elec
tricidade . 

. . A natureza Ja invariância das leis da Natureza para 
o respectivo grupo Gc seria agora considerado do seguinte 
modo: 

Da totalidade dos fenómenos da Natureza pode-se infe
rir por aproximaçQes sucessivas, com exactidão cada vez 
maior, um sistema de referência x,y, z, t- espaço e tempo -
mediante o qual estes fenómenos se apresentem de acordo 
com leis definidas. Ma8 este sistema de referência não fica 
de modo nenhum univocamente determinado pelos fenóme
nos. Pode-se imprimir ao sistema de referlnria fjfl4/qlltr altert1fãO 
que fo"esponda às transformt1fões do referido grupo Gc, sem que, 
por em ja&to, se modifique a expressão das leis da Natureza. 

Poderemos, por exemplo, em . referência à figura que 
descrevemos, tomar como tempo a coordenada t' mas, em 
conjugação com isso, teremos então de definir o espaço pela 
multiplicidade dos três parâmetros x', y, z, e então as leis 
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da Física exprirnir-se-ão exactamente da mesma maneira por 
meio de x', y, z, t' ou por meio de x, y, z, t. Sendo assim, 
não mais terlamos no universo o espaço, mas sim um número 
infinito de espaços, do mesmo modo que no espaço tridi
mensional há um número infinito de planos. A geometria 
·tridimensional torna-se então um capitulo da física tetra
dimensional. E compreende-se agora por que é que eu diss(: 
no principio que espaço e tempo se devem desvanecer como 
sombras e só um universo único subsistirá. 

II 

Pergunta-se agora: quais são as circunstâncias que nos 
impõem esta união de espaço e tempo? Não contradiz ela 
nunca a experiência? E, finalmente, trará ela vantagem para 
a descrição dos fenómenos? 

Antes de entrar nestas questões, farei uma observação 
importante. 

Se tivermos individualizado de qualquer modo o espaço e 
o tempo, a um ponto substancial que esteja em repouso cor
responderá como linha de universo uma recta paralela ao 
eixo do I, a um ponto substancial em movimento uniforme 
uma recta inclinada em relação ao eixo do I, e a um ponto 
substancial em movimento variado uma linha de universo 
curva. Se considerarmos para um ponto de universo arbi
trário, x,y, z, I, a linha de universo que por ele passa, e verifi
carmos que a{ ela é paralela a um raio vector qualquer OA' 
da folha de hiperbolóide anteriormente mencionada, pode
remos tomar OA' como novo eixo dos tempos e então, 
com os novos conceitos de espaço e tempo assim formu
lados, a «substância» apresenta-se em repouso no ponto de 
universo que foi considerado. Introduziremos agora este 
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axioma fundamental: A substânria que se apresenta num ponto 
de 1111iverso q~~alquer pode ser sempre reduzida, por meio de ilma deji
nifãO apropriada do espafO e do tempo, ao estado de repouso. 

O axioma significa que em cada ponto do universo 
a expressão 

c2dt2- dx2- 4J2- dz2 

é sempre positiva ou, . o que significa o mesmo, que toda 
a velocidade v se mostra sempre mais pequena que c. Deste 
modo, c apresentar-se-ia como limite superior para todas 
as velocidades substanciais, e aqui estaria, precisamente, . 
o s.ignificado profundo da grandeza c. Com este outro aspecto, 
o axioma apresenta-se, à primeira vista, pouco satisfatório. 
Mas deve ·notar-se que se ·vai agora estabelecer uma mecâ
nica modificada, na qual intervém a raiz quadrada daquela 
combinação diferencial do segundo grau, de modo que os 
casos de velocidades superiores à da luz desempenham ape
nas um papel comparável ao que desempenham em geome
tria as figuras com coordenadas imaginárias. 

Ora o impulso e verdadeiro móbil para se admitir o grupo Gc 
proveio de que a equação diferencial da propagação da luz 
no espaço vazio possui aquele grupo Gc *· 

Por outro lado, o conceito de corpo rlgido só tem signi
ficado numa meclnica que admite o grupo G oo. Se tivermos 
uma óptica com Gc e houver, por outro lado, corpos rlgi
dos, é fácil ver que uma mesma direcção de I seria distin
guida pelás duas folhas de hiperbolóide correspondentes a 
Gc e a G 

00 
e isso teria a ulterior consequência de que, usando 

no laboratório instrumentos ópticos rígidos apropriados, 

* Uma aplicação deste facto encontra-se já, essencialmente, 
cm W. Voigt, Gõttinger Nachr. 1887, pág. 41. 
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se deveria verificar alteração nos fenómenos . quando se modi
ficasse a orientação deles em relação à direcção do movimento 
terrestre. Todos os esforços feitos com este objectivo, em 
especial uma célebre experiência interferencial de Michelson, 
tiveram no entanto resultado negativo. Para obter uma expli
cação disto, estabeleceu H. A. Lorentz uma hipótese, cujo 
êxito reside precisamente na invariância da óptica para o 
grupo G.. Segundo Lorentz, cada corpo que possua movi
mento deve ter sofrido uma contracção na direcção deste 
movimento, contracção essa que, para a velocidade 11, se faz 
na razão de: 

1:·11-~· v ç~ 

Esta hipótese soa ao mais extraordinário fantástico, porque, 
para ela, a contracção não aparece como· qualquer coisa que 
possa por exemplo resultar da resistência oposta pelo éter, 
mas antes como algo que misteriosamente, como se catsse 
do céu, se vem sobrepor às circunstâncias do movimento. 

V ou agora mostrar com a nossa figura que a hipótese 
de Lorentz equivale inteiramente à r.Jva concepção de espaço e 
tempo, o que a toma muito mais inteligível. Para simplificar, 
ponhamos de parte as coordenadas y e .z e imaginemos um uni
verso a uma só dimensão espacial. Consideremos um corpo 
em repouso e outro em movimento uniforme e suponhamos 
que em cada um deles se mantém constante a sua extensão 
espaciaL Então, as imagens dos seus cursos no espaço e tempo 
serão respectivamente (fig. 1) duas faixas em forma de para
lelogramo, uma orientada como o eixo do t, outra inclinada 
em relação a ele. Se OA' for paralela à segunda destas fai
xas, poderemos introduzir t' cõmo coordenada temporal e 
x' como coordenada espacial; e então o segundo corpo apre
sentar-se-á em repouso e o primeiro em movimento uniforme. 

[ 101] 



Suponhamos que o primeiro corpo, quando considerado em 
repouso, tem o comprimento I, isto é, que a secção PP da 

primeira faixa, sobre o eixo de x, é igual a I. OC onde OC 
representa a unidade de medida sobre o eixo do x; e que, 
po~ outro lado, o segundo corpo, qttando considerado em repottto, 
.tem o mesmo comprimento I: o que significa que a secção 

da segunda faixa medida paralelamente ao eixo do x' é 

Q'Q' =I. OC'. Os dois corpos podem agora ser tomados 
como imagens de dois electrões de Lorentz, iguaif, um em 

repouso, outro em movimento uniforme. 
Se cm vez de usarmos o sistema de coordenadas x', t', 

mantivermos o sistema original, então deverá tomar-se como 

dimensão do segundo electrão a secção QQ, paralela ao eixo 
do x, da faixa que lhe ~orresponde. Ora, como Q'Q' = I. OC', 
resulta evidentemente QQ =I. OD'. Se tomarmos para 

a segunda faixa ~~ = v, um cálculo fácil conduz a 

OD' = OC . . I 1 _v: , e portanto também a PP: QQ = v ,_ 
= 1 : • I 1 _ ~ . Mas isto é a afirmação da hipótese de v çt 

Lorentz a respeito da contracção dos electrões em movimento. 
Se suposermos, por outro lado, que é o segundo electrão 
que está em repouso, e adoptarmos portanto como sistema 
de referência x', 1', então deveremos tomar como compri
mento do primeiro a secção P' P', paralela a OC', da sua 
faixa, e encontraremos o primeiro electrão contraído em rela
ção ao segundo, exactamente na razão indicada; porque se tem 
na figura 

P'P' : Q'Q: = OD : OC' = OD' : OC = QQ: PP. 

Lorcntz chamou tempo local do electrão em movimento 
uniforme à união t' de x e t, e aplicou uma construção fisica 
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deste conceito para obter uma melhor compreensão da hipó
tese da contracção. No entanto, é a Einstein que se deve 
ter claramente reconhecido que o tempo de um dos elec
trões é tão bom. como o do outro, de modo que é perfeita
mente equivaler.te utilizar t ou t'. Isto fez com que o tei:npo 
perdesse a sua posição de conceito determinado de maneira · 
univoca pelos fenómenos. Quanto ao conceito de espaço, 
nem Einstein nem Lorentz o atacaram, talvez por· ser pos
sível interpretar a transformação especial acima · referida, 
na qual o plano x, I coincide com o plano x' t', por meio de 
uma mudanÇa de coordenadas em que o eixo do x mantém 
a sua posição. Tentar fazer para o conceito de espaço o que 
se fez para o tempo poderá ser considerado mera e temerá
ria aventura matemática. No entanto, este passo parece-me 
indispensável para a verdadeira compreensão do grupo Gc e, 
depois de ele ter sido dado, a designação Postulado da Rela
tividade parece-me demasiado frouxa para o que é exigido 
por uma invariância com o grupo Gc. Como o conteúdo 
do postulado consiste na afirmação de que só um universo 
quadridimensional, formado de espaço e tempo, é revelado 
pelos fenómenos, ficando-nos porém uma certa liberdade 
para o projectarmos no espaço e no tempo, eu preferiria 
para esta proposição o nome de Postulado do Universo Abso
luto (ou, abreviadamente, o de Postulado do Universo). 

III 

Com o Postulado do Universo, torna-se possível um tra
tamento equivalente das quatro coordenadas x, y, z, t. 
Com isso ganham em inteligibilidade, como agora vou mos
trar, as formas apresentadas pelas leis da física. Em parti
cular o conceito de acelerafãO adquire uma forma nitidamente 
destacada. 
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Utilizarei uma exposição geométrica, que ocorre natu
ralmente, se abstrairmos tàcitamente de .z no terno x, y, .z. 
Tomarei como origem do espaço-tempo um ponto arbitrá
rio O do Universo. O cone 

c2t2-x2-y2...:....z2 =O 

cujo vértice é O (fig. 2) compreende duas partes, uma com 
valores I < O, outra com valores I > O. Diremos que a pri
meira, o cone anterior a O, é formada por todos os pontos 

Pil· 2 

do Universo que «1n11iam luz para 0>>; a segunda, o cone pos
terior a O, por todos os pontos do Universo que «recebem 
luz de 0>>. A região encerrada pelo cone anterior poderá 
chainar-se o «aquém 0» ( diesseits 11on· O), e a encerrada pelo 
cone posterior o «além O» {jenseits .11on 0) . No «além 0>> 
<<fica a folha de hiperbolóide já considerada 

F = c2t2-x2-y2-.z2 = 1, t >O. 

A região entre os cones será preenchida pelas figuras hiper-
boloidiformes de 1 folha · 

- F = x2 + y2 + .z2- c2t2 = k2 

correspondentes a todos os valores constantes e pos1t1vos 
de k2. São importantes. para nós as hipérboles de centro 
em O traçadas sobre as referidas figuras hiperboliodiformes. 
Os ramos isolados destas hipérboles poderão chamar-se 
abreviadamente hipérboles intercalarei de centro O. Um ramo 
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desses, tomado como linha de universo de um ponto substan
cial, representaria um movimento cuja velocidade tende 
assintoticamente para a velocidade da luz c para t = - oo e 
I= + oo. 

Se, por analogia com o conceito de vector no espaço, 
chamarmos agora vector a um segmento orientado na mul
tiplicidade de x, y, z, t, teremos que distinguir entre vecto
res do género temporal, cujas direcções vão de O para a folha 
+ F = 1, I> O, e vectores do género espacial com direcções 
de O para - F = 1. O eixo do tempo pode ser paralelo a 
qualquer vector da primeira espécie. Qualquer ponto de 
universo situado entre o cone anterior e o cone posterior 
de O tanto pode, mediante uma escolha adequada do sis
tema de referência, ser regulado para ser simultâneo de O, 
como para estar adiantado em relação a O ou atr.asado em rela
ção a O. Mas todo o ponto de universo aquém O está neces
sàriamente sempre adiantado, e todo o ponto além O está 
neccssniamente sempre atrasado em relação a O. A, passa
gem liminar c = oo corresponderia um achatamento com
pleto do entalhe cuneiforme entre os cones, transformando-o 
na multiplicidade plana I= O. Nos diagramas desenhados 
representou-se intencionalmente este entalhe com · larguras 
diferentes. 

Consideremos um vector arbitrário, por exemplo o que 
une O a x, y, z, t e áeéomponhamo-lo nas quatro componentes 
x, y, z, t. Se as direcções de dois vectores forem respectiva
mente a do raio vector O R de O para uma das superffcies 
=f F = O e a de uma tangente RS no ponto R da referida 
superficie, os vectores dizem-se normais entre si. Assim," 
a condição para que sejam normais dois vectores cujas com

ponentes são x,y, z, ·l e Xt ·Yt' Zt ·.'1 é 

c21ft - XXt - YYt- ZZt = O • 
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Para a medição de vectores em diferentes direcções, 
devem fixar-se as unidades de medida, atribuindo a um vector 
do género espaço dirigido de O para - F = 1 sempre 
a medida 1, e a um vector do género tempo · dirigido de O 
para + F = 1, t >O sempre a medida 1Jc. 

Se considerarmos agora, passando por um ponto de 
universo P(x,y, z, t), a linha de universo de um ponto subs
tancial, a medida do vector temporal elementar dx, t[y, dz, dt, 
disposto ao longo da referida linha, será 

1 
dT = 7 Vt2dt2-dx2-tfy2-dz2. 

Ao integral J d T = T desta quantidade, tomado sobre 

a linha de universo a partir de um ponto inicial fixo P0 até 
um ponto terminal variável P, chamaremos tempo próprio do 
ponto substancial em P. . 

Sobre a linha de universo consideremos como funções 
do tempo próprio todas as componentes x, y, z, t do vec
tor OP; designemos as suas primeiras derivadas em ordem a 
T por x,j, z, i, as suas segundas derivadas em ordem a T por 
x, j, t I; e aos vectores correspondentes a estas derivadas, 
isto é, à derivada do vector OP em ordem a T, e à derivada 
desta · derivada vectorial em ordem a T, chamemos respecti
vamente vedor velotidade em P e vutor aceleração em P. 

Teremos então 

ç2 i 2- ,(2 - j2 - z2 = c2, 
.2if-xx-jy-zz =o, 

isto é, o vector velocidade é o vector do género tempo de 
grandeza 1 na direcção da linha de universo em P; o vector 
aceleração em P é normal ao vector velocidade em P e é 
portanto sempre um vector do género espaço. 

Ora .existe, como é fácil de ver, um certo ramo de hipér-
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bole que tem em comum com a linha de universo três pontos 
infinitamente próximos e tem como assintotas geratrizes de 
um «cone anterior» e de um «cone posterior» (fig. 3 adiante). 

Chamemos a este ramo de hipérbole hipérbole de curva
tura em P. Em relação ao ponto M, seu centro, ela é urna hipér
bole intercalar. Se p for a grandeza do vector. MP, reco!the
cemos o vector aceleração em P CO!IJO sendo o vector de direcção MP e 
de grandeza c2fp. 

Se x, j, z, 'i forem todos nulos, a hipérbole de curvatura 
reduz-se . a uma recta tangente em P à linha de universo, e 
dever-se-á tomar p = oo. 

IV 

Para mostrar que a aceitação do grupo Gc para as leis 
da Fisica nunca conduz a uma contradição, é indispensá
vel empreender uma revisão de toda a física, baseada na 
postulação deste grupo. Esta revisão foi já levada a efeito 
com êxito, numa certa extensão, para q11estões de termo
dinâmica e de radiação calorifica *, para fenómenos electro
magnéticos e, finalmente, para a mecânica, sob condição de 
se preservar o conceito de massa **· 

Para este último dominio da física deve, antes de mais 
nada, pôr-se a seguinte questão: se uma força, cujas compo
nentes segundo os eixos espaciais são X, Y, Z, actua num 
ponto de universo P (x, y, z, t) cujo vector velocidade é 
x, j, z, i, como é que se deve conceber a sua transformação, 
quando se mudar de modo arbitrário o sistema de referência? 

* .M. Planck, Zur Dynarnik ,bewegter Systeme, Bcrliner Ber. 
1907, pág. 542 (também Ann. d. Phys. 26 (1908), pág. 1). 

** H. Minkowski, Die Grundgleichungen für die elektro
magnetischen Vorgãnge in bewegten Kõrpern, Gõttinger Nachr. 1908, 
pág. 53. 
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Ora existem certas conjecturas comprovadas, referentes 
à força ponderomotriz no campo electromagnético nos casos 
em que não oferece dúvida a admissibilidade do grupo G., 
as quais levam à aceitação da simples regra que se segue: 

Sempre q11e se m11de tk sistema de referênda, a Jor(a que se con
siderava no sistema primitivo está reladonaàa tk tal modo com 
a for(a qm tkve ser considerada no novo sistema qm, na tranifor-
11JafãO tk 11ma na Olltra, permanece invariável o vector de componentes 

ix, iY, iz, ir, 

sendo T = _;. ( ~ X + ~ Y + ~ z) 
ç- I I I 

a potênda dinâmica, dividida por c2, da Jor(a no ponto tk 11niverso • 
. Este vector é sempre perpendicular ao vector veloci

dade em P. 
Chamaremos a um vector desta espécie, correspondente a 

uma força em P, vector1or(a motor («bewegender Kraftvektor») 
em P. 

Suponhamos agora que a linha de universo que passa 
pelo ponto P é descrita por um ponto substancial de maua 
mecânica._ constante m. 

Des.lgnemos por vútor-imp11lsão em P (dmpulsvektoo>) 
o vector velocidade em P multiplicado por m; e por vec
tor1or(a do movimento («l(raftvektor der Bewegung>>) em P 
o vector aceleração em P multiplicado por m: De acordo 
cqm estas definições, enuncia-se do seguinte modo a lei 
a que obedece o movimento de um ponto dotado de massa 
sob a acção de um dado vector força motor *: 

O vector1or(a do movimento I ig11al ao vector1or(a motor. 
Esta asserção condensa quatro equações para as compo

nentes segundo os quatro eixos, podendo a quarta ser con-

* H. Minkowski, loc. cit., pAg. 107. a. também M. Planck. 
Verh. d. Physik. Ges. 4 (1906), pAg. 136. 
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siderada consequência das primeiras três, visto os dois vec· 
tores anteriormente mencionados serem ambos «a priori» 
perpendiculares ao vector velocidade. 

Em virtude do significado acima dado a T, a quarta 
equação exprime indubitàvelmente a lei da energia. Daqui 
resulta que se deve tomar como energia cinética do ponto 
dotado de massa o produto por c2 da componente do vector 
impulsão segundo o eixo do I. 

A expressão correspondente é 

nu2- = mc2 1 _!.__, dt IR JT ~ 

a qual, suprimida a constante aditiva mc2, é a expressão + mv2 
da mecânica newtoniana até quantidades da ordem 1fc2. 
Fica com isto patenteada de maneira flagrante a dependincia 
em que a energia se encontra do sistema de referência. Como, porém, 
o eixo do t pode ser tomado na direcção de qualquer vector 
do género temporal, segue-se por outro lado que a lei da 
energia, estruturada para todos os sistemas de referência 
possíveis, contém já todo o sistema das equações do movi
mento. Este facto conserva o seu significado quando, do 
modo já discutido, se fizer a passagem ao limite correspon
dente a c= oo, tendo assim importância para a construção 
axiomática da mecânica newtoniana. Sob este ponto de vista 
já o mesmo facto foi considerado por I. R. Schütz *. 

Pode-se estabelecer «a priori>> a relação da unidade de 
comprimento para a unidade de tempo, de tal forma que 
o limite natural das velocidades se torne c = 1. Se, feito isso, 
tomarmos em vez da variável I a variável s = {=t. I, 
a expressão diferencial quadrática de d-r2 toma a forma 

d-r2 = - dx2- dy2 .:_ dz2- Js2, 

• I. R. Schütz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie, 
Gõttinger Nachr. 1897, pig. 110. 
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que é perfeitamente .simétrica em x, ·y, z, s, transmitind~se 
esta simetria a todas as leis que não contradigam o postulado 
do universo. Deste modo, a essência deste postulado, pre
nhe de consequências matemáticas, pode enroupar-se na fór
mula mtstica: 

3.10S km= V -1 seg. 

v 
As vantagens trazidas pelo postulado do univçrso nllo 

podem talvez em nenhum exemplo documentar-se de maneira 
mais sugestiva do que nas acções emanadas, segundo a teoria 
de Maxwell-Lorentz, de uma çarga ellfJriça pontlkll animada 
tk 11111 movimento arbitrário. C~nsideremos a linha _ de universo 

'· .. ·•. 

de um tal electrão 
puntiforme de carga 
e, e introduzamos 
sobre ela o tempo 

próprio -r a partir de 
um ponto inicial 
qualquer. 

Para termos o 
campo criado pelo 
electrão num ponto 
de universo arbitrá
rio P h construamos 
o cone anterior rela
tivo a P1 (fig. 4). 
Este cone encontra 

rt1. 4. a linha de universo 
ilimitada do electclo, 

visto que as direcções desta são em todos os seus· pontos as 
de vectores do género temporal; e esse encontro dá-se evi-
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cientemente em um só ponto P. Tracemos a tangente em P à 

linha de universo e tiremos de P 1 a normal P1Q a esta tan
gente. Seja r a medida de P1Q. A medida de PQ deve então 
ser, de acordo com a definição de cone anterior, rfc. Ora o 
vector de direcção PQ e grandeza efr representa, pelas suas compo
nentes segundo os eixos x, y, z, o potencia/vector multiplicado por 
c, e pela sua componente segundo o eixo t o potencial escalar do 
campo criado por e, no ponto P 1• Nisto se baseiam as leis ele
mentares formuladas por A. Liénard e E. Wiechert *. 

Torna-se então claro que na descrição do campo pro
vocado por um electrão a decomposição cio campo em força 
eléctrica e força magnética é uma decomposição relativa ao 
eixo de tempo que for tomado. A maneira mais clara . de 
compreender esta descrição simultânea das dilas forças encon
tra-se numa certa analogia, ainda que incompleta, que ela 
tem com o torsor da mecânica. 

Ocupar-me-ei agora da acção ponderomotriz exercida por 
uma carga pontual, animada de um movimento qualquer, sobre outra 
carga pontual, igualmente animada tk um movimento arbitrário: 

Suponhamos que a linha de universo de um segundo 
electrão puntiforme d~ carga e1 passa pelo ponto do uni
verso P 1 • Determinemos P, Q, r como há pouco e ~eter
minemos em seguida (fig. 4) o centro M da hipérbole de 
curvatura em P e, finalmente, a normal MN tirada de M a 
uma recta que se supõe passar por P paralelamente a QP1 • 

Estabeleçamos agora, com origem em P, um sistema de 
referência do seguinte modo: o eixo t na direcçio PQ, 
o eixo x na direcção QP1 , o eixo y na direcção MN; deste 

* A. Li~d, Olamp ~lectrique et magn~tique produit par 
une charge concentr~ en un· point et anim~e d'un mouvement quelconque, 
L'Éclairage électrique 16 (1898) pág~. 5, 53, 106; E. Wiechert, Elektro
dynamische Elementargesetze, Arch. N=l. (2) 5 (1900), pjg. 549. 
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modo ficará finalmente determinada a direcção do eixo z 
pela normal ao~ eixos I, x, y. Seja x, j, z, I o vector acelera

ção em P e x1, j 1, Zl, i 1 o vector velocidade ·em P1 • 

Então, o vectorjorça motor exercido en1 P 1 pelo primeiro electrão 
im movimento arbitrário, e, sobre o segundo electrão em movimento 
arbitrário, eh terá a expressão 

na qual para as CO!llponentes nx, n,, ~z> n, do VICtor ~ se veri
ficam as três relações: 

e, como quarta condição, este vector R é normal ao vector velocidade 
em P 1 , sendo somente através desta condição que depende do refe
rido vector velocidade. 

Se compararmos esta proposição com prévias formula
ções * da referida lei elementar respeitante à acção ponde
romotriz de duas cargas puntiformes, não podemos deixar 
de reconhecer que as relações aqui consideradas só nas qua
tro dimensões revelam a sua essência íntima com inteira sim
plicidade, ao passo que só se manifestam através de uma ema
ranhada projecção quando impomos «a priori» o espaço a 
três dimensões. 

As perturbantes desarmonias que se encontram entre 
a mecânica de Newton e a electrodinâmica moderna desa
parecem da mecânica que foi reformada por forma a ficar 

* K. Schwarzschild, Gõttinger Nachr. 1903, p4g. 132; H. A. 
Lorentz, Enzyk.l. d. math. Wissensch. V, Art. 14, p4g. 199. 
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de acordo com o postulado do universo. Farei ainda breve 
referência à posição da lei newtoniana da atracção em relação 
a este postulado. Admitirei que, enquanto dois pontos dota
dos de massa, 111 e 1111> descrevem as suas linhas de universo, 
exercer-se-á de 111 sobre 111 1 um vector-força motor q~e obe
dece exactamente à lei cuja expressão acabámos de dar para 
os electrões, com a única diferença de que se deve agora 
substituir nela - ee1 por + 1111111 • Consideremos em par
ticular o caso de ser constantemente nulo o vector acele
ração de 111, o que nos permite introduzir então t por forma 
que 111 se apresente em repouso, ficando em movimento ape
nas 1111 , sob o efeito do vector-força motor procedente 
de 111. Se agora modificarmos este' vector, na forma que lhe 

foi dada, introduzindo-lhe o factor i· 1 = V 1 ; : , que até 

à ordem 1fc2 se pode tomar igual a 1, prova-se * que para 
as posições x1 , .Y1 , Z1 , de 1111 e suas variações no tempo 
se reencontram exactamente as leis de Kepler, somente com 
a alteração de que, 'em vez dos tempos t 1 , se devem intro
duzir os tempos próprios T1 de 1111 • 

Desta simples observação resulta que a lei de atracção 
proposta ligada à nova mecânica não se presta menos para 
explicar as observações astronómicas que a lei da atracção 
de Newton ligada à mecânica newtoniana. 

Também às equações fundamentais que regem os fenó
menos electromagnéticos nos corpos ponderáveis se conci
liam perfeitamente com o postulado do Universo. E, como 
noutro lugar hei-de mostrar, até mesmo a dedução dessas 
equações feita a partir das representações da teoria electró
nica, tal como foi ensinada por Lorentz, pode ser mantida 
em face do referido postulado. 

• H. Minkowski, loc. cit., pág. 110. 
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A validade sem excepção do postulado do universo é, 
creio eu, o verdadeiro cerne de uma imagem electromagné
tica do Universo. Entrevista por Lorentz, e posta a descoberto 
por Einstein, fica agora por completo à luz do dia. Na explo
ração das suas consequências matemáticas encontrar-se-ão 
'suficientes sugestões para verificações experimentais do pos
tulado. Essas verificações, manifestando uma harmonia 
pré-estabelecida entre a matemática pura e a . física, serão 
capazes de convencer até mesmo aqueles para quem o aban
dono de antigos pontos de vista seja antipático ou doloroso. 

Notas do Tradutor 

1) Traduziu-se assim a expressão (idiom!tica?) «mit kühner Kreide». 
2) Traduziu-se aqui por «aptidào para a redescoberta» a palavra 

alemã «Treppenwitz». 
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NOTAS 

Escusado será dizer que, ao fazer esta reedição da eonfe~ncia de 
Minkowski sobre o espaço e o tempo, não se ousou tocar em uma s6 
das palavras do seu texto. ·Nem · mesmo se inseriram nele chamadas de 
refe~cia às notas que se vão seguir, com receio de o prejudicar. 
De modo nenhum estas notas são essenciais; outro fim não ttm que 
não seja a remoção de pequenas dificuldades matemãticas de . calicter 
formal, que podem deparar-se no caminho que conduz às grandes ideias 
de Minkowski. Sobre a literatura relacionada com Minkowski apenas 
se faz refe~ncia ao que directamente se relacione com o objectivo da 
sua confe~ncia. Ainda hoje se pode objectivamente afirmar que, sob 
o ponto de vista flsico, nada do que Minkowski di% nessa conf~
cia precisa de ser retirado (excepto a nota final sobre a lei da atracção 
de Newton); o mesmo se não dirá quanto à posição epistemológica 
a tomar perante a concepção de Minkowski sobre o problema .do espaço e 
tempo mas, a meu ver, essa questão não toca essencialmente o compor
tamento flsico das coisas. 

1 -Pág. 100, linha 22. «Por outro lado, o conceito de corpo rígido 
a6 tem significado numa mednica que admita o grupo G 00 .» 

Esta afirmação ficou amplamente confirmada numa discussão a que 
deu lugar, um ano depois da morte de Minkowski, um trabalho do 
seu disdpulo Max Bom. Max Bom tinha definido (Ann. d. Phys. 30 
[1909], p:ig. 1) como corpo relativamente rígido um corpo que sofre. 
para qualquer dos seus elementos de volume, a contracção de Lorentz 
que corresponde à sua velocidade, sucedendo isso ainda mesmo que 
o movimento seja acelerado. Ehrenfest mostrou (Phys. Zeitschr. 10 
[1909], p:ig. 918) que um tal corpo não pode ser posto em rotaçlo; 
Herglotz (Ann. d. Phys. 31 [1910], pág. 393) e F. Nõther (Ann. d. Phys. 31 
[1910], pág. 919) mostraram ·que ele apenas dispõe de ~~graus de 
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liberdade para se mover. Procurou-se depois definir também um corpo 
relativamente rlgido de seis ou nove graus de liberdade. Em oposi
ção a isto, Planck (Phys. Zeitschr 11 [1910], pág. 294) exprimiu o ponto 
de vista de que a teoria da relatividade só pode operar sobre corpos 
m3.is ou menos chisticos e Laue (Phys. Zcitschr. 12 [1911 ], pág. 48) 
demonstrou com os métodos de Minkowski relacionados com a fig. 2 
desta conferência que, na teoria da relatividade, cada corpo sólido deve 
possuir um número infinito de graus de liberdade. 

Por fim, Herglotz (Ann. d. Phys. 36 [1911], pág. 453) desenvolveu 
uma teoria da elasticidade telativista, segundo a qual surgem tensões 
elásticas sempre que o corpo durante o movimento se não comporta 
como relativamente rlgido no sentido de Bohr. O corpo relativamente 
rlgido desempenha assim nesta teoria da elasticidade o mesmo papel que 
o corpo rígido tradicional na teoria da elasticidade habitual. 

2- Pág . . 102, linha 16. «Um cálculo fácil conduz a OD' = 

= OC J 1 _ :: ». Seja na fig. i « = <): A'OA, ~ = <): B'OA' = 

= <): C'OB, resultando a igualdade destes dois últimos ângulos do 
facto de as asslntotas terem posição simétrica em relação aos novos eixos 
de coordenadas (diâmetros conjugados da hipérbole). Como « + .P = r.f4, 
então 

sen 2ft= cos 2 «. 

A lei dos senos dá, no triângulo OD'C': 

OD' sen 2ft= cos 2 « 
OC' = cos « cos « 

ou; visto ser OC' = OA': 

(1) OD' OA' cos 2 '" = OA' cos « (1 - tg' «). 
cos .. 

Se x, I forem as coordenadas do ponto A' no sistema x, I e portanto 
x.04 e ti.OC = ti.OA as correspondentes distâncias aos eixos das 
coordenadas, teremos 

(2) x· OA = scn«· OA', ti· OA = cos«• OA', ::._ = tg tz =!... 
çJ ç 
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Se introduzirmos estes valores de x e cl na equação da hi~rbole, encon
traremos : 

(3) OA" (cosi«- sen~ «) = OA', OA' = OA . 
cos IZ V1- tg' IZ • 

c ~sim, cm virtude de (1) c (2), 

(4) OD'= OAV1-tg'«=0A· /1_vt. v ,~ 

Esta é a fórmula que se pretende deduzir, visto que OA = O C. 
Como, além disso, no trifulgulo rectângulo OCD se tem: 

OD = OC = OA 
COSIZ COS«' 

a equação (3) pode então escrever-se do seguinte modo: 

OA'= OD v 1-tg2 « 
ou OD .~ 

OA' =v 1-(2• 

o que, conjugado com (4), dá a proporção 

OD : OA' = OD' : OA 

a qual, visto ser OA' = OC' e OA = OC, é id~ntica à utilizada na 
pãg. 102, linha 27 

OD : OC' = OD' : OC. 

3- Pãg. 105, linha 11. «Qualquer ponto do universo situado entre 
o cone anterior e o cone posterior de O tanto pode, mediante uma escolha 
adequada do sistema de refcr~ncia, ser regulado para Ser simultineo 
de O, como para estar adiantado em relação a O ou atrasado em rela
ção a 0.» 

M. Laue faz derivar desta observação (Phys. Zeitschr. 12 (1911), 
pãg. 48) o teorema de Einstein, segundo o qual, na teoria da relativi
dade, nenhum acontecimento com ligação causal se pode propagar 
com velocidade superior à da luz («velocidade do sinal < c»). Supo
nhamos que um acontecimento O dá origem a um outro acontecimento P 
e que o ponto de universo P estã situado na região que separa os dois 
cones de O. Nesse caso, o efeito transfcrir-~e-ia de O para P com uma 
velocidade superior à da luz relativamente ao sistema de refcr~ncia con
siderado x, I, no qual o efeito P se supõe obviamente posterior à 
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causa O: I p > O. Mas agora, de acordo com a observaçio acima trans
crita, pode substituir-se o sistema de referblcia de tal modo que P venha 
a ficar anterior a O; isto ~. pode-se escolher, de um número ma.ruto 
de maneiras, um sistema x', I' tal que resulte l'p < O. Ora isto ~ incon• 
cilil.vel com a ideia de causalidade: logo, P deve encontrar-se ou na 

regiio «alm 0>1, ou sobre o cone J?OSterior de O: o que significa que 
a velocidade de propagaçio de um sinal eficaz («betãtigendea Signal») 
emitido em O e causador de um segundo acontecimento no ponto de 
universo P deve ser nc:ceasUiamente < t. · . 

, (É claro que, mesmo dentro da teoria da relatividade, ~ possível 
definir II.Contecimentos que se propaguem c:om velocidade superior ._ 
da luz: geometricamente; por exemplo, isso pode fazer-se de modo 
muito aimplea. Tais acontecimentos, po~m, nio podem nunca ser usa
do. como sinais: nio ~ posslvel ~-los entrar, deliberadamente, em 
acçio~ nem provocar, por meio delea, a actuação de um «relais» a dis
tAncia. É tam~ ·verdade que se encontrain meios ópticos em que a 
«Velocidade da lUZ» ~ > t . Mas entio, o que se entende por velocidade 
da luz ~ a velocidade de propagaçio da fase num trem de ondas perió
dico e infinito: o que nlo corresponde a nada que possa ser utilizado 
como sinal. Pelo contrúio, uma frente de onda, em todas as circuns
tAncias, e seja qual for a conatituiçio do meio óptico; propaga-se com 
a velocidade . t; cf., por exemplo, A. Sommerfeld, Featachrift Heinrich 
Weber (Leipzig. Teubner 1912}, p6g. 338, ou Annalen d. Physik 44 

. (1914}, p6g. 171.) 

4- PAg. 106, linha 10. Como Minkowski me fez uma vez notar, 
o elemento de tempo próprio tlf: nio ~ uma diferencial total. Se unirmos 
doia P.ontos de universo O e P por duas diferentes linhas de uni
verso 1 e 2, aeri. 

Se 1 for t,raçada paralelamente ao eixo do I, a fim de que a tranaiçio 
que lhe corresponde signifique repouso em relaçio ao referencial adop
tado, ter-ae-4 vialvelmente r t/T =I, f t/T <I. 

Aqui assenta o atraso, revelado por Einstein, do relógio móvel em rela
çio ao relógio fixo. A afirmaçio de tal atraso baaeia-ae, como Einstein 
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mostrou, na suposição (indemonstrável) de que o relógio móvel indica 

de facto o tempo próprio, isto é, dá em cada instante aquele tempo que 

corresponde ao estado instantâneo de velocidade, considerado como 

estacionário. Para poder ser comparado com o relógio em repouso no 

ponto de universo P, o relógio móvel tem de ser submetido a um movi

mento acelerado (com variações de velocidade ou de direcção). 

O atraso do relógio móvel representa assim, não propriamente 
«movimento», mas sim «movimento acelerado». Não há, pois, contra
dição com o principio da relatividade. 

5- Pág. 107, linha 4. O conceito de hipérbole de curvatuna é cons
truido exactamente segundo o modelo do conceito elementar de cir
culo de curvatuna. A analogia torna-se identidade analitica, se se uti
lizar, em vez da coordenada temporal real 1, ·a coordenada imaginária 

11 = irl, isto é, o produto por c da coordenada s utilizada por Minkowski 
na pig. 109. 

De acordo com o que se diz na pág. 104 uma hipérbole intercalar 
no plano x, I tem a equação 

x~- c 2 1~= f 2 (comk=p), 

e portanto, no plano x, 11 

Ela poderá então ser representada pelas seguintes equações paramé

tricas, nas quais 'P representa um ângulo imaginário puro : 

x = pcos 'f, 11 = psen <p. 

Pode-se, cm vista disto, e tal como eu propus nos Ann. d. Phys. 33, 
pág. 649, § 8, representar como circular «o movimento hiperbólico» 

o que permite canacterizar com particular clareza as suas principais pro
priedades (convecção do campo, aparecimento de uma espécie de força 
centrifuga). Para o m<Wimento hiperbólico tem-se 

c portanto 

o Jx . 
x =-;:;- = -1r sen <;>, 

. tlu . 
11 = JT = + 1t COS'f 

0 0 tlx c' 
X= t/.T = 9 COS 'f, 

.. tlit r' 
11 = h = -p &enf. 
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A grandeza do vector aceleração no movimento hiperbólico é então 
clf~. Como qualquer linha do universo arbitràriamente dada é tocada 
em três pontos pela hipérbole de curvatura, ela teti em comum com 
o movimento hiperbólico o vector aceleração, cuja grandeza será, por
tanto, c2fp como se indicou na pág. 107, linha 8. 

O centro M do movimento circular x~ + ~~~ = ~~ é evidentemente 
o ponto x = O, 11 = O, e todos os pontos da hipérbole têm em relação 
a este ponto a «distância>> constante ? , isto é, o valor constante da gran
deza do raio vector. É por isso que p é representado pelo segmento AIP 
da fig. 3. 

6- Pág. 108, linha 10. A razão por que a força X,. Y, Z, tem de ser 
multiplicada por i para se completar com ela um «vector-força» explica-se 
da seguinte maneira: 

Segundo Minkowski o vector-impulsão (pág. 108, linha 20) defi
ne-se por 

mx, mj, mi_, mt 

significando 111 a «massa mecânica constante», ou, como Minkowski 
diz ainda mais significativamente noutr,o lugar, a <<massa em repouso». 
Se nos cingirmos à lei do movimento de Newton (variação do impulso 
por unidade de tempo igual à força), teremos 

d . X 
dtmx= ' 

d . Y. 
Tt"'.J= ' 

d . 
y,m{=Z. 

A multiplicação por i transforma os primeiros membros em compo
nentes vectoriais no sentido de Minkowski. Sendo assim, i X, i Y, i Z 
são as três primeiras componentes do «vector força>>. A quarta com
ponente i T resulta univocamente da exigência de o vector-força ser 
perpendicular ao vector-velocidade. As equações de Minkowski para 
a mecânica do ponto mlterial escrever-se-ão então (para massa de repouso 
constante) : 

De resto, a premissa da constãncia da massa em repouso só pode man
ter-se se o conteúdo energético do corpo não se modificar durante o movi
mento (isto é, se este se efectuar «adiabática e iso::õri::a:nente», como 
diz Planck). 
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7 - Págs. 11 O e 111. O que· é característico das construções aqui 
dadas é a sua total independência de um sistema de referência especial. 
Elas dão, como Minkowski anunciava na pág. 95 «relações redprocas 
entre linhas de universo» (ou pontos de universo) como «a mais per
feita expressão das leis flsicas». Na pág. 111, por exemplo, o potencial 
electrodinâmico («quadripotenciab>) só é referido aos eixos coordena
dos, x,y, ~I depois de ter sido separado (de modo convencional) numa 
parte escalar e numa parte vectorial, mas essas partes, sob o ponto de 
vista da relatividade, não têm um significado autónomo e invariante. 

Comentando o trabalho de Minkowski, ded.izi, . a partir das equa
ções de MaxWell, e usando os métodos de Minkowski, uma representa
ção analltica invariante para o quadripotencial e para a acção pondero
motriz entre dois electrões, a qual modifica as citadas construções de 
Minkowski (Ann. d. Phys. 33 [1910], pág. 649, § 7). Como um trata
mento rigoroso desta questão nos levaria muito longe, reenvio o leitor 
que queira tomar conhecimento daquela representação analltica ou dos 
correspondentes pormenores para M. Laue (Das Relativitãtsprirudp) 
(Braunschweig [Vieweg] 1913, 4.• Ed., 1921 § 19). Veja-se -também 
a c:Onfe~cia de Minkowski «Das Relativitãtsprinzip», Ann. d. -Phys. 47 

. (1915), pig. 927; neste trabalho dã-se ao quadripotencial a posição domi
nante da electrodinAmica e, por esse meio, esta assume a sua forma 
mais simples. 

8 ..,... A representação invariante do campo electromagnético como 
«vector de segunda espécie» (ou sextivector, designação por mim pro
posta e que parece estar a ter aceitação) é uma parte .particularmente 
importante da apresentação da electrodinâmica de Minkowski. Ao passo 
que as ideias de Minkowski sobre o vector de primeira espécie («qua
drivector») foram em parte antecipadas por Poincaré (Rend. Cir. Mat. 

·Palermo 21 [1906)), a introdução do sextivector no trabalho de Min
kowski é original e essencial. Tal como acontece com o sextivector, 
também o tenor · da mecânica (sistema . formado por uma força e um 
binário) depende de 6 parAmetros; e, assim como no campo electroma
gnético «a decomposição do campo em ·. força eléctrica e magnética é 
uma decomposição relativa, assim também a separação do torso~ em 
uma força e um binário pode ser feita, como se sabe, de um grande 
número de maneiras. 

9 .:..... Plig. 112, último parágrafo. A forma relativista dada por Min
kowski i lei de Newton está inclulda na forma mais geral que foi pro-

[ 123] 



posta por Poincaré (no trabalho que acabamos de citar), quando é 
tomada no caso especial- mencionado no texto - de a aceleração ser 
nula; mas, por outro lado, ela adquire maior alcance que esta última 
quando se considera a existência de aceleração. 

Como se depreende da formulação da lei da gravitação por 
Minkowski ou por Poincaré, é possível (de muitas maneiras) conciliar 
a lei de Newton com a teoria da relatividade; Esta lei é, no entanto, 
concebida como lei pontual, e assim a gravitação é tomada, de certo 
modo, como uma acção a distância. A «teoria da relatividade geral)), 
que Einstein começou a desenvolver no ano de 1907, aborda o pro
blema da gravitação com maior profundidade. Não só a gravidade 
se concebe aqui como uma força de campo descrita por equações dife
renciais espaço - temporais - o que do ponto de vista actual parece 
irrefptivel - mas, além disso, ela aparece orgAnicamente unida ao prin
dpio da relatividade alargado a toda e qualquer transformação, ao passo 
que nos trabalhos de Minkowski e Poincaré era adaptada mais exte
riormente ao postulado da relatividade. Na teoria da relatividade geral, 
a estrutura espaço-temporal é determinada a partir de, ou juntamente 
com, a gravitação. O prindpio da relatividade é al - p(>r extensão das 
ideias de Minkowski - de tal modo formulado, que exige a covariin
cia das grandezas flsidiS relativamente a todas as transformações pon
tuais, o que implica que os coeficientes do .elemento linear invariante 
intervenham nas leis flsicas. 

lO- PAg. 113, último parAgrafo. As «Equações fundamentais para 
os fenómenos electromágnéticos nos corpos em movimento)) («Grun
dgleichungen· für die elektromagnetischen Vorgãnge in bewegten Kõr
petn>~) foram desenvolvidas por Minkowski em Gõttinger Nachrichten, 
1907. Não chegou, ·porém, a completar a «Dedução destas equações 
baseada nos prindpios da teoria dos electrões» («Ableitung dieser Glei
chung auf Grund von Vorstellungen der Elektronentheorie»). 

Os seus ·ensaios a este respeito foram desenvolvidos por Max Bom 
e formam, juntamente com as «Grundgleichungen», o primeiro volume 
desta série de monografias (Leipzig, 1910). 
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A. EINSTEIN 

SOBRE A INFLU~NCIA DA GRAVIDADE 

NA PROPAGAÇÃO DA LUZ 

OS FUNDAMENTOS DA TEORIA 

DA RELATIVIDADE GERAL 

O PRINdPIO DE HAMILTON 

E A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 

CONSIDERAÇÚES COSMOLÚGICAS SOBRE 

A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 

OS CAMPOS DE G~ VIDADE 

DESEMPENHARÃO UM PAPEL ESSENCIAL 

NA CONSTITUIÇÃO DAS PARTíCULAS 
ELEMENTARES DA MATÉRIA? 





SOBRE A INFLU:ê.NCIA DA GRAVIDADE 
NA PROPAGAÇÃO DA LUZ* 

Já num artigo apresentado há quatro anos eu procurei 
responder à questão da posslvel influência da gravidade sobre 
a propagação da luz**· Volto agora a este tema, porque nlo 
me satisfaz a forma por que então tratei o assunto e, mais 
ainda, porque vejo agora que uma das mais importantes 
consequencias daquelas considerações pode ser submetida à 
verificação experimental. Refiro-me ao facto de os raios de 
luz que passam na proximidade do Sol sofrerem no seu 
campo de gravidade, segundo a teoria que se vai apresentar, 
um desvio tal, que a distância angular entre o Sol e uma estrela 
fixa observada na sua proximidade é vista com um aumento 
aparente de quase 1 segundo de arco. 

No decurso destas reflexões surgem ainda outros resul
tados que se relacionam com a gravitação. Como, porém, 
uma exposição completa do assunto seria um pouco d.ifl
cil de seguir, aqui só sedo apresentadas algumas considera
ções muito dementares, para que o leitor possa fàcilmente 
tomar conhecimento das bases e da linha de pensamento 
da teoria. As relações que aqui se deduzem silo válidas ai» 
nas em primeira aproximação, conquanto seja válido o seu 
fundamento teórico. 

* Reproduzido de Ann. d. Phys. 35 (1911). 
** A. Einstein, Jahrb. f. Radioakt. u. Blektronik 4 (1907) 
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§ 1. Hipóteie sobre a nat11reza flska do campo gravltico 

Imaginemos num campo de gravidade homogéneo (cuja 
aceleração designaremos por y) um sistema de coordenadas 
em repouso K, de tal modo orientado que as linhas de força 
do campo fiquem dirigidas no sentido negativo do eixo 
do z. Imaginemos também que num espaço isento de cam
pos de gravidade se encontra um segundo sistema de coor
denadas K' animado de um movimento uniformemente ace
lerado (de aceleração 1) na direcção do eixo do z e no seu 
sentido positivo. Para não complicar inutilmente o racio
dnio, dispensaremos por agora a teoria da relatividade e 
consideraremos os dois sistemas segundo o ponto de vista 
da cinemática tradicional e o movimento que os anima 
segundo a perspectiva da mecânica usual. 

Os pontos matériais que não estejam sujeitos à influên
cia de outros movem-se, tanto em relação a K como a K', 
de acordo com as equações : 

tPx, =O 
Jt ~ , 

Em relação ao sistema acelerado K' isto resulta direc
tamente do prindpio de Galileu, mas em relação ao sistema K, 
que está em repouso num campo de gravidade homogéneo, 
resulta do facto experimental de todos os corpos terem, 
em tal campo, movimentos idênticos uniformemente acele
rados. Esta lei da queda idêntica de todos os corpos no campo 
da gravidade é uma das mais gerais que a observação da 
Natureza nos oferece, mas, apesar disso, não lhe foi dado 
nenhum lugar nos fundamentos da nossa representação do 
mundo físico. 

Chegaremos, porém, a uma interpretação muito satis
fatória de tal lei experimental, se admitirmos que os siste-
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mas K e K' se equivalem completamente do ponto de vista 
f1sico, isto é, se admitirmos que o sistema K pode, igual
mente bem, considerar-se colocado num espaço isento de 
campo de gravidade; mas então, teremos de o considerar 
animado de um movimento uniformemente acelerado. Com 
esta concepção não pode mais falar-se de aceleração absoluta 
do sistema de referência, do mesmo modo que na teoria 
da reÍatividade habitual não tem sentido falar-se de veloci
dade absoluta de um sistema *· Aceite a hipótese que acaba
mos de fazer, a identidade de queda de todos os corpos 
num campo gravftico torna-se imediatamente inteligfvel. 

Enquanto nos cingirmos aos fenómenos puramente mecâ
nicos abrangidos pelo domfnio de validade da mecânica 
newtoniana, não oferece dúvida a equivalência dos siste
mas K e K'; mas essa equivalência só atingirá um significado 
de maior profundidade se a admitirmos para todos os fenó
menos f1sicos, isto é, se as leis da Natureza referidas a K 
coincidirem inteiramente com as leis referidas a K'. Com 
a aceitação disto, teremos adquirido um principio que, se for 
realmente verdadeiro, terá um grande valor heurfstico, por
que nos permitirá, através da consideração teórica dos fenó
menos que se passam em relação a um sistema de referência 
uniformemente acelerado, obter informação acerca do curso 
dos fenómenos num campo de gravidade homogéneo. Nas 
páginas seguintes começaremos por mostrar até que ponto 
é que a nossa hipótese atinge, dentro do ponto de vista da 
teoria da relatividade habitual, uma considerável plausibi
lidade. 

* É claro que não é fJ114lqtm' campo de gravidade que pode subs
tituir-se por um estado de movimento do sistema privado de campo 
de gravidade, do mesmo modo que não é posslvcl, por meio de urna 
transformaçio relativista, reduzir ao repouso todos os pontos de qual
quer meio cm movimento. 
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§ 2. Sobre a ponderabiliáadt da energia 

A teoria da relatividade estabeleceu que a massa inerte 
dum corpo cresce com o seu conteúdo energético: se o valor 
do acréscimo de energia for E, o acréscimo de massa inerte 
será igual a Efc2, sendo c a velocidade da luz. Mas corres
po~derá a este aumento de massa inerte também um aumento 
na massa gravltica? Se assim não for, a queda dum corpo 
num mesmo campo de gravidade deverá efectuar-se com 
acelerações diversas, dependentes do conteúdo energético do 
corpo. O resultado tio satisfatório da teoria da relatividade, 
segundo o qual a lei da conservação da massa se funde com 
a lei da conservação da energia, não se poderia manter, por
que então a lei da conservação da massa teria realmente 
que ser abandonada, na sua forma antiga, para a massa inerte, 
mas teria que ser mantida para a massa gravltica. Ora isto 
deve considerar-se muito pouco provável. 

Por outro lad", a teoria habitual da relatividade não nos 
fornece nenhum argumento do qual se possa inferir que 
o peso dum corpo está dependente do seu conteúdo ener
gético. Vamos mostrar, porém, que a nossa hipótese da 
equivalência dos sistemas K e K' . acarreta, como consequên
cia necessária, a ponderabilidade da energia. 

Suponhamos que os dois sistemas materiais S1 e S2, 

munidos de instrumentos de medida, se encontram sobre 
o eixo do z do referencial K, à distância h um do outro *, 
de tal modo que o potencial gravltico em S 2 excede em 1· h 
o potencial gravltico . em S 1 • Imaginemos que S 2 emite para 
S 1 uma certa quantidade de energia E sob a forma de radia
ção. Admitamos ainda que as quantidades de energia são 
medidas em S 1 e S 2 com dispositivos que se mostram com
pletamente. idênticos quando são levados a 11111 mesmo local 

* S1 c.S2 consideram-se infinitamente pequenos em relação a b. 
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do sistema z e ai compandos. Quanto ao processo por que 
se faz este transporte de energia em forma de radiação nada 
estabeleceremos <<a priori», dado que ainda não conhece
mos a influência do campo de gravidade .sobre a radiação e 
sobre os instrumentos de medida em S 1 e S 2 • 

De acordo, porém, com o nosso postulado da equiva
lência de K e K', podemos estabelecer, em vez do sistema K 
colocado no campo de gravidade homogé-
neo, um sistema K', que não está sujeito à z 
gravidade, mas está animado de movimento 
uniformemente acelerado no sentido posi
tivo do eixo do z do sistema K. Os siste-
mas materiais S 1 e S 2 supor-se-ão então y 
rigidamente ligados ao eixo do z de K'. 

O processo da transferência de energia 
de S 2 para S 1 por radiação será apreciado 
a partir de um sistema S0 desprovido de 
aceleração. Admitamos que é nula a velocidade de K' em 
relação a K0 no instante em que é emitida de S 2 para S 1 

a energia de radiação E2. A radiação atingirá S 1 quando 
tiver decorrido o tempo hft (em primeira aproximação). 
Nesse instante, porém, S 1 possui, em relação a Ko , a velo
cidade y.hft =v. Por esse motivo, e atendendo à teoria da 
relatividade habitual, a radiação que chega a S 1 não possui 
a energia E 2 , mas sim uma energia maior, Et. que em pri
meira aproximação está ligada com E 2 pela equação *: 

(1) E1=E2(t +.;.)=E2(1+ ~n . 
De acordo com a nossa hipótese, a mesma relação é 

rigorosamente válida se o-mesmo processo decorrer no sis-

* A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (190S), 913-914; neste volume, 
pAgs. 87-90. 
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tema K desprovido de aceleração mas dotado de um campo 
de gravidade. Neste caso, podemos substituir rh pelo poten
cial 11> do vector de gravitação et;n S 2 desde que a constante 
arbitrária de 11> em S;. se tome igual a zero. Teremos então 
a equação: 

(la) 

Esta equação exprime a lei da energia no processo que 
estamos a considerar. A energia E 1 que chega a S 1 é maior 
que a energia E 2 , medida com os mesmos meios, que foi 
emitida em S 2 , excedendo-a no valor da energia potencial 
da massa E 2fc2 no campo de gravidade. Mostra-se assim 
que a validade do princípio da energia exige que se atribua 
à energia E, antes de ela ser emitida em S 2 , uma energia 
potencial de gravidade, correspondente à massa (gravítica) 
Efc2, A nossa hipótese de equivalência de K a K' remove 
assim a dificuldade mencionada no principio deste pará
grafo, que a teoria habitual da relatividade tinha deixado 
sem solução. 

· O significado deste resultado ressalta com particular 
clareza quando se considera o seguinte processo clclico: 

1. Emite-se de S 2 para S 1 , sob a forma de radiação, 
a energia E (medida em S 2). Em S 1 será então recebida, 
de acordo com o resultado que acábamos de obter, a ener
gia E (1 + yhfc2) (medida em S1). 

2. De S 2 para S 1 faz-se descer um corpo W, de massa M, 
o que tem por efeito fornecer ao exterior o trabalho M"' h. 

3. Transfere-se de S 1 para o corpo W a energia E, 
enquanto ele se encontra er.: S 1 • Em virtude dessa trans
ferência a massa gravítica de W modifica-se, passando a ter 
o valor M'. 
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4. Eleva-se outra vez o corpo W para S 2 , o que exige 
o dispêndio do trabalho M'-yh. 

S. Restitui-se a S 2 a energia E, retirando-a de W. 

O único efeito deste processo cfclico consistiu em que 
S 1 recebeu um acréscimo de energia igual a E (-yhfci) e ainda 
em se ter transferido para o sistema, em forma de trabalho 
mecânico, a quantidade de energia 

M'-yh-M-yh 

Deve então ter-se, de acordo com o principio da energia, 

ou 

(1b) 

E -r:= M'-yh-M-yh 
ç 

M'-M= E 
,~ 

O acréscimo de massa griZilltica é assim igual a Efc2 e, 
portanto, igual àquele que a teoria da relatividade atribui 
à massa inerte. 

Este resultado pode <ieduzir-se mais directamente ainda, 
·da equivalência dos sistemas K e K', segundo a qual a massa 
griZililica referida a K é exactamente igual à massa inerte refe
rida a K'; pelo que a energia deve possuir uma massa griZIJI
tica que é igual à sua massa inerte. Suponhamos então que, 
no sistemaK', se suspende de um dinamómetro uma massa M0 : 

o dinamómetro acusará, em virtude da inércia de M 0 , o peso 
aparente M0 -y. Se agora se transferir para M0 a quantidade 
de energia E, o dinamómetro, em virtude da inércia da ener-

gia, passará a indicar ( M 0 + ~) y. De acordo com a nossa 

hipótese fundamental, exactamente o mesmo deverá acon
tecer se a experiencia for repetida no sistema K, isto é, no 
campo da gravidade. 
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§ 3. Tempo e velocidade da luz no campo da gravidade 

Suponhamos que a radiação emitida de S 2 para S 1 no 
sistema K', uniformemente acelerado, tem a frequência v2 , 

avaliada com um relógio colocado em s 2 • Quando essa 
.radiação chegar a S 1 a sua frequência, avaliada com um reló
gio idêntico ao primeiro mas colocado em S 1 , não terá 
já o valor v2 mas sim um valor ·maior, dado em primeira apro
ximação por 

(2) ( yh) 
VJ = V2 1 + 7 . 

Com efeito, se voltarmos ao sistema de · referência despro
vido de aceleração, 1}0 , em relação ao qual o sistema K' 
não tem ainda velocidade no instante da emissão da luz, 
então S 1 terá em relação a K0 , no instante da chegada da 
radiação a S 1 , a velocidade y(hfc), donde resulta directamente, 
pelo principio de Doppler, a relação indicada. 

Em conformidade com a nossa hipótese de equivalên
cia dos sistemas K e K', esta equação também é válida para 
o sistema imóvel K, dotado de um campo de gravidade uni
forme, caso nele se efectue a transferência de radiação que 
foi descrita. Resulta daqui que, se um raio de luz for emi
tido em S 2 , sob um determinado potencial gravltico, e apre
sentar no instante da emissão a frequência v2 - determinada 
com um relógio colocado em S 2 - então ele apresentará, 
quando chegar a S 1 , uma outra frequência v1 - medida 
com um relógio idêntico ao anterior colocado em S 1 • Subs
tituamos yh pelo potencial gravltico $ de S2 referido a S1 

como origem de potenciais, e admitamos que a relação que 
foi estabele_cida para o campo de gravidade b11mogineo con
tinua a ser válida para outras formas de campo. Teremos então 

(2a) 
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~ste resultado (que, segundo a dedução que fizemos, é válido 
:m primeira aproximação) permite fazer desde já a seguinte 
lplicação: 

Seja v0 a frequência de uma fonte elementar de luz, 
medida com um relógio U situado junto .dela. Sendo tal 
frequência independente do local em que a fonte se encon
tra colocada com o relógio, imaginêmo-los situados algures 
sobre a superficie do Sol (onde então se encontràrá o nosso S 2). 

Da luz que é emitida desta superfície há uma parte que atinge 
a Terra (S 1): façamos a medição d~ frequência v dessa parte, 
usando um relógio U rigorosamente idêntico ao que em 
cima mencionámos. De acordo com (2a), encontraremos 

v = v0 ( 1 + :, ) , 
onde ~ designa a diferença (negativa) de potencial graví
tico entre a superfície do Sol e a da Terra. Vemos deste modo 
que o ponto de vista que adoptámos nos leva à previsão de 
que as riscas espectrais da luz solar apresentam, em relação 
às correspondentes riscas de fontes luminosas terrestres, um 
certo desvio para o lado do vermelho, cujo valor relativo é 

110 -v=~=2.10-6. 
Vo ç~ 

Se fossem conhecidas com exactidão as condições em 
que se formam as riscàs solares, este desvio seria acessível à 

medição. Mas, como há outras influências (pressão, tempe
ratura) que afectam a posição dos «centros de gravidade» 
das riscas espectrais, é difícil verificar se existe de facto a influên
cia do potencial gravítico que aqui foi deduzida *. 

* L. F. Jewell Ooum. de phys. 6 [1897), 84) e em especial Ch. 
Fabry e H. Boisson (Compt. rend. 148 [1909), 688-690) observaram efec
tivamente tais desvios de riscas espectrais finás para o extremo vermelho 
do espectro, e com uma graode2a da ordem daquela que aqui foi calcula
da. Atribuiram-nos, porém, a um efeito da pressão na camada absorvente. 
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Numa análise superficial, a equação (2) e a equação cor
respondente (2a) parecem exprimir um absurdo: como é que 
num processo permanente de transferência de luz S 2 para S 1 
pode chegar a S 1 um número de pertodos por segundo dife
rente daquele que foi emitido em S 1? Mas a resposta é fácil. 
Nós nlo podemos considerar v2 e v1 como frequências toma
das de modo simplista como números de per1odos por segundo, 
visto que ainda nlo definimos um tempo para o sistema K. 
v2 significa o número de pertodos referido à unidade de 
tempo do relógio U em S 2; e v1 o número de pertodos refe
rido à unidade de tempo do relógio idêntico, U, situado 
em·:f i . Mas nada nos força a admitir que os dois relógios U, 
que se encontram submetidos a diferentes potenciais gra
vlticos, tenham de ser tomados com . idênticos ritmos de 
funcionamento: pelo contrário, o que nós por certo teremos 
que fazer é que definir o tempo de tal forma que o número 
de cristas e de vales de onda que se encontram entre S 2 e S 1 

fique independente do valor absoluto do tempo, dado o carác
ter estacionário do processo que estamos a considerar. Se 
não satisfizéssemos esta condição,' chegarlamos a uma defi
nição do tempo que faria intervir expllcitamente esta gran
deza nas leis da natureza, o que certamente não seria natural 
nem conveniente. Sendo assim, os dois relógios que colo
cámos em S 1 e S 2 não podem dar ambos uma indicação 
correcta do «tempo»: se medinDos o tempo em S1 com 
o relógio u, então teremos Je medir o tempo em s2 rom IIm reló
gio rll}o ritmo Jt apresenta 1 + 4> fc2 vezes mais lento fJ1II o Je v, 
q1I4IIIÚJ a rompar4fão ths ritmos st faz rom os this relógios roloraths 
no mesmo /oral. Colll efeito, quando se medir com tal reló
gio a frequência do taio de luz acima considerado, no ins
tante em que é emitido em S 2 , encontrar-se-á 

v2 ( 1 + ;). 
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igual portanto, como mostra (2a), à frequência v1 do mesmo 
raio de luz quando chega a S 1 • 

Daqui deriva a seguinte consequência, que é de fun
damental importância para esta teoria: 

Quando medimos a velocidade da luz em diferentes 
locais do sistema acelerado e isento de campo gravítico K', 
utilizando nessa medi~o relógios U de idêntica construção, 
obteremos sempre o mesmo valor. Em conformidade com 
a nossa hipótese fundamental, isso deve acontecer também 
no sistema K; mas aqui, segundo o que acabámos de dizer, 
teremos de utilizar relógios diferentes para medir o ·tempo 
nos locais em que seja diferente o potencial gravítico: assim, 
para medir o tempo num local em que o potencial graví
tico tenha o valor ~ relativamente à origem das coordena
das, deveremos utilizar um relógio que apresente - quando 
colocado naquela origem- um ritmo (1 + ~ ft2) vezes 
mais lento que o do relógio utilizado para medir o tempo 
na referida origem. Sendo assim, se designarmos. por to 

a velocidade da luz na origem das coordenadas, então a veloci
dade da luz, t, num local de potencial gravítico ~ será dada por 

(3) t = to ( 1 + ;, ) . 

O principio da constância da velocidade da luz não é, puis, 
segundo esta teoria, válido na forma que usualmente se 
põe na base da teoria habitual da relatividade. 

§ 4. Enam~amtnto aos raios Je luz no çampo tia grallidatle 

Da proposi~o - que acabámos de provar- de que 
a velocidade da lúz do campo da gravidade é fun~o do local 
deduz-se fàcilmente, por meio do Princfp1o de Huyghen::, 
que um raio de luz que se propaga através de um campo 
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de gravidade deve sofrer um encurvamento. Com efeito, 
seja e uma frente de onda (plano de igual fase) de uma onda 
luminosa plana no instante I e sejam P 1 e P 2 dois pontos 
desse plano, situados à distância I um do outro. Estes pon
tos estão situados sobre o plano do papel, e este foi escolhido 
por forma a que seja nula a derivada de 4>, e portanto tam-

' l', 

bém a de &, segundo a direcçio que 
lhe é normal. Para se obter a posi
çio da frente de onda correspon

_. n' dente ao instante I + di, ou melhor, 
Fie. 2 

a da sua intersecçio com o plano do 
papel, basta traçar com centros em P1 e P2 circunferências 
de raios respectivamente iguais a ç1JI e ç2dl, sendo t'l e t'2 

as velocidades da luz nos pontos P1 e P2, e traçar em 
seguida a tangente a estas circunferências. O ângulo de encur
vamento do raio de luz ao longo do percurso çJI é assim 

(çt -t.Ját = _l.!_dl 1) 
I qll' , 

se considerarmos positivo o ângulo de eneurvamento quando 
o raio de luz for encurvado para o lado do 11' crescente. 
O ângulo de encurvamento por unidade de comprimento 
do percurso do raio de luz é então 

ou, · segundo (3), igual a 

Finalmente, para a deflexão « que um raio de luz sofre sobre 
qualquer percurso (s) para o lado 11' teremos a expressão 

(4) « = - .!.f~ ás. 
ç! qn' 

Chegarlamos ao mesmo resultado se tivéssemos conside
rado directamente a propagaçio de um raio de luz no. sistema 
will"ormen'l.ente acelerado K' e transpuséssemos depois o resul-
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tado para o sistema K, e deste para o caso de um campo de . 
gravidade de forma arbitrária. 

De acordo com a equação (4), um raio de luz que passa 
na proximidade de um corpo celeste sofre uma deflexão para 
o lado em que o potencial gravítico diminui, isto é, para 
o lado voltado para o corpo celeste, que tem o valor 

1< 

~=-2 

onde k representa a constante de gravitação, M a massa do 
corpo celeste, .:l a distância do raio de luz ao centro do corpo 
celeste. · 

Um raio de luz (jllt pa.uam junto do Sol sofreria assim uma 
dejlexifq de 4. 1()--6 = 0,83 segundos de arco. A distância angular 
entre uma estrela e o centro do Sol apresenta-se acrescida 
deste valor. Como as estrelas fixas das regiões do céu que 
são vizinhas do Sol se tornam visíveis quando há eclipses 
solares, esta consequência da teoria pode confrontar-se com 
a experi~cia. Para o planeta Júpiter, o desvio previsto 
atinge cerca de i f 100 do valor que atrás 
se indicou. Seria de extrema conveniência 
que os astrónomos se ocupassem da questão 
que aqui fica esboçada, ainda que ela se apre
sente insuficientemente fundamentada com 
os raciodnio~ anteriores, ou até inteiramente 
aventurosa. Porque, independentemente de 
qualquer teoria, levanta-se a · questão de 
saber se os meios de que actualmente se 

Pir. •· 

dispõe são capazes de registar uma influência dos campos 
de gravidade sobre a propagação da luz. 

Praga, Junho de 1911. 
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Nota do Tradutor 

1) Visto que r, ~t1 +I ( (}t,) 
(), p . 

!' 

No texto alemão, certamente por erro tipogr.ilico, em vez da letra I 
aparece uma vez 1, e outra vez a letra t. Albn di~ na fig. 2 não aparece 

a indicação de "'· 
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OS FUNDAMENTOS DA TEORIA 
DA RELATIVIDADE GERAL* 

A. Considerações i)ásicas sobre o postulado 
da relatividade 

§ 1. Notas sobre a teoria da relatividade upuial 

A teoria da relatividade especial assenta no seguinte 
postulado, ao qual satisfaz também a mecânica de Galileu
-Newton: se um sistema de coordenadas K for de tal maneira 
escolhido que as leis da fisica sejam nele válidas na sua forma 
mais simples, então as mumas leis serão igualmente válidas 
em relação a qualquer outro sistema de coordenadas K' 
que em relação a K esteja animado de um movimento de 
translação uniforme. Chamaremos a este postulado o «Prin
cipio da Relatividade Especial>>. Com a palavra «especial>> 
deve entender-se que o principio se restringe ao caso em que 
K' tem um movimento de lran.rlafãO uniforme em relação a K, não 
devendo portanto a equivalência de K com K' estender-se ao 
caso em que haja movimento não uniforme de K' em relação K. 

Sendo assim, não é o postulado da relatividade qúe afasta 
da mecânica clássica a teoria da relatividade, mas tão. somente 
o postulado da constância da velocidade da luz no vácuo, 
do qual, em combinação com o priridpio da relatividade 

• EXtra.ido de Ann. d. Phys. 49 (1916). 
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especial, deriva, do modo conhecido, a relatividade da simul
tâneidade, assim como a transformação de Lorentz e as leis, 
com esta relacionadas, do comportamento em movimento 
dos corpos dgidos e dos relógios. 

A modificação experimentada pela teoria do espaço e 
tempo através da teoria da relatividade especial é, na ver
dade, profunda; mas permanece intacto urn ponto impor
tante: a teoria da relatividade especial continua a aceitar que 
os prindpios da geometria têm o significado imediato de 
leis sobre as possíveis posições relativas , de corpos rígidos 
(em repouso) e, de um modo mais geral, que os prindpios 
da cinemática são as leis que regem o comportamento das 
réguas de medição e dos relógios. A dois pontos materiais 
considerados sobre um corpo (dgido) corresponde sempre, 
segundo essas leis, urn segmento de comprimento inteira
mente determinado, independente da localização e da orien
tação do corpo, assim como do tempo; e a duas posições 
dadas de um ponteiro de relógio que esteja em repouso 
em relação a um sistema de referência (que seja admissivel) 
corresponde sempre um intervalo de tempo de extensão 
determinada, independente de local e de época. Daqui a pouco 
se mostrará que a teoria da relatividade geral não pode aderir 
a uma interpretação ffsica do espaço e tempo tão simples 
como esta. 

§ 2. Sobre aJ razõu que Jugerem a neceJJidade de IIIJ/a extenJão 
do post11lado da relatividade 

A mecânica clássica, e, não menos que ela, a teoria da 
relatividade especial, . incluem urn defeito epistemológico 
que foi posto em evidência, provàvelmente pela primeira vez, 
por E. Mach. Vamo-lo apresentar no exemplo seguinte: 
suponhamos que dois corpos fluidos, da mesma espécie e 
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igual tamanho, flutuam livremente no espaço, a uma distân
cia de tal maneira grande um do outro (e de todas as restan
tes massas) que as únicas forças de gravitação a considerar 
são as que entre si exercem as partes componentes de 11111 mesmo 
corpo. 

Suporemos invariável a distância entre os corpos, e ine
xistente qualquer movimento relativo entre as partes de um 
mesmo corpo; mas admitiremos que cada uma das massas 
- vista por um observador imóvel em relação à outra
apresenta, em torno da recta que une as duas massas, um 
movimento de rotação de velocidade angular constante 
(havendo assim um movimento relativo verificável entre 
as duas massas). Imaginemos agora que, por meio de réguas 
(em repouso relativo), se fazem medições sobre as superff.;. 
cies dos dois corpos (S 1 e S 2), chegando-se à conclusão de 
que é esférica a superfície de S 1 e elipsoidal de revolução 
a de Sz. 

Pergunta-se agora: por que razão se comportam de modo 
diverso S1 e S2? Uma resposta a esta pergunta só pode ser 
considerada satisfatória do ponto de vista epistemológico * 
se aquilo que se apresentar como causa for um ja&to expt
rimental observáPel: porque a lei da causalidade só pode 
tomar-se como uma lei do mundo da experiência se Unica
mente ja&tos observáveis aparecerem em última análise como 
causas e efeitos. 

A mecânica newtoniana não dá a esta pergunta qualquer 
resposta satisfatória. Com efeito o que ela diz é o seguinte: 
as leis da mecânica têm validade num espaço R 1 em relação 
ao qual o corpo S 1 está em repouso, mas não a têm num 

* É claro que uma tal resposta pode ser aceitivel do ponto de 
vista epistemológico e no entanto continuar in2ceit2vel do ponto de 
vista físico, por estar em contradição com outras experiências. 
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espaço R 2 em relação ao qual está em repouso S 2 , O espaço 
admissível de Galileu que aqui se introduz (assim como 
o movimento relativo referido a ele) é uma causa puramente 
fictlcia, nada que seja observável. Torna-se assim claro que a mecâ
nica de Newton, no caso considerado, não satisfaz de facto, 
mas apenas de modo aparente, à exigência da causalidade, 
dado que atribui a uma causa meramente fictlcia, R1 , a dife
rença de comportamento que se observa ·nos corpos S 1 e S 2 • 

Uma resposta aceitável para a questão acima formulada 
só pode ser a seguinte: como o sistema flsico formado por 
S 1 e S 2 não apresenta dentro de si nada que seja possível 
imaginar como causa da diferença de comportamento de 
S 1 e S 2 , essa causa tem de se encontrar fora do sistema. 
Chega-se assim à ideia de que as leis gerais do movimento 
de que resultam, como aplicação particular, as formas de 
S 1 c S 2 , devem ser tais que o comportamento mecânico des
tes corpos fique condicionado de um modo decisivo por mas
sas distantes, não inclufdas no sistema considerado. Em tais 
massas distantes (e nos seús movimentos relativos a respeito 
dos corpos considerados) é que se devem considerar resi
dindo as causas, ctn principio observáveis, da diferença de 
comportamento dos corpos de que nos estamos a ocupar: 
são elas que assumem o papel da causa fictícia R 1 • De todos 
os espaços imagináveis R 1 , R 2 , etc., que se movam em rela
ção uns aos outros de qualquer modo, nenhum deles deve 
«a priori» ser preferido, se não quisermos fazer ressurgir 
a objecção epistemológica apresentada. As leiJ da flsica dePem 
ter r11na estrutura tal que a ma validade permanefa em sistemas 
de referência animados tle qualquer movimento. Chegamos deste 
modo a um alargamento do postulado da reladvidade. 

Mas, além deste ponderoso argumento epistemológico, 
há também um facto fisico bem conhecido que advoga uma 
extensão da teoria da relativiàade. Seja K um referencial de 
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Galileu, isto é, um sistema de referência tal que, em relação 
a ele (e pelo menos no donúnio quadridimensional consi
derado), uma massa suficientemente afastada de outras mas
sas se desloca em movimento rectil!neo e uniforme. Seja K' 
um segundo sistema. de coordenadas que tem, em relação a K, 
um movimento de translação uniforl?{emente acelerado. Terlamos 
então uma massa suficientemente afastada de outras massas 
animada de movimento acelerado relativamente a K', sendo 
a sua aceleração, tanto em grandeza como em direcção, inde
pendente da sua composição material e do seu estado físico . 
Poderá um observador, em repouso relativamente a .K', 
inferir daqui que se encontra sobre um referencial << real
mente» aceleradt>? 

A resposta a tal pergunta tem que ser negativa. 
Com efeito, o referido comportamento de massas que se 

movem livremente em relação a K' é susceptível de uma outra 
interpretação, igualmente boa, que é a seguinte: o referencial 
K' não está animado de movimento ace1erado, mas existe um 
campo de gravidade no domlnio espaço-temporal conside
rado, e é esse campo que origina o movimento acelerado 
dos corpos em relação a K'. 

O que torna posslvel esta maneira de conceber as coisas 
é o facto de a experiência nos ter ensinado que existe um campo 
de forças (o campo da gravidade) que possui a notável pro
priedade de comunicar a todos os corpos a mesma acelera
ção *. O comportamento mecânico dos corpos em relação 
a K' é o mesmo que a experiência nos revela em relação a 
sistemas que estamos habituados a considerar como sistemas 
«em repouso», ou seja, como sistemas «admissíveis»; o que, 

• Eotvos demonstrou experimentalmente que o campo da gra
vidade possui com extrema precisão esta propriedade. 
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do ponto de vista fisico, sugere a aceitação de que os dois 
sistemas K e K' se podem com igual direito considerar «em 
repouso», isto é, como sistemas igualmente admissiveis para 
a descrição 'fisica dos fenómenos. 

Resulta das consiâerações feitas que o desenvolvimento 
da teoria da relatividade geral deve conduzir ao mesmo tempo 
a uma teoria da gravitação, dado que se pode «produzio> 
um campo de gravidade por uma simples mudanÇa de sis
tema de coordenadas. Vê-se também imediatamente · que 
o principio da constância da velocidade da luz no vazio 
tem de ser modificado; porque, como fàcilmente se. com
preende, a trajectória de um raio de luz em relação a K' é 
em gerl!-1 curvillnea se, em relação a K, a luz se propagar 
em linha recta e com velocidade constante. 

§ .3. O çontlltllo espll{o-tempo. Exigênda át çovariânda geral 
para as tqtlll{Õtf fJ1II exprimem as leis gerais da natureza 

Na mecânica clássica, bem como na teoria da relativi
dade especial, as coordenadas de espaço e de tempo têm 
uma significação flsica directa. Dizer que um ponto-aconteci
mento tem a coordenada x 1 sobre o eixo X 1 significa: que 
a projecÇão do ponto-acontecimento sobre o eixo X1, feita 
por meio de réguas rlgidas segundo as regras da geometria 
euclidiana, se pode obter -aplicando sobre o eixo X 1 , a par
tir da.origem das coordenadas e no sentido positivo, Xt vezes 
uma determinada régua- a régua-unidade. Dizer que um 
ponto tem sobre o eixo X 4 a coordenada x 4 = t significa: 
que um relógio-unidade (regulado segundo determinadas 
prescriÇões), imóvel em . relação ao sistema de coordenadas e 
coincidente no esPaço (pràticamente) com o ponto-aconteci-
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menta, tem acabado de efectuar x 4 = t ciclos de funciona
mento quando ocorre o ponto-acontecimento *· 

Esta concepção de espaço e de tempo sempre andou 
na mente dos flsicos, ainda que inconscientemente para a 
maior parte deles, e a prova está no papel que estes concei
tos desempenham na flsica métrica. E também o leitor deve 
ter alicerçado nessa concepção a segunda das reflexões do 
parágrafo anterior para poder ligar um sentido a esses racio
cínios. Mas vamos mostrar agora que ela tem de ser aban
donada e substituída. por outra mai~ geral, se quisermos con
ciliar o postulado da relatividade geral com a validade da 
teoria da relatividade especial no caso limite da ausência 
de campo de gravidade. 

Num espaço livre de campos de gravidade introduza
mos um sistema de referência de Galileu K (x, y, z, t) e, além 
disso, um sistema de coordenadas K' (x',y', z', t') em movi
mento de rotação uniforme. Supõem-se em coincidência 
permanente as origens dos dois sistemas, assim como os seus 
eixos Z. Vamos mostrar que as normas acima estabelecidas 
para definir o significado físico de comprimentos e tempos 
não podem ser mantidas para uma medição espaço-temporal 
no sistema K'. Por razões de simetria, é claro que uma cir
cunferência traçada no plano X-Y de K com centro na ori
gem pode, ao mesmo tempo, ser considerada como circun
ferência no plano X'-Y' de K'. Suponhamos agora que se 
mede o perlmetro e o diâmetro desta circunferência com 
uma régua-unidade (infinitamente pequena em relação ao 
raio) e que se calcula o quociente dos resultados das medi-

* A possibilidade de constatar a «simultaneidade» de aconteci
mentos em vizinhança espacial imediata, ou - mais rigorosamente -
em vizinhança imediata espaço-temporal (coincidência) seri aqui admi
tida sem dar uma definição a este conceito fundamental. 
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ções. Se a experiência tiver sido efectuada com uma régua 
imóvel em relação ao sistema de Galileu K, obter-se-á como 
quociente o número "· Mas o resultado será um número 
maior que " se for obtido com uma régua que esteja imóvel 
em relação ao sistema_K'. Reconhece-se isto fàcilmente quando 
se aprecia todo o processo de medição partindo do sistema 
«em repouso» K, e se tem em conta que a régua disposta 
ao longo da circunferência sofre a contracção de Lorentz, 
ao passo que uma régua disposta ao longo do raio não a sofre, 
Sendo assim, a geometria euclidiana não é válida no sis
tema K'; e o conceito de coordenada acima definido, visto 
que pressupõe a validade daquela geometria, também não é 
aplicável ao sistema K'. 

Também não será .possfvel introduzir em K' um tempo 
que corresponda às exigências da física, definindo-o com 
relógios de idêntica constituição, imóveis em relação a K'. 
Para o reconhecermos, bastará que imaginemos dois reló
gios idênticos, um na origem das coordenadas, outro sobre 
a circunferência, sendo observados a partir do sistema «em 
repouso» K. De acordo com um conhecido resultado da teo
ria da relatividade especial, o relógio colocado sobre a cir
cunferência apresenta - quando observado de K- um ritmo 
de funcionamento mais lento que o relógio colocado na ori
gem, visto que aquele está animado .de movimento e este não. 
Um observador situado na origem comum das coordenadas 
que fosse capaz de observar, por meio da luz, o relógio situado 
sobre a circunferência, verificaria portanto que este relógio 
se atrasa em relação ao relógio que tem junto de si. 
E, recusando-se a admitir que a velocidade da luz, no per
curso em questão, dependa explicitamente do tempo, ele 
interpretará a. sua observação dando-lhe o significado de 
que o relógio colocado sobre a circunferência· tem «real
mente» um ritmo mais lento que o relógio colocado na ori-
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gem. Deste modo não lhe será posslvel evitar uma defini
çio de tempo que inclua o facto de o ritmo de um relógio 
depender do lugar em que se encontra. 

Chegamos assim a esta conclusão: na teoria da relati
vidade geral não é posslvel dar às grandezas espaço e tempo 
definições que permitam a mediçio directa de diferenças de 
coordenadas espaciais por meio de uma régua-unidade e 
a de intervalos de tempo por meio de um relógio-padrão. 

Assim, o processo até agora utilizado para estabelecer 
coordenadas, de uma maneira determinada, no continuo 
espaço-temporal, torna-se impraticável, e não parece haver 
nenhum outro caminho que permita encontrar sistemas de 
coordenadas de tal forma adequados ao universo quadri
dimensional que da sua aplicação se pudesse esperar para 
as leis da natureza uma formulação particularmente simples. 
Nada mais resta, por conseguinte, que considerar conio equi
valentes em princlpio para a descriçio da natureza todos 
os sistemas de coordenadas que se possam imaginar *. Isto 
equivale a exigir a seguinte condiçio: 

Ar leir gerair da natureza devem rer repmentadar por lfJIIIZ
fÕU que tenham validade em /odor or JirlemaJ de coordenaJar, irlo I, 
que rejam covarianler em relafãO a Ioda 1 q~~alquer mbrliltlif® 
( covariânda geral). 

É claro que uma flsica que satisfaça a este postulado 
também satisfaz o postulado da relatividade geral, porque 
em Iodar as substituições estilo sempre necessàriamente inclui
das aquelas que correspondem a todos os movimentos rela
tivos dos sistemas de coordenadas (tridimensionais). Que 
esta exig~ncia de covariância geral, que tira ao espaço e ao 

* Não mencionaremos aqui certas restrições . impostas pela 
exig!ncia da coordenaçio unlvoca e pela da continuidade. 
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tempo os últimos resíduos de objectividade física, seja uma 
exigência natural resulta da reflexão seguinte. Todas as nos
sas constatações espaço-temporais reduzem-se sempre à 
determinação de coincidências. espaço-temporais. Se, por 
exemplo, . o processo consistir apenas no movimento de 
pontos materiais, a única coisa que em última análise é obser
vável é o encontro de dois ou mais desses pontos. Mesmo 
os resultados das nossas medições outra coisa não são que 
a constatação de t.ais encontros entre pontos materiais d.as 
nossas réguas e outros pontos materiais, ou então coinci
dências entre ponteiros de relógios, pontos de mostrador e 
os p_ontos-acontecimento que se estão considerando e ocor-
rem no mesmo lugar e no mesmo instante. . 

A introdução de um sists:ma de referência não tem outro 
fim' que não seja uma descrição mais fácil do conjunto de 
tais coincidências. Suponhamos que se associam ao uni
verso quatro variáveis espaço-temporais Xt , X2, x3, X4, 

de tal modo que a cada ponto-acontecimento corresponda 
um sistema de valores das variáveis x 1 ... x 4 • A dois pon
tos-acontecimento em coincidência corresponde o mesmo 
sistema de valores das variáveis x 1 , ... x 4 ; isto é, a coinci
dência caracteriza-se pela identidade dos valores das coor
denadas. Se em vez das variáveis x 1 , ... x4 se introduzirem 
como coordenadas de um novo sistema funções arbitrárias 
delas, x 1', x 2', x 3', x' 4, de tal modo que os sistemas de valo
res se correspondam univocamente, então também no novo 
sistema a coincidência espaço-temporal de dois pontos-acon
tecimento se· exprimirá pela identidade de valores de cada uma 
das quatro coordenadas. Como toda a nossa experiência física 
pode, em última análise, ser reduzida a tais coincidências, 
não há nenhuma ~azão para dar preferência a determinado 
sistema de coordenadas em relação a outros, isto é, ·chega
mos ao postulado da covariânci.a geral. 
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§ 4. RelacionafãO das quatro coordenadas com os resultados das 
medifÕU espaciais e temporais. Expressão analítica para 
o campo da gravidade 

Não é minha intenção neste artigo apresentar a teoria 
da relatividade geral como um sistema lógico, simplificado 
na medida do possivel, com um minimo de axiomas. O meu 
fim principal é antes desenvolver esta teoria de modo a fazer 
sentir ao leitor como é psicologicamente natural o caminho 
que se tomou e como se revelam seguras através da expe
riência a.s bases de que se partiu. Com este objectivo em vista, 
estabeleceremos agora a seguinte premissa: 

Desde que se faça uma escolha apropriada de coor
denadas, torna-se possível aplicar a teoria da relatividade 
no sentido restrito a domtnios quadridimensionais infinita
mente pequenos. 

Nessa esçolha deve atribuir-se ao sistema de coordena
das infinitamente pequeno («locab>) um estado de aceleração 
tal que fique removido todo e qualquer campo de gravi
dade: o que para uma região infinitamente pequena é pos
sível. Sejam X 1 , X 2 , X 3 , as coordenadas espaciais de tal 
sistema; X 4 a respectiva coordenada temporal, medida numa 
unidade apropriada *. Estas coordenadas têm para uma dada 
orientação do _sistema de coordenadas, um significado físico 
directo dentro da teoria da relatiyidade especial, desde que 
se adopte como régua-unidade uma barra rfgida. A expres
são: 

(1) dt2 = - dX~-dXi- dXi + dX; 

• A unidade de tempo deve ser escolhida de tal modo que 
a velocidade da luz no vácuo - medida no sistema de coordenadas 
«locai» - seja igual a 1. 
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tem enUo, segundo a teoria da relatividade especial, um valor 
que é independente da orientação do sistema de coordenadas 
local e que é determinável por medição espaço-temporal. 
Chamaremos a ás grandeza do elemento de linha correspon

. dente a pontos infinitamente próximos do espaço quadridi-
mensional. Se o ds2 correspondente ao elemento (dX1 ... dX4) 

for positivo, nós diremos como Minkowski que este último 
elemento é de género temporal e no caso contrário de género 
espacial. · 

Suponhamos que, em vez do sistema <doca!» de caracte
rlsticas especiais acima referido, se adopta como referencial 
um sistema quadridimensional qualquer, definindo-o para 
a região que estamos considerando. EnUo, ao nosso «ele
mento de linha», ou ao respectivo par de pontos-aconteci
mento, corresponderão também determinadas diferenciais 
dx1 •• • dx4 das coordenadas desse referencial. E então os dX~ 

. serão representáveis por expressões lineares e homogéneas 
dos dx'1: 

(2) 

Se se introduzirem estas expressões em (1 ), obtém-se 

(3) 

. Nestas expressões, os g-n são funções dos xa. Os seus valores 
não poderão já depender da orientação e do estado de movi
mento do sistema de coordenadas «local», se quisermos admi
tir como definição para o t/s2 a de uma grandeza associada a 
pares de pontos-acontecimento considerados no espaço-tempo, 
independente de :qualquer escolha particular de coordenadas, 
e determinável por meio de medições de régua e relógio. 
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Imporemos à escolha dos ga: a condição ga-r = gTa. O soma
tório, estendido a todos os valores de a e T, dar-nos-á então 
uma soma de 4 x 4 parcelas, das quais 12 são duas a duas iguais~ 

Da definição que acabámos de dar ao d.r2 poderá passar-se 
para o caso da teoria da relatividade habitual sempre que 
o condicionamento particular dos g,. num donúnio finito 
permita estabelecer nesse donúnio um sistema de referência 
em que os g aT assumam os valores constantes 

(4) l
-1 o 

o - 1 
o o 
o o 

o 
o 

-1 
o 

o 
o 
o 

+ 1 

V cremos mais tarde que a escolha de tais coordenadas 
para domínios finitos não é geralmente passivei. 

Das considerações feitas nos §§ 2 e 3 resl.llta que, do 
ponto de vista ffsico, as grandezas gaT devem ser considera
das como sendo aquelas que, relativamente ao sistema de 
referência que foi escolhido, fazem · a descrição do campo 
de gravidade. Com efeito, admitamos que, para um deter
minado domlnio quadridimensional considerado, se conse
guiu alcançar a validade da teoria da relatividade especial 
mediante uma adequada escolha das coordenadas. Osga~ têm 
então os valores dados em (4). Um ponto material livre terá 
rntão, cm relação a este sistema, um movimento rectilfneo 
e uniforme. Se agora introduzirmos, por uma substituição 
arbitrária, novas coordenadas espaço-temporais xl> ... , x 4, 

os g~, no novo sistema não serão já constantes, mas sim fun
ções do espaço"ternpo. Ao mesmo tempo, o movimento do 
ponto material livre apresenta-se nas novas coordenadas 
como um movimento curvilfneo, não uniforme, cuja lei é 
independente da natureza do ponto material móvel. Isso 
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leva-nos a interpretá-lo como um movimento sujeito à influên
cia de um campo de gravidade. A intervenção de um campo 
de gravidade aparece-nos, deste modo, associada a uma varia
bilidade espaço-temporal dos gcrr. No caso geral não é pos
sível fazer uma escolha de coordenadas que permita· alcan
çar a validade da teoria da relatividade especial num domínio 
finito, mas mesmo nesse caso manter-nos-emos fiéis à ideia 
de que os gcrr descrevem o campo gravítico. 

A gravidade desempenha pois, na teoria da relatividade 
geral, um papel excepcional em relação às outras forças, e 
particularmente em relação às forças electromagnéticas, visto 
que as 10 funções gcn que fazem a descrição do campo gra
vítico determinam, ao mesmo tempo, as propriedades métri
cas do espaço métrico quadridimensional. 

B. Instrumentos matemáticos para a construção de 
equações de covariância geral 

Depois de termos reconhecido, nas páginas precedentes, 
que o postulado da relatividade geral leva à exigência de que 
os sistemas de equações da física sejam covariantes em relação 
a substituições arbitrárias de coordenadas xh ... , x4, temos 
que pensar . na maneira de obter essas equações de cova
riância geral. É deste problema, puramente matemático, que 
nos vamos ocupar agora. Como vamos ver, na . sua resolu
ção desempenha um papel fundamental o invariante tis, 
ao qual demos o nome de «elemento de linha», tirado da teo
ria das superfícies de Gauss. 

A ideia fundamental desta teoria geral dos covariantes 
é a seguinte: Suponhamos que se definem em relação a todo 
o sistema de coordenadas certos entes («tensores»), sendo 
a definição feita por meio de um certo número de funções 
espaciais, · que se chamarão as «componentes» do tensor. 
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Há então determinadas regras pelas quais se podem calcular 
estas componentes para um novo sistema de coordenadas, 
desde que sejam conhecidas para o sistema original, e desde 
que ~eja também conhecida a transformação que liga os dois 
sistemas. Os entes a que daqui em diante chamaremos ten
sores são, além disso, caracterizados pelo facto de as equa
ções de transformação para as suas componentes serem linea
res e homogéneas. Sendo assim, todas as componentes no 
novo sistema se anulam, se isso . também suceder a todas 
elas no sistema primitivo. Consequentemente uma lei da natu
reza que seja formulada pelo anulamento de todas as compo
nentes de um tensor é de covariância geral: procurando 
as leis de formação dos tensores obteremos os meios de for
mulação de leis de covariância geral. 

§ 5. Q~~adriveçtores çon/ravariantu e çovarianlu 

Quadriveç/or çonlravariante. O elemento de linha define-se 
pelas quatro componentes dx., , cuja lei de transformação 
se exprime pela equação 

(5) àx' dx' a = ~ __ a dx., 
~ àxv 

Os dx' a exprimem-se nos dx, por . equações lineares e 
homogéneas; isso permite-nos considerar estas diferenciais 
das .coordenadas dxv como componentes de um «tensoo> 
a que daremos a designação especial de quadrivector con
travariante. Todo o ente que em relação" ao sistema de coor
denadas se defina por meio de quatro grandezas A '' trans
formáveis segundo a mesma . lei 

(Sa) A a'=~ àx'a A' 
~ ax. 
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será igualmente denominado quadrivector contravariante. 
De (Sa) resulta imediatamente que as somas (A<7 ± B~ sllo 
componentes de utn quadrivector se A<7 e E' também o forem. 
O mesmo se aplica a todos os sistemas que mais tarde forem 
introduzidos como «tensores» (regra da adiÇão e subtracção 
dos tens ores). 

QlklliriPulor çovarianle. Diremos que quatro grandezas !Íw 
são as componentes de um quadrivector covariante se para 
toda e qualquer escolha· de um vector contravariante B • 

(6) E A. B' = Invariante. 

Desta definição resulta a lei da transformação do quadri
vector covariante .. Com efeito, substituindo no segund() mem
bro da equação 

r, A,.' Ba' = EAvB• 
<7 .• 

B' pela se'guinte expressão, que se obtém invertendo a equa
ção (Sa) 

resulta ~B(;' ~::.:A, =.~Ba' Aa'· 
a v a 

Mas daqui resulta a seguinte lei de transformação, se aten
dermos a que os H" se podem escolher arbitràriamente, 
em completa independência uns dos outros 

(7) 

[ 156] 



Nota sobre uma simplificaçio utilizada no modo 
de escrever as expressões 

Um rápido exame. das equaçõ!!S deste parágrafo mostra 
que, sempre que ·um !ndice aparece duas vez.es debaixo do 
sinal de somatório, se efectua sobre ele uma soma [por exem
plo o !ndice 11 em (5)], e que é somente sobre tais !ndices que 
as somas se efectuam. Isto permite omitir o sinal de soma
tório, sem com isso prejudicar a clareza. Estabeleceremos 
então a seguinte regra: sempre que um !ndice apareça duas 
vezes num termo de uma expressão, subentende-se que 
sobre ele se efectua uma soma, a não ser que expressamente 
se declare o contrário. 

A diferença entre o quadrivector covariante e o contra
variante reside na lei de transformação [(7) ou (Sa), respec
tivamente]. Tanto uma como outra destas formas consti
tuem tensores no sentido que atrás se deu a esta palavra, 
e é nisso que reside a sua importância. Seguindo Ricci e 
Levi-Civita, indicaremos o carácter contravariante com 
um !ndice superior e o covariante co~ .um tndice inferior. 

§ 6. Tensores tk segtmda ordem e tk ordem mperior 

Tensor çonlravariante. Se formarmos todos os produtos AI"• 
das componentes A!'- e B• de dois quadrivectores çontrava
riantes obteremos 16 quantidades 

(8) 

que, de acordo com (8) e (Sa), satisfazem a lei de transformação 

(9) 

Chamaremos tensor contravariante de segunda ordem a 
um ente que, em relação a todo o sistema de referência, 
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~ descrito por 16 grandezas (funções) que obedecem à lei 
de transformação (9). Nem tÓdo o tensor desta es~cie se pode 
construir, como (8), com dois quadrivectores. Mas pode-se 
demonstrar fàcilmente que 16 AlA-~ arbitràriamente dados 
podem ser representados pelas somas dos AlA- H" de quatro 
pares de vectores convenientemente escolhidos. E por isso 
quase todas as leis que silo válidas para os tensores de 
segunda ordem definidos por (9) podem ter a sua demons
tração muito simplificada, efectuando a prova para tensores 
especiais do tipo (8). 

Tensor contravariante de qualq11er ordem. É claro que, em 
correspondência com (8) e (9), -também se podem definir 
tensores contra variantes de •terceira ordem e de ordem mais 
elevada, com 43

, etc., componentes. Resulta igualmente de (8) 
e (9) que o quadrivector contravariante se pode, neste sentido, 
considerar como tensor contravariante de primeira ordem. 

Tensor &ovarianle. Se, pot outro lado, formarmos os 16 pro
dutos A,.... das componentes de dois quadrivectores &ovarianles 
Afio .e Bv obteremos quantidades 

(10) 

para as quais ~ válida a lei de transformaçio 

(11) 

É por meio desta lei de transformaçio que se define 
o tensor covariante de segunda ordem. Todas as observações 
que at~ aqui se fizeram a respeito dos tensores contravarian
tes silo igualmente válidos para os tensores covariantes. 

N.ota. É conveniente tratar o escalar (invariante) como 
tensor de ordem zero, que tanto ~ contravariante como 
covariante. 
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TenJor misto. Pode também definir-se um tensor de 
segunda ordem do tipo 

(12) 

que é covariante quanto ao !ndice p. e contravariante quanto 
ao Indice li. A sua lei de transformação é 

(13) 

É claro que há tensores mistos com um número qual
quer de !ndices de carácter covai:iante e com um número 
qualquer de !ndices de carácter contravariante. O tensor 
covariante e o tensor contra variante podem ser. consHerados 
casos especiais do tensor misto. 

Tensores simétricos. Um tensor contravariante ou cova
riante de segunda ordem ou de ordem mais elevada diz-se 
simétrico quando são iguais duas componentes provenientes 
uma da outra pela permuta de dois lndices quaisquer. O ten
sor AI"' ou o A.,.v. é pois simétrico se for pára qualquer com
binação dos 1ndices, respectivamente . 

(14) 
(14a) 

AI"'= A'l', 
A,_..,= A,"' 

ou 

É necessário demonstrar que a simetria assim definida é 
uma propriedade independente do sistema de refedncia. 
Com efeito, de (9) resulta, atendendo a (14), 

AaT' = Jx'a Jx'-r Au.• = Jx'a Jx'-r A'l" = Jx'-r t)x'., AI"'= ATa', 
Jxp. Jx, ' . ax,... Jx, Jx"' ax, 

A penúltima igualdade provém da p~rmuta dos !ndices de 
soma p. e li (isto é, de uma simples mudança de notação). _ 
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Tensores anli-.timétricos. Um tensor contravariante ou 
covariante de segunda, terceira ou quarta ordens diz-se anti
-simétrico quando duas componentes provenientes uma da 
outra por permutação de dois lodices quaisquer são iguais 
e de sinais contrários. O tensor AP.•, ou o AI'-•, é pois anti
-simétrico sempre que se tenha, respectivamente 

(15) 

(15a) 

AP.• = -A•!'-, 

AI-'•= -A·!'-· 

ou 

Das 16 componentes Af'•reduzem-se a zero as quatro A~'-~'-; 
as restantes são, ios pares, iguais e de sinais contrários, de 
modo que só há 6 componentes nume.ricamente diferentes 
(vector de seis componentes ou sextivector). Do mesmo modo 
se vê que o tensor anti-simétrico Afl•a (de ttrceira ordem) só 
tem quatro componentes numericamente diferentes, o ten
sor A!'-•<Tt só tem uma, e não há, no contlnuo de quatro dimen
sões, tensores anti-simétricos de ordem superior à quarta. 

§ 7. Mt~ltiplica(àO tk lensom 

Mt~ltiplicação externa tk lensores. Com as componentes de 
um tensor de ordem z e as de um outro de ordem z' podem 
obter-se as componentes de um tensor de ordem z + z', 
multiplicando duas a duas todas as componentes do pri
meiro por todas as componentes do segundo. É assim que, 
no exemplo seguinte, se obtêm os tensores T à custa de ten
sores A e B, de diversas espécies: 

T p.va = Ap.v Ba, 

P~l~ = A'1~ Bl~, 
T'l'3 =A B'l'~ .. ~ .. ~ 
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A prova do carácter tensorial dos T resulta directamente 
das expressões (8), (10), (12) ou das regras de transformação 
(9), (11), (13). As equações (8), (10), (12) são em si mesmas 
exemplos de multiplicação externa (de tensores de primeira 
ordem). 

«Conlratfilo» de um tensor misto. A partir de qualquer ten
sor. misto pode-se formar um tensor de ordem inferior em 
2 unidades à do primeiro, igualando um lndice de carácter 
covariante a um de carácter contravariante e somando em 
relaçio a tallndice («contracçio» ). Assim, por exemplo, do ten

sor misto de quarta ordem A~~ ,obtém-se o tensor de segunda 

ordem 

e deste, novamente por contracçio, o tensor de ordem zero 

A=A~ =A:~. 

A prova de que o resultado da contracçio possui real
mente earácter tensorial obtém-se com a representaçio ten
sorial feita de acordo com a generalizaçio (12) em combi
naçio com (6), ou então por generalização de (13). 

Multiplkação interna e mista de tensores. Estas operações 
consistem na combinaçio da multiplicaçio externa com 
a contracçio. 

Exemplos. Com o tensor covariante de segunda ordem 
AI'-•• e o tensor contravariante de primeira ordem Ba for
mamos, por multiplicação externa, o tensor misto 

Por contracção segundo os .fndices v, 11 forma-se o quadrivcc
tor covariante 

D = D' =A B'. 
p. f"Y f"Y 
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Chamar-lh~mos produto interno dos tensores AI"• e E'. 
Anàlogamente com os tensores A 11 , e B'1T forma-se, por mui· 
tiplicaçlo externa . e dupla contracçlo, o produto interno 
AI'• Bl''. Com o resultado ~ multiplicaçlo externa e uma só 
contracçlo obtém-se a partir de AI"• e B'1T o tensor misto de 

segunda ordem· D; =A ~·Bvr:. Pode-se, adequadamente, desig
nar por mista esta operaçlo, visto que é externa em relaçlo 
aos lndices fL é -r e interna em relaçlo aos lndices 11 e a. 

Vamos agora demonstrar um teorema que se aplica 
muitas vcus para verificar o carácter tensorial. Segundo 
o .q~e acabámos de expor, AI"• B~'-' é um escalar se AI'• e B'1T 
forem tensores. Pois vamos agora estabelecer também o 
seguinte: 

Se AI'• Bl"' for um invariante para toda 1 tj114l1JIIlf' molha 
Jo ft111or Bl'', entlo AI'• tem carácter tensorial. 

Demonstraçlo: 
Tem-se, por hipótese, para uma substituiçlo arbitrária, 

Mas, por inversio de {9) 

Substituindo na equaçlo anterior: 

( ax,.. ax. ) 
Acrr'----- AI'• 81T' = O. 

Ox'a Ox'T 

Esta igualdade só pode ser satisfeita, sendo arbitrária 
a escolha de 81T', se a expressio dentro do parentese for nula. 
Daqui resulta, atendendo a (11 ), o teorema que enunciámos. · 
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Pode-se, de modo análogo, demonstrar um teorema 
correspondente a este para tensores de qualquer ordem e 
de qualquer carácter. 

O mesmo teorema pode ainda demonstrar-se na forma 
seguinte: 

Se B14 e c• forem vectores arbitrários e se, quaisquer 
que des sejam, o produto interno 

for um escalar, então A 14, é um tensor covariante. 
Podemos estender a validade desta última proposiçie 

ao caso mais restrito de a invariância se verificar no produto 
.escalar 

para uma escolha arbitrária do quadrivector B!4 , desde que 
saibamos que AI'-' obedece à condição de simetria A 14v= Avi"• 
Com efeito, prova-se então, seguindo o caminho que acaba
mos de indicar, que (AI"v + A,14 ) tem carácter tensorial, 
donde se segue, por virtude da propriedade da simetria, 
o carácter tensorial de A11-•· Também este teorema se pode 
generalizar fàcilmente ao caso de tensores covariantes e 
contravariantes de qualquer ordem. 

Finalmente, resulta do que foi demonstrado o seguinte 
teorema, que pode igualmente ser generalizado a quaisquer 
tensores: Se as grandezas AI'-v B' formam um tensor de pri
meira ordem para uma escolha arbitrária do quadrivector BV, 
então Ai'Y é um tensor de segunda ordem. Com efeito, se CIL 
for um quadrivector arbitrário, então, por causa do carác-

ter tensorial de AI'Y F, o produto interno A,_..Y Cl" F será 
um escalar, qualquer que seja a escolha dos quadrivectores 
C,... e B': donde resulta a afirmaçio feita. 
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§ 8. A/g11mas notas sobre o tensor Jt~ndamental dos g 11-v 

O tensor Jt~~~damenta/ çovariante. Na expressão invariante 
do quadrado do elemento . da linha Js! = &~• dxl" dx., 
dxl" desempenha o papel de um vector contravariante de escO
lha arbitrária. E como, além disso, gl"• =g•l"• segue-se, em 
conformidade com as considerações do último parágrafo, que 
gflo• é um tensor covariante de segunda ordem. Chamar-lhe
-emos «tensor fundament.al». Deduziremos de seguida algumas 
propriedades deste tensor, que na verdade pertencem a todo o 
tensor de segunda ordem; mas o papel especial desempenhado 
pelo tensor fundamental na nossa teoria, que tem os seus 
fundamentos ffsicos na peculiaridade das acções gravtticas, 
faz com que as relações a. desenvolver só tenham importân
cia para nós em relação ao tensor fundamental. 

O te111or Jt~~~damenta/ çontravariante. Tomemos no 4etermi
nante formado com os elementos g11• o menor correspondente 
a cada um dos gl"• e dividamo-lo pelo determinante g = lgl-"•1 
dos gfL•: obteremos assim certas grandezas g!L• (= g•P.) que, 
como vamos demonstrar, formam um tensor contravariante. 

Segundo uma conhecida propriedade dos determinan
tes, teremos 

(16) 

onde o slmbolo a fio v significa 1 ou o, consoante for p. = 11 ou 
p. :f: 11. Em vez da expressão anterior de Js! podemos então 
também escrever 

ou ainda, atendendo a (16), 
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Mas, segundo as regras de multiplicação dos parágrafos pre
cedentes, as grandezas 

formam um quadrivector covariante, que é de escolha arbi
trária (dado que o são os dx:-)· Introduzindo-o na nossa 
expressão, obtemos 

Como isto é um escalar para uma escolha arbitrária do vec
tor d~a e como grn é por definição simétrico nos Indices rr e T, 

segue-se, de acordo com os resultados do parágrafo prece
dente, que grn é um tensor contravariante. De (16) resulta 
ainda que õ14 v é também um tensor: chamar-lhe-emos tensor 
fundamental misto. 

Determinante do tensor fundamental. Pela regra de multi
plicação dos determinantes, teremos 

Por outro lado, 

Donde 

(17) 

O invariante do volume *. Comecemos por determinar 
a lei de transformação do determinante g = I g14, I· Em vista 
de (11) temos 

* No raciocínio que se segue omitem-se por simplicidade, 
o sinais de integral, que em rigor seriatn necess:i.rios. 
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Daqui resulta, aplicando duas vezes a regra da multiplicação 
de determinantes 

I ôxu.ll ôxv I I ôxu.l t g = Ô;a ôx'-r · igl'-v I = Úa g, 

I ôxu.l 
ou {i= Ô;a vg. 
Por outro lado, a lei de transformação do elemento 

é, segundo o conhecido teorema de Jacobi 

dT' ~ I ~:; I dT. 

Multiplicando as duas últimas equações, obtém-se 

(18) Vi dT' = Vg dT. 

Em vez de fi introduziremos no que se segue a grandeza 
v' - g, que tem sempre valor real, em virtude do carácter 
hiperbólico do conúnuo espaço-tempo. O invariante v'-g dT 
é igual à grandeza do elemento de volume quadridimensio
nal, medido no «sistema de referência local» por meio de 
barras dgidas e relógios, tal como na teoria da relatividade 
especial. 

Nota sobre o carácter do contlnNO espaço-tempo. A nossa 
suposição de que a teoria da relatividade especial é sempre 
válida no infinitamente pequeno arrasta consigo a conse
quência de que ds2 se pode sempre exprimir, de acordo com (1 ), 
por meio das grandezas reais dX1, dX2, dX3, dX4. Se 
designarmos por dTo o elemento de volume «natural» 
dX1. dX2. dX3 . dX4 , teremos então 

(18a) dTo= V- g. dT, 
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Se V g tendesse para zero em determinado local do 
continuo quadridimensional, isso significaria que, nesse local, 
a um volume finito definido com as coordenadas correspon
deria um volume «naturab> infinitamente pequeno. Admita
mos que isso não possa nunca suq:der. Nesse caso,g não poderá 
mudar de sinal: admitiremos, em acordo com a teoria da 
relatividade especial, que g tem sempre um valor finito nega
tivo. Isto constitui uma hipótese sobre a natureza ffsica do 
contlnpo considerado e, ao mesmo tempo, uma estipulação 
sobre a escolha das coordenadas. 

Mas se - g é sempre· positivo e finito, está natural
mente indicado que se faça «a posteriori» uma escolha de 
coordenadas tal que esta grandeza seja igual a 1. Veremos 
mais tarde que uma tal limitação imposta à escolha das coor
denadas permite chegar a uma simplificação apreciável das 
leis da natureza. Em vez de (18), temos então simplesmente 

d-r'= d-r 

donde, atendendo ao teorema de Jacobi, 

(19) I ôx'a I= 1. ax,.. 
Com esta escolha de coordenadas só são pois admissiveis 
as substituições de coordenadas que tenham determinante 
igual a 1. 

Seria porém erróneo crer que este passo represente 
uma renúncia parcial ao postulado da relatividade geral. 
Não perguntaremos : "quais são as leis da Natureza que são 
covariantes em relação a todas as transformações cujo deter
minante é 1 ?» Perguntamos sim: «quais são as leis da natureza 
de covariância geral?» Só depois de as termos estabelecido 
é que faremos uma escolha particular do sistema de referên
cia para simplificar a sua expressão. 
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ConstrNfão de novos tensores por meio do tensor jiUidamental. 
Por meio da multiplicação interna, da multiplicação externa e 
da multiplicação mista de um tensor pelo tensor fundamental 
formam-se tensores de outro carácter e de outra ordem. 

Exemplos: 

Afio= g114 Aa, 

A =g~'-' A~'-'. 

Notem-se especialmente as construções seguintes: 

AI''= g~'« g~ Ae~~, 

Al'v=g~ g,~ A11~. 

(«complementos», respectivamente, do tensor covariante e do 
contrilvariante), e 

Chamaremos Bl'' o tensor red~do correspondente a Afio,. 
Anàlogamente 

Note-se que gfL' nlo ~mais qu~ o complemento de gfL'· Com 
efeito 

§ 9. Eqt14fãO Ja linha geoJisifa (isto I, Jo movimento Jo ponto) 

Como o «elemento de linhu Js ~ uma grandeza definida 
independentemente do sistema de coordenadas, também 
a linha traçada entre os doii pontos P 1 e P2 do continuo 
quadridimensional para a qual J Js ~ um extremo (linha 
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geodésica) tem um significado independente da escolha das 
coordenadas. A sua equação é 

(20) 

Partindo desta equação chega-se por um conhecido processo 
do cálculo das variações a quatro equações diferenciais totais, 
que determinam esta linha geodésicà. Para apresentar o" assunto 
de um modo completo, vamos fazer aqui essa deduÇão. 
Seja À uma função das coordenadas x.; esta função define 
uma familia de superfícies que interceptam a linha geo~é
sica procurada, assim como as linhas infinitamente próximas 
desta que passem pelos pontos P 1 e P2 • Qualquer destas 
linhas pode então imaginar-se determinada pela expressão 
das suas coordenadas x. em f\Ulção de ).. Suponhamos que 
o simbolo à corresponde ao transporte de um ponto da . linha 
geodésica procurada para o ponto de uma curva vizinha que 
corresponde ao mesmo ).. Nesse caso, poderemos substituir 
(20) por 

(20a) 

Mas como 

_ 1 { 1 (}gf"Y tJxf" tJxy tJx!" ( tJx, ) } 
àw - --;- 2 r)x, li>: li>: àx, + g""' li>: a li>: ' 

resulta, substituindo dw em (20a), tendo em conta que 
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e após integraçio parcial 

I ]~11 0X11dÀ = O 

:~ = ~ {g,_..ll tlxp.} __ 1_ Ôgp.v tlxl-' tlx, 
áÀ Jll liÀ 211' àxa áÀ áÀ ' 

(20b) 

Daqui resulta, por ser arbitrária a escolha dos àx a , que os lta 

se reduzem a zero: 

(20c) 'Xa =O. 

Tais são as equações da linha geodésica. Se não for dr = O 
sobre a linha geodésica considerada, poderemos tomar como 
parâmetro À o «comprimento de arco)) s medido sobre a linha 
geodésica. Será então w = 1 e, em vez de (20c), teremos: 

á'~xl-' ôg:u áx, tlxl-' 1 ()g~, dxl-' dxv 
gl'a---;jT + ôxv T T- Z ôxa T dr-= O 

ou, com uma simples mudança de notaçio 

(20d) á'~x,. ["''] Jx., dxv ga.a-- + - ·- --=O tis i a tis tis 

onde se introduziu, seguindo Christoffel 

(2l) ["'] = _!_(Ôgl'a + Ôgva _ !)g,_..•). 
a 2 ax. axf'o axa 

Se, finalmente, multiplicarmos (20d) por gi1T (multiplicação 
externa em relação a T e interna em relação a a'), obtém-se 
para forma definitiva da equação da linha geodésica 

(22) 

· na qual se introduziu, seguindo Christoffel 

(23) 
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§ 10. A &oiiJirllfàO de tensom por meio de diftrelltillfàiJ 

Apoiados na equaçio da linha geodésica podemos agora 
deduzir fàcilmente as leis segundo as quais se podem cons
truir por diférenciaçio novos tensores a partir doutros. 
Só então nos encontraremos aptos a formular equações 
diferenciais de covariância geral. Atingiremos este objec
tivo por aplicação repetida deste simples teorema: 

Se, no nosso continuo, os pontos de uma dada curva 
forem definidos pela medida s do arco («Bogendistanz») 
que os separa de um determinado ponto fixo da curva, e 
se <p for uma função espacial invariante, então d<p{ds será ' 
também um invariante. A prova está em que tanto d<p como ds 
são invariantes. 

Ora, sendo 

segue-se que também 

é um invariante, sendo-o para· todas as curvas que partam 
de um ponto do contínuo, isto é, para uma escolha arbitrá
ria do vector dos dxl'-. Daqui resulta imediatamente que 

(24) 

é um quadrivector covarianté (gradiente de <p). 
Segundo o nosso teorema, também a derivada 

J<} x=Js 
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tomada sobre uma curva é um invariante. Substituindo ~ 
pela sua anterior expressão resulta 

o''f Jx~" Jx. o'f J!x,.. 
X.= oxf"ox.líS líS + oxl" ~. 

Daqui não se pode inferir directamente a existência de um ten
sor. Mas se estabelecermos agora que a curva sobre a qual 
se fez a diferenciação é uma linha geodésica, então, por substi
tuição de J2xvfds2 pela sua expressão tirada de (22), teremos: 

-{ a', {,..}a,} Jx" t~x. 
X- ax,.ax.- T OXT.. fíSfíS• 

Como se pode inverter a .ordem das diferenciações em 
relação a ,... e li . e como, segundo (23) e (21 ), o colchete { fl/ } 
é siméttico relativamente a ,... e li, . segue-se que a expressão 
entre parênteses também é simétrica em ,... e li. E, como· a par
tir de um ponto do continuo se pode traçar uma linha geodé
sica em qualquer direcção, sendo portanto Jx(J.fds um quadri
vector' de livre escolha de . razão de componentes, segue-se, 
·de acordo com os resultados do § 7, que 

(25) 

é um tensor covariante de segunda ordem. 
Chegamos deste modo ao seguinte resultado: 

com . o tenso.r covariante de primeira ordem 

pode-se construir, por diferenciação, um tensor covariante 
de segunda ordem 

(26) 
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A este tensor AfL' chamaremos a «extensão» («ErweiterH11g>>) 
do tensor AfL. 

Poderemos agora mostrar fàcilmente que c processo de 
formação _ de expressões que acabamos de indicar continua a 
originar tensores quando já não se verifique a condição acima 
admitida de AfL poder ser considerado um gradiente. 

Para provarmos isso, comecemos por notar que 

~ }_!_ 
àxfL 

é um quadrivecfor à>variante quando ~ e lf' forem escalares. 
Também assim sucede a uma soma de quatro termos análo
gos ao anterior 

sfL = :!1(1) o 'i' (' ) + . + . + ~e> c)<p(') 
' àx 11• àxfL ' 

desde que ~e) rp (') ... ~( 1) cp (4
) sejam escalares. 

Ora é claro que qualquer quadrivector covariante se pode 
representar na forma SfL: com efeito, se. AfL for um quadri
vector cujas componentes sejam dadas por funções quaisquel' 
dos xv, bastará tomar (em relação ao sistema de coordenadas 
escolhido) 

~(' ) = AI> 
~(') = A2 , 
~ (3) = A3, 
~(4) =A.. 

cp (l) = XJ, 

q.(') = X2, 

~ (3) = XJ, 

cp (4) = x4, 

para se conseguir que SfL se torne igual a AfL. 
Sendo assim, se conseguirmos demonstrar que AfLv ·é 

um tensor sempre que, no segundo membro da sua expressão, 
AfL represente um quadrivector da forma S fL, demonstrada 
ficará · a mesma afirmação para o caso ' de AfL representai 
um quadrivector covariante inteiramente arbitrário. 
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Ora um rápido exame de (26) mostra que basta fazer 
a demonstração para o caso de ser 

A - ,,, 09 !L - ,
àx!L 

para que fique feita para S !L. Considerando então esse caso, 
notemos que o produto por f do egundo membro de (25) 

o/~-{!L'}o/k 
. àx!Lc}xy r ax, 

tem carácter tensoriaL E 

a.;, a~ 

a_x!L ax. 

é igualmente um tensor (produto externo de dois quadrivec
tores). De uma adição resultará então o .carácter tensorial de 

a:. (o/ fx: )- { !LT•} (o/ :x:)· 
Com isto fica feita a demonstração para o quadrivector 

<jJk, 
t)x!L 

como se reconhece imediatamente olhando para (26). E por
tanto ficará igualmente feita, como se. provou, para todo e 
qualquer quadr~vectÇ>r A!L • 

Recorrendo à extensão do quadrivector, fácil é definir 
a «extensão)) de um tensor covariante de ordem arbitrária 
por generalização daquela. Limitar-nos-emos a estabelecer 
a extensão do tensor de segun.da ordem, porque esta deixa 
já compreender claramente qual é a lei de formação. 

Como já foi notado, todo o tensor covariante de segunda 
orclt:m pode ser representado por uma soma de tensores do 
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tipo A I-L Bv * .. Bastará por isso deduzir a fórmula da «exten
são» para tensores deste tipo especial. 

De acordo com (26), as expressões 

têm carácter tensorial. Multiplicando externamente a pri
meira por B. e a segunda por AfL, obtém-se em cada um dos 
casos um tensor de terceira ordem; a adição desses tens ores 
dá o tensor, também de terceira ordem, 

o.nde se pôs AfL. = AfL B v • Como o segundo membro de (27) 
é linear e homogéneo em relação aos· AfL. e suas primeiras 
derivadas, esta lei de formação conduz a -um tensor, não só 
quando se parte de um tensor do tipo AfL B v , mas ainda 
quando se parte de uma soma de tensores desse tipo, isto é, 
quando se parte de um tensor covariante arbitrário de segunda 
ordem, Ao tensor AfLva daremos o nome de extensão do 
tensor A fL•. 

* Por multiplicação externa dos vectores que ~m respecti
_vamente por componentes Au, A12, A13, A14 e 1, O, O, O, 
forma-se um tensor com as componentes 

A11 A12 A13 A14 
o o o o 
o o o o 
o o o o 

Por adição de quatro tensores_ 'deste tipo obtém-se o tensor cujas com-
ponentes foram arbitràriamente prefixadas. · 
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É cliro que (26) e (24) exprimem apenas casos espe
ciais de extensão (de tensores de ordem 1 e de ordem O, 
respectiyamente). De um modo geral, todas as leis espe
ciais de construção de tensores podem ser consideradas pro
venientes de (27) em combinação com multiplicações de 
tensores. 

§ 11. AI guns casos particulares de especial importância 

Alguns lemas respeitantes ao tensor fundamental. 
Vamos agora estabelecer fórmulas que nos hão-de ser 

de grande utilidade no que se segue. 
Em virtude da regra da diferenciação de determinantes, 

tem-se 

(28) 

A última expressão obtém-se da penúltima, atendendo 
a que 

gfl.v gfJ.'> = àfl.' donde gfl.v gfl.·· = 4 e por conseguinte 
fi. 

De (28) resulta 

(29) __ l_dv=g= 2_!11g(-g)=~gfi.Y d8fJ.Y = 
\Í -g ~ 2 axa 2 dxa 

1 dgfl.'l 
=-zgfi.Y t1xa · 

De gfl.ag''a =à v 
fi. 

resulta, por outro lado, por diferenciação 

! 
gfl.a dgva =-gva dgfl.a 

· (30) . . iJgva d&fl.a 
e gfl.a"J"xz-= -gva r}x). • 
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Efectuando o produto misto por g11~ . e gv)., respectivamente, 
obtém-se (modificando a notação dos índices) 

(31) l dgW' = - g!J."' gv~ dgcx~ , 

dg!J.' _ !J."' v~ ag .. ~ 
dxa - -g g àxa 

e correspondentemente 

(32) l 
A relação (31) é susceptivel de uma transformação que tam
bém havemos de utilizar muitas vezes. Segundo (21), temos 

(33) 

Introduzindo esta relação na segunda das fórmulas (31) 
obtém-se, atendendo a (23), 

Introduzindo agora em (29) o segundo membro desta rela
ção (34), vem 

(29a) 

«Divergência)) do quadrivector contravarianle. Se multipli
carmos (26) pelo tensor fundamental contravariante g!L• 
(multiplicação interna), o segundo membro tomará a seguinte 
forma, depois de transfo'rmado o seu primeiro termo t): 
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O último dos três termos desta expressão pode, atendendo a 
(31) e (29), escrever-se com a forma 

2) 

Como a denominação dos índices de soma se pode modifi

car livremente, os dois primeiros termos desta última expres
são são cancelados pelo segundo termo da penúltima; e o ter
ceiro termo da última pode reduzir-se com . o primeiro da 
penúltima 3). Se depois fizermos 

onde A•, bem como A!L, designa um vector arbitrário, obte

remos finalmente 

(35) 
/ 

<P = _ 1 _ _ a (v'_ g A•). v=gax., 

Este escalar é a divergência do quadrivector contravariante A•. 
«Rotacional» do q~~adrivector ( covariante). 
O segundo termo de (26) é simétrico em relação aos 

índices I'· e v. Daqui resulta a possibilidade da construção de 
um novo tensor (anti-simétrico} de maneira particularmente 

simples: o tensor A !L• - Av!L. Representando-o por B !L•, 
teremos então 

(36) 

Extensão anti-simétrica de 11111 sextivector. 
Se ap~carmos (27) a um tensor anti-simétrico de segunda 

ordem, A !L• , e se somarmos à equação assim obtida as duas 
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equações que provêm dela por permutação circular dos índi
ces p., v, 17, chegaremos ao tensor de terceira ordem 

que é anti-simétrico, como fàcilmente se prova. 
Divergênâa do sextivector . . 
Se multiplicarmos (27) por gfJ.« g''~ (multiplicação mista), 

obteremos ainda um tensor. O primeiro termo do segundo 
membro de (27) pode 4) escrever-se na forma 

Substituindo g!L" g'~ A!L•a por A~ll, e g!La. g'~ A !L' por A a.~; e 
substituindo ainda, no primeiro termo já transformado, 

pelas suas expressões (34), obtém-se a partir do segundo 
membro de (27) uma expressão de sete termos, quatro dos 
quais se cancelam entre si. Resta então 

(38) 

Tal é a expressão da extensão de um tensor contravariante de 
segunda ordem : expressões correspondentes a esta podem-se 
estabelecer para tensores contravariantes de ordem mais alta e 
mais baixa. E é de notar que, seguindo um processo análogo, 
se pode também chegar à extensão de um tensor misto: 

(39) a. _ a A~ {a !L} a. {a T} T A,a- - _,-- A T + A, . 
r- uXa T a r-
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Por contracção de (38) em relação aos índices ~ e r; 

(multiplicação interna por o;). obtém-se o quadrivector 
contra variante 

A:x = àA"~ + { ~ "} A:x>< + {~"}A"~. 
cjx~ P " 

Dada a simetria de { ~2"} em relação aos indices p e lt, o ter
ceiro termo do segundo membro reduz-se a zero se A2~ for 
um tensor anti-simétrico, o que vamos admitir; por outro 
lado, o segundo termo pode ser transformado por aplicação 
de (29a). Obtém-se assim 

(40) 

É esta a expressão da divergência de um sextivector contra
variante. 

Divergência do tensor misto de segunda ortkm. 

· Efectuando a contracção de (39) em relação aos indi
ces oc e r;, obteremos, atendendo a (29a) 

(41) 

Introduzindo no último termo o tensor contravariante 
Aia = gPT A a, ele tomará a forma 

Se o tensor AFa for simétrico, a expressão anterior redu
zir-se-á a 

Se, em vez de APa, se tivesse introduzido o tensor covariante, 
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igualmente simétrico, A~ = gp« g11~ A«~ , então o último 
termo teria tomado, em virtude de (31), a forma 

I ·-- t)g~l7 -v'-g-- A p17 · 
2 dX!J. 

Assim, no caso de simetria considerado, ( 41) pode su bsti
tuir-se por qualquer das formas 

(41a) e 

(41b) 

que havemos de aplicar mais tarde. 

§ 12. O tensor de Riemann-Christoffel 

Vamos a~ora investigar quais são os tensores que se podem 
formar por diferenciação, utilizando como ponto de partida 
somente o tensor fundamental dos g!L•· A resposta parece à 

primeira vista muito fácil. Basta substituir em (27) o tensor 
arbitrário A !L• pelo tensor fundamental dos giL"' para se obter 
um novo tensor, que é a extensão do tensor fundamental. 
Mas é fácil chegar à convicção de que tal tensor é idêntica
mente nulo. Poderemos, no entanto, atingir o objectivo 
em vista seguindo o caminho que se vai expor. Introduza
mos em (27) 

dAIJ. { !L v} A !L• = - - - A:, 
dxv ? · 

isto é, a extensão do quadrivector AIL. Obtém-se então 
(com uma pequena modificação nos nomes dos fndices) 
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o tensor de terceira ordem 

Esta expressão sugere a construção do tensor A !L'"" - AtLT4, 

visto que, nessa construção, o primeiro termo da expressão 
de AIL'"", o quarto tertno, e também o termo correspondente 
à última parcela do parêntese recto, são cancelados pelos 
termos da mesma ordem da expressão de AtLT4, dado que todos 
esses termos são simétricos em a e T. E o mesmo acontece 
com a soma do segundo e terceiro termos. Obtemos assim 

(42) 

(43) 

O que há de essencial neste resultado é que no segundo mem- · 
bro de (42) entra apenas os Ap e não já as suas derivadas. Do 
carácter tensorial de A !L'"" - A!LT4, em conjunção com o 
facto de Ap ser um quadrivector de escolha arbitrária, resulta, 

tendo em vista as conclusões do § 7, que d é um tensor 
- !L'"" 

(tensor de Riemann-Christoffel). 
A importância matemática deste tensor provém do 

seguinte. Quando o continuo é constituldo de tal modo que 
existe um sistema de coordenadas em relação ao qual os g!L' 
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são constantes, então todos os BP S) se reduzem· a zero. 
. ~~ . 

Se substituirmos o sistema de coordenadas original por 
um novo sistema, arbitrário, os g (J.Y referidos a este já não serão 

constantes; mas o carácter tensorial de B P S) arrasta consigo 
(J.CJT 

a consequência de estas componentes continuarem a ser 
todas nulas no ~istema de referência arbitrário. O anulamento 
do tensor de Riemann é assim uma condição necessária para 
se obter a constância dos g(J.. mediante uma escolha apropriada 
do sistema de referência *). No nosso problema isto corres
ponde a conseguir a validade da teoria da relatividade espe
cial num domínio finito mt!diante uma escolha conveniente 
do sistema de coordenadas. 

Por contracção de ( 43) em relação aos indices T e p, 
obtém-se o tensor covariante de segunda ordem 

(44) 

ObtervtZfãO tobre a ucolha dat coordenadas. Já foi notado 
no § 8, a propósito da equação (18a), que há vantagem em 
escolher o sistema de coordenadas por forma a tornar 
v' - g = i. Um rápido exame das equações obtidas nos dois 
últimos parágrafos mostra que, com essa escolha, as leis de 
formação de tensores sofrem uma simplificação notável. 
Isto aplica-se em particular ao tensor B1 •• que acabámos de 
desenvolver, o qual vai desempenhar um papel fundamental 
na teoria que vamos apresentar. Com efeito, a escolha do 

• Os matemáticos demonstraram que esta condição .é também 
fUji&ienle. 
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stema especial de coordenadas que vimos referindo origina 

o anulamento de J !L•, c isso reduz o tensor B JLY a R !L' . 

Por este motivo, todas as relações serão daqui em diante 
apresentadas na forma simplificaaa a que a referida escolha. 
particular de coordenadas conduz. É depois fácil voltar às 
equações covariantes gerais, se isso se mostrar conveniente 

nutri caso particular. 

C. Teoria do campo gravitico 

§ 13. · Eqt~a(ào do tnovimento do ponto material no ca1!1po graví
tico. Expressão das compon~ntu dem campo 

Segundo a teoria da relatividade esp.ecial, um corpo que 
se move · livremente, sem sujeição a forças exteriores, fá-lo 
em movimento rectillneo e uniforme. Esta afirmação continua 

a ser válida na teoria da relatividade geral, para uma porção 
do espaço quadridimensional em que seja posslvel escolher 

o sistema de coordenadas Ko- e Se" escolha de facto- de tal 
modo que os g!L., tomem os valores constantes dados em (4). 

Mas consideremos agora o mesmo movimento a partir 
de um sistema de coordenadas de escolha arbitrária K 1; 

apreciado de tal sistema ele apresenta-se como movimento 
efectuado num campo de gravidade, de acordo com as refle
xões expostas no § 2. A lei deste movimento em relação a K 1 

estabelece-se fàcilmente com o racioclnio seguinte: 

Em relação a Ko, a lei do movimento é representada por 
uma recta quadridimensional, isto é, por uma linha geodé
sica. Ora a linha geodésica tem uma definição independente 
do sistema de referência ; logo, a sua equação é também a equa
ção do movimento do ponto em relação a K 1 • Pondo 

(45) 
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teremos então, como equação do movimento do ponto em 
relação a K 1 , 

(46) 

Admitamos agora a hipótese, muito plauslvel, de que este 
sistema de equações, que goza de covariància geral, conti
nua a determinar o movimento do ponto no campo graví
tico mesmo no caso de não existir nenhum sistema de refe
rência Ko em relação ao qual a teoria da relatividade especial 
seja válida para regiões finitas. O facto de em ( 46) não entrarem 
senão prin;eiras derivadas dos gfL' justifica ainda mais que 
adoptemos tal hipótese, visto que entre as primeiras deri
vadas não há quaisquer relações, nem mesmo no caso de 
existir K 0 *. 

Se os r T se reduzirem a zero, o movimento do ponto 
!L'' 

será rectillneo e uniforme; logo, são essas as grandezas que 
fazem com que o movimento se a,faste da uniformidade: 
são elas as componentes do campo gravltico. 

§ 14. As eqt~tZfÕU . do campo gravlli&o na a11sência de matéria 

Na distinção que a seguir vamos fazer entre «campo 
gravítico» e «matéria», daremos a este último termo o signi
ficado de t~do quanto não for campo de gravidade, incluindo 

* É sómente nas segundas derivadas (relacionadas c~m as pri· 

meiras) que, segundo o § 12, apar~ as relações B~ = O. SmJo 
fLir. 

assim, as IIJIIIlfÕIS (46) tm IJN' s6 miram primeiras dtri•atlar ""'"' ltr ""' rigni
foatla i1ukjJe1rdtnte Ja txirtmtia ou llilo exirtht&ia de Ko (N. T.). 
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assim, dentro dele, não só aquilo que vulgarmente se entende 
por matéria, mas também o campo electromagnético. 

O problema que vamos agora resolver é o de estabele
cer as equações de campo da gravidade na ausência de maté
ria. Para isso, vamos outra vez aplicar o método que segui
mos no parágrafo anterior para estabelecer a equação do movi
mento do ponto material. 

Notemos então que as equações de campo . que estamos 
procurando devem sempre ser verificadas quando se dê 
o caso particular de a teoria primitiva da relatividade poder 
ser aplicada, isto é, quando os g!l• tomarem certos valores 
constantes. Admitamos que esse caso se dá em determinado 
dominio finito, desde que se adopte como sistema de refe
rência um certo sistema de coordenadas K 0 • Em relação a 

esse sistema, todas as componentes BP do tensor de Riemann wr. 
se reduzem a zero ao mesmo tempo [equação (43)]; e então, 
para o referido dominio, essas componentes serão igual
mente nulas relativamente a qualquer outro sistema de coor
denadas que seja adoptado. 

Sendo assim, as equações que vimos a procurar esta
belecer para o campo gravltico vazio de matéria devem 

verificar-se sempre que sejam nulos todos os B ~cr. • Mas esta 

condição suficiente não é certamente necessária: para o reconhe
cermos claramente, basta notar que deve ser impossível 
escolher um sistema de coordenadas capaz de «eliminar por 
transformação» o campo gravítico criado por um ponto 
material à sua volta, isto é, capaz de o transformar por forma 
que os g!l• fiquem constantes 6). 

Somos deste modo levados a pensar que a condição 
exigida pelo campo gravítico vazio de matéria deve ser o des
vanecimento do tensor simétrico B !l• que se obtém contraindo 

o tensor B ~cr. , Chegamos assim a 1 O equações para as 1 O gran-
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dezas g!Lv. O caso de serem nulos todos os BP é um caso 
. 1 d ifi !J.<rf especta a ver cação dessas equações. 

Com o sistema de coordenadas que atrás decidimos 
adoptar 7) vê-se, atendendo a ( 44), que as mesmas equações 
tomam a forma 

(47) 

É de salientar quanto é pequeno o grau de arbitrarie
dade envolvido na escolha das equações : com efeito, à excep
ção de B !L•, não existe nenhum tensor de segunda ordem 
que, sendo construido com os g!Lv e suas derivadas, não con
tenha derivadas de ordem superior à segunda e seja linear 
nas derivadas de segunda *. 

As equações a que aabámos de chegar, combinadas 
com as equações ( 46) do movimento, conduzem em primeira 
aproximação à lei de atracção de Newton, e em segunda 

· aproximação à explicação do movimento do periélio de 
Mercúrio descoberto por Leverrier (tal como ele se apre
senta depois de feitas as correcções de perturbação). Este 
facto, tendo em vista que as equações foram estabelecidas 
por via puramente matemática a partir dó postulado da 
relatividade geral, constitui, na minha op~ão, testemunho 
convincente de que a teoria é válida do ponto de vista fisico. 

* Em rigor esta afirmação só pode fazer-se para o tensor 
B !J.Y + Àg!Lv (g"'~ Bcx~), onde À ~ uma con~tante. Mas, se igualarmos a 
zero este tensor, obteremos outra vez as equações BIJ-v = O. 
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§ 15. A fUIIfàO de Hamilton para o campo gra11/tico. Lei da 
i1npulsão-energia 

Para mostrar que as equações de campo correspondem à 
lei da impulsão-energia é da maior conveniência escrevê-las 
na seguinte forma de Hamilton: 

(47a) 

à { ( Hd-:} = O 

H =gllY r« r ~ 
~~-~ Y« 

v g=1 

entendendo-se que as variaç9es se desvanecem nos limites 
do espaço quadridimensional de integração limitado que se 
considera. 

Comecemos por mostrar que a forma (47a) é. equiva
lente às equações (47). Para esse efeito, consideremos H 
como função dos g 11-• e dos 

g!lY(= àg!lY)' • 
a rJxa 

Temos então, em primeiro lugar, 

à H= r« r~ àgllY + 2gll• r« à r JS 
~~-~ y" ~~-~ Y'.t 

=-r« r~ àgllY+2r« àfgll.,.r~)· 
~~-~ Y« ~~-~ \• Y« 

Mas agora 

Os termos provenientes das duas últimas parcelas do parên
tese curvo convertem-se um no outro troéando o sinal e 
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permutando os índices p. e p (e atendendo a que a denomi
nação dos índices de soma pode ser modificada livremente). 
Na expressão de ~H os referidos termos aparecem multi
plicados por r~~ e por isso cancelam-se mutuamente, visto 

que r~~ é simétrica em relação a p. e ft. Resta, portanto, 
para ser considerado, apenas o primeiro termo do parêntese 
curvo, pelo que se obtém, atendendo a (31). 

e portanto 

(48) 

1 

i)H ra ~ 
i)g!J.Y =- !J.~ rYCC 

i)H a 
i)g!J.Y = r !J.Y • 

a 

Ora o cálculo da variação que figura em (47a) leva ao 
sistema de equações 8) 

(47b) 

Este sistema, em vista de (48), coincide com (47), como 
se queria demonstrar. 

Multipliquemos agora (47b) por g~v. Como · 

e, consequentemente, 
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obteremos com essa multiplicação a equação 

ou * 

(49) 

sendo ainda, em vista de (48), da segunda eq1,1ação de (47a), 
e de (34), 

É de salientar que 1: não é um tensor, mas que, apesar 
disso, a equação ( 49) é válida em todos os sistemas de coor
denadas para os quais seja V g = 1. Esta equação exprime 
a lei da conservação da quantidade de movimento e da ener
gia para o campo gravítico. Com efeito, a sua integração 
estendida a um volume V tridimensional fornece-nos as qua
tro equações 

onde al> a2 , a3 , representam os co-senos directores da nor
mal, dirigida para o interior, a um elemento de superfície de 
grandeza dS (no sentido da geometria euclidiana) perten
cente à fronteira do volume. de integração. Reconhece-se 

* A razão por que se introduz o factor - 2x será apresentada 
mais tarde. 
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aqui a expressão das leis de conservação na sua forma habi

tual. Designaremos as grandezas 1: por «componentes de 

energia» do campo gravítico. 
Vou agora apresentar ainda as equações (47) numa ter

ceira forma que é particularmente útil para uma apreensão 
viva do nosso assunto. Multiplicando as equações de 
campo (47) por gYa, obtemo-las em forma «mista». Note-se 
agora que 

grandeza que, em vista de (34) é igual a 

ou (modificando a denominação dos índices de soma) igual a 

O terceiro termo desta expressão cancela-se com ó que · pro
vém do segundo termo das equações de campo (47); e usando 
a relação (50) podemos substituir o segundo termo da expres
são por 

onde se tomou I= trz. Obteremos asslm, em vez das equa
rz 

ções (47), 

(51) I d~rz(ga~r~~)=-x(t~-fà~t) 
v g= 1. 
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§ 16. Forma geral das equafÕU de campo da uavilafãO 

As equações de campo estabelecidas no parágrafo pre
cedente para espaços livres de matéria correspondem à equa
ção de campo 

da teoria de Newton. Temos agora de procurar a equação 
que corresponde à equação de Poisson 

na qual p representa a densidade da matéria. 
A teoria da relatividade especial levou à conclusão de 

que a massa inerte mais não é do que energia, cuja expres
são matemática completa se encontra num tensor simétrico 
de segunda ordem - o tensor energia. Isto indica-nos que 
também na teoria da relatividade geral nós teremos de intro

duzir um tensor energia da matéria, r:' o qual há-de ter 

carácter misto, como as componentes 1: da energia do campo 

gravítico [equações (49) e (50)], mas há-de corresponder a 
um tensor simétrico covariante *. 

Quanto à maneira de introduzir nas equações do campo 
gravítico o referido tensor (correspondente à densidade p 
na equação de Poisson), temos para isso uma indicação nas 
equações do sistema (51). Consideremos, com efeito, um sis
tema completo (por exemplo, o sistema solar): a massa total 
desse sistema, e portanto também o seu efeito gravítico glo
bal, deve depender da energia total do sistema, ou seja, das 
suas energias ponderável e gravítica em conjunto. Isto expri-

* g · Ta.= T e g"~ Ta.= Ta.~ devem ser tensores simétricos. 
a:1' a aT a 
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mir-se-á introduzindo nas equações (51), em vez das com

ponentes de energia I" , que somente se referem ao campo 
!L · 

gravítico, as somas t" + T" das componentes de energia 
!L !L 

do campo gravítico e da matéria. Deste modo, em vez de (51), 
obtém-se a equação tensorial 

(S2j I iJ:r1. (goPr~~)=-ll.[(t~ + T~)-fd~( t+ T)] 

v g= 1, 

onde se pôs T = T~ (escalar de Laue). São estas, em forma 
mista, as equações gerais de campo da gravitação que pro
curávamos. 

Destas equações pode obter-se, seguindo uma marcha 
inversa daquela que nos fez chegar a (51), o seguinte sis
tema, que substitui (47): 

Deve salientar-se que o postulado da relatividade não é, 
só por si, suficiente para justificar a atribuição de um tensor 
energia à matéria; e foi por isso que, ao fazermos a rãs a intro
dução desse tensor, ·a baseámos na hipótese de que a ener
gia do campo da gravidade e a energia de qualquer outra 
espécie actuam gravlticamente de igual modo. Mas a razão 
mais forte para que aceitemos as equações precedentes está 
em que elas acarretam a seguinte consequência, como se vai 
mostrar no § 17: para as componentes da energia total vigo
ram equações de conservação (da quantidade de movimento e 
da energia) correspondentes exactamente às equações (49) 
e (49a). 
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§ 17. As leis de çonservllfiio no çaso geral 

É fácil transformar a equação (52) para fazer desapare
cer o segundo termo do seu segundo membro. Efectuemos 
para isso em (52) uma contracção relativamente aos 1ndi
ces p. e a; multipliquemos por ~a~ a equação que assim se 
obtém, e subtraiamo-la depois de (52). Resulta 

5 ) _J ( ali « _ .!.. ~a À~ « ) ( a a ) 
( 2a àx« g f!L~ 2 u!Lg fÀ~ =-x. tiL+ TIL. 

Apliquemos a esta equação a operação J/Jxa. 
Começando pelo primeiro termo cio primeiro membro, 

temos 

J' ( ~) 1 J' [ 11 À(àg(LÀ àg~À qg!J.~)] -- ga~f =---- ga'"'g« -+--- . 
àx~xa !J.~ 2 qx«àxa · · cJx~ àx!J. qxÀ 

A primeira e a terceira parcela deste parêntese curvo 
contribuem para o resultado, com termos que se cancdam 
mutuamente, como imediatamente se reconhece se na con
tribuição dada pela terceira parcela se permutarem, por 
um lado, os 1ndices de soma ·ex e a, e por outro os 1ndices 
de soma p e À. Resta então o termo proveniente da segunda 
parcela. Transformando-o por aplicação de (31), vem então 
como resultado da aplicação da operação àfoxa ao primeiro 
termo do primeiro membro da (52a) 

(54) _à_'-( a~r« )-.!.. qBtz~ • 
àx«àxa g !L~ - 2 àx«àx~àx!L 

Quanto ao segundo termo do mesmo primeiro mem
bro, de dá directamente 

1 . à' ( '·~ r!.t ) -2 àx«àx!L g À~ ' 

ou ...!.. à' [ .l~ tZ3 ·(àg~ + àg3~- àg"~)] • 
4 àx« àx!J. g g àx~ o X). à x-a 
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Mas o termo formado com a última parcela deste parên
tese curvo desaparece no sistema de coordenadas que esta
mos a empregar, como se reconhece considerando (29). 
E os dois restantes termos podem ser reunidos num só, 
dando, em virtude de (31), 

1 à''t·~ 
- T ax .. ax~ax!L. 

Combinando este resultado com (54), vê-&e então que a 
aplicação da operação o/dXa ao primeiro membro de (52a) 
conduz à identidade 

(55) 
02 

( l~ rcx - ~ õ '1 i~ f" ) =o. 
dXa dXa fL~ 2 fL À~ 

E então a aplicação da operação ô/àxa à equação (52a) con
duz finalmente a 

ô(t!La + T !La)- O. 
cJxa 

(56) 

Daqui se conclui que as nossas equações de campo para 
a gravitação implicam o cumprimento àas leis de conser
vação da quantidade de movimento e da energia. Reconhe
ceremos isso com a maior facilidade se retomarmos o racio
clnio que nos conduziu de (49) a (49a), com a diferença, 
porém, de que agora teremos de tomar, em vez das com

ponentes ta da energia do campo gravítico, as componentes !L 
da energia total da matéria e campo gravítico. 

§ 18. A lei da impulsao-tnergia para a matéria considerada 
como consequência das equações de campo 

Multiplicando (53) por ôg!Lvjôx,, obtém-se, com o método 
introduzido no § 15, e tendo em conta o anulamento de 

c)gfLV 9) 
g!Lv--

. dxa 
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a equação 

ou, atendendo a (56), 

(57) 

O confronto com (41b) mostra que esta equação, com 
a escolha de coordenadas que adoptámos, outra coisa não é 
senão a expressão do anulamento da divergência .do tensor 
formado pelas componentes energéticas da matéria. Do ponto 
de vista flsico, a presença do segundo termo do primeiro 
membro mostra que em dgor a lei da conservação da quan
tidade de movimento e energia não é válida quando se con
sidera a matéria só, ou antes, só é válida nesse caso desde 
que os g!Lv sejam constantes, isto é, desde que se desva~eçam 
as intensidades de campo da gravitação. Este segundo termo 
exprime, consoante as coordenadas, ou a quantidade de 
movimento que é transferida do campo gravítico para a maté
ria, por cada unidade de volume, ou a energia que é trans
ferida por cada unidade de tempo. Isto ressalta com maior 
clareza ainda se, por sugestão de (41), escrevermos (57) 
na forma 

(57 a) 

Assim escrito, o segundo membro exprime o efeito energé
tico do campo gravltico sobre a matéria. 

Em face do exposto, vemos que as equações de campo 
da gravitação contêm quatro condições, às quais o processo 
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material tem que satisfazer · simultâneamente. Tais condições 
determinam completamente as equações que regem o pro
cesso, caso ele possa ser caracterizado por quatro equações 
diferenciais mutuamente independentes *. 

D. Os processos «materiais» 

Os instrumentos matemáticos desenvolvidos em B pro
porcionam-nos a possibilidade de, sem ter de recorrer a outros 
meios, proceder a um alargamento dos enunciados das leis 
físicas da matéria (hidrodinâmica, electrodinâmica de Maxwell) 
- tal como são formulados na teoria da relatividade especial -
com o fim de os adaptar à teoria da relatividade geral. Com 
essa adaptação, o que se vai obter não é uma nova limitação 
de possibilidades imposta pelo principio da relatividade geral, 
mas sim um conhecimento exacto da· influência que o campo 
gravítico ~erce sobre todos os processos; e isto independen
temente da introdução de qualquer nova hipótese. 

Pôr o problema deste modo implica que não se introdu
zam como necessárias hipóteses concretas a respeito da natu
reza física da matéria . (tomada no seu sentido restrito). Pode 
em particular ficar em aberto a questão de se saber se as teo
rias dos campos electromagnético e gravítico formam ou não, 
no seu conjunto, uma base suficiente para a teoria da maté
ria. O postulado da relatividade geral nada pode, em prin
cipio, ensinar-nos a este respeito. Será o desenvolvimento 
da teoria que há-de revelar se as doutrinas electromagné
tica e da gravitação serão capazes de realizar, em conjunto, 
aquilo que a primeira não foi capaz de realizar sozinha. 

* Sobre este assunto consulte D. Hilbert, Nachr. d. K. Gescllsch. 
d. Wiss. zu Gõttingen, Math.-phys. Klasse, 1915, pig. 3. 
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§ 19. Equações de Euler para fluidos adiabáticos desprovido! 
de atrito 

Sejam p e p dois escalares, ao primeiro dos quais chama
remos «pressão» e ao segundo «densidade» de um fluido; 
e suponhamos que eles estão relacionados por uma equação. 
Suponhamos ainda que o tensor contravariante da energia 
do fluido é o tensor simétrico ·contravariante 

(58) Ta~__ a~p + dxa dx~ - g P--· 
ds ds 

Corresponde-lhe o tensor covariante 

(58a) 

assim como o tensor misto * 

(58b) tfxRtfx 
Ta = -ô"'p +g.,/3-" _g_ P· 

a a ds ds 

Introduzindo o segundo membro de (58b) em (57a), obtêm-se 
as equações hidrodinâmicas de Euler da teoria da relatividade 
geral. Estas equações dão, em princípio, uma solução com
pleta ao problema do movimento; porque as quatrorequa
ções (57a), conjuntamente com a equação dada entre p e p 
e ainda com a equação 

* Para um observador que seja arrastado no movimento e que, 
no iiúinitamcnte pequeno, utilize, no sentido da rdativida_de especial, 
um sistema de referência, a densidade de energia T ~ é _igual a p - p. 
É aqui que assenta a definição de p. Deste modo p não é constante para 
um fluido incompresslvcl. 
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são suficientes, dados os goc~ , para determinar as 6 incógnitas 

Se os gil-v forem também desconhecidos, será necessário lan
çar ainda mão das equações (53). Como estas são em número 
de 11 e as funções gil-v são só 10, parece à primeira vista haver 
superabundância de condições, mas há que ter em conta 
que as equações (57a) estão já inclu!das entre as (53), de modo 
que estas, no sistema, representam apenas 7 equações inde
pendentes. O que resta, pois, é uma indeterminação, que é 
aliás bem fácil justificar: é que a larga liberdade de que se 
dispõe para escolher as coordenadas introduz no problema 
um tal grau de indeterminação matemática, que se torna 
possível escolher arbitràriamente três das funções espa

ciais *· 

§ 20. Equações electro!llagnéticas de Maxwell para o v~io 

Sejam 'fv as componentes de um quadrivector covariante, 
o quadrivector do potencial electromagnético. Seguindo (36), 
formemos com elas as componentes Fpa do sextivector cova
riante do campo .electromagnético, mediante o sistema de 
equações 

(59) 

* Renunciando à escolha de coordenadas obrigada a g = - 1 
ficam quatro funções espaciais disponíveis para a liberdade de escolha, 
correspondentes às quatro funções arbitrárias de que se pode dispor 
livremente para estabelecer as coordenadas. 
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O sistema (59) implica que seja satisfeito o sistema 

(60) 

cujo primeiro membro é, em conformidade com (37), um ten
sor anti-simétrico de terceira ordem. O sistema (60) é, por
tanto, formado essencialmente por quatro equações, que 
se explicitam do modo seguinte: 

(60a) 

Este sistema de equações corresponde ao segundo sis
. tema de equações ·de Maxwell. Isso reconhece-se imediata

mente pondo 

(61) 
F14= e.., 
Fz4= e, 

· F34 ~es· 

Poderemos então, empregando a notação habitual da aná
lise vectorial de três dimensões, escrever em vez de (60a) 

(60b) I 0 ~+rote=0 ot 
div~ =O. 

O primeiro sistema de Maxwell obtém-se por generali
zação · da forma dada por Minkowski. Introduziremos para 
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isso o seguinte sextivector contravariante correspondente 
a Fa;~ 

(62) 

e igualmente o quadrivector contravariante JIL da densidade 
de corrente eléctrica no vazio. Em vista de (40), o seguinte 
sistema de equações é então invariante para substituições 
arbitrárias que tenham determinante igual a 1 (em conformi
dade com a escolha de coordenadas que resolvemos adoptar): 

(63) 

Pondo, com efeito, 

(64) I F23 = fj~ 
F3t = fj~ 
Fl2 = fj; 

Ft4=-e~ 

F24 =__:.e; 
F34 =-e;, 

grandezas que, no caso particular da teoria da relatividade 
especial, são iguais a flx ... r,, e além disso 

}1 = ix, J2 =i,, J3 =i., J4 = P• 

obtém-se, em vez de (63), 

(63a) l 
'f.' ()e' • 

rot '.J ~ c)t, = t 

div e = p. 

As equações (60), (62) e (63) constituem, assim, a gene
ralização das equações de campo de . Maxwell para o vazio 
e com a convenção que adoptámos para a escolha das coor
denadas. 
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A.r componentes de energia do campo electromagnético. For
memos o produto interno 

(65) 

Em notação tridimensional as suas componentes expri
mir-se-ão, em conformidade com (61), do modo seguinte: 

(65a) 

lta é um quadrivector covariante cujas componentes são 
iguais à quantidade de movimento negativa, ou à energia 
que, por unidade de tempo, ou de volume,- respectivamente, 
são transferidas das massas eléctricas para o campo electro
magnético. Se as massas eléctricas forem livres, isto é, se 
não estiverem sujeitas senão à influência do campo electro
magnético, então o quadrivector covariante x.a torna-se nulo. 

Para obtermos as componentes de energia T~ do campo 
electromagnético não temos mais que dar à . equação x.a = O 
a forma da equação (57). De (63) e (65) resulta directamente 

Y.a = Fa(.L iJF(.L~ = _Ô_ (Fa(.LFILY)-FILPÔFaiL. 
iJxv ôxv dxv 

O último termo consente, em virtude de (60), a transformação 

FILY aFa(.L ==- _.!._ FILY OF(.L• =- _!_ g(.L"'gy~ Faf> aF(.LY 
(}X v 2 Ô X ry 2 Ô X a > 

podendo ainda a última expressão, por razões de simetria, 
ser escrita na forma 
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à qual podemos ainda dar a forma 

O primeiro destes termos escreve-se abreviadamente 

o segundo dá, depois de se efectuar a diferenciação e de algu
mas transformações 

Reunindo os três termos calculados, obtém-se a relação 

(66) onde 

(66a) yv = -F. pn. + ..!_ av F. gpa~ a aa . 4 a a.., • 

Em virtude de (30), a equação (66) é equivalente a (57) 
ou a (57a) quando xa se reduz a zero. Os T; são por isso 
as componentes de energia do campo electromagnético. 
Com o auxílio de (61) e (64) mostra-se fàcilmente que estas 
componentes conduzem às bem conhecidas expressões de 
Maxwell-Poynting no caso ela teoria da relatividade especial. 

Até agora fizemos a dedução das leis gerais a que obe
decem a matéria e o campo gravítico utilizando sempre 
um sistema de coordenadas para o qual V g = 1. Conse
guimos assim considerável simplifi~ação nas fórmulas e cá!-
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culos, sem deixar de satisfazer à extgencia da covariância 
geral: e isto porque foi a partir de equações de covariância 
geral que, por particularização do sistema de coordenadas, 
encontrámos as nossas equações. 

Não deixa de ter interesse formal a questão de se saber 
se, sem essa particularização de coordenadas, mas com uma 
definição correspondentemente mais geral para as compo
nentes energéticas. do campo gravítico e da matéria, não teriam 
validade leis de conservação com a forma da equação (56), 
bem como equações de campo da gravitação do género das 
equações (52) ou (52a); de tal modo que no primeiro ' mem
bro .figurasse uma ~vergência (no significado habitual) e no 
segundo membro a soma das componentes energéticas da 
mat~ria e da gravitação. Eu cheguei efectivamente à conclu
são de que a resposta é afirmativa para os dois casos. Julgo, 
porém, que não tem interesse apresentar uma exposição 
mais ampla dessas minhas reflexões sobre o assunto; visto 
que mda de verdadeiramente novo brota delas. 

§ 21. A teoria de Newton çomo uma primeira aproximação 

Como já temos dito diversas vezes, a teoria da relativi
dade espe.cial cara-cteriza-se, como caso particular da teoria 
g.eral, pelo facto de os gf!Y fomarem os valores constantes ( 4). 
Mas, como também já foi dito atrás, tomar tais valores signi
fica desprezar inteiramente os efeitos da gravidade. Situar
-nos-emos mais perto da realidade se admitirmos que os gl!' 
têm valores diferentes de (4), sendo ·porém os respectivos 
desvios de tal modo pequenos (em confronto com 1) 
que se podem desprezar as grandezas de grau igual ou supe
rior a 2 que se formem com eles. (Primeiro ponto de vista 
da aproximação.) 
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Além desta hipétese sobre os valores dos gfL~' vamos 
admitir mais o seguinte: que no domínio espaço-temporal 
considerado os gfLv tendem para os valores (4) quando as coor
denadas de. espaço tendem para o infinito, desde que a escolha 
das coordenadas se faça de modo adequado: o que. equivale 
a dizer que os campos de gravidade que se vão considerar 
serão exclusivamente campos criados por matéria situada no 
domínio do finito. 

Pode dizer-se que 'é destas aproximações que vai resul
tar a teoria de Newton; mas, para chegar a ela, é ainda neces
sário introduzir um segundo ponto de vista no método apro
ximado de manipulação das equações fundamentais. 

Consideremos o movimento de um ponto material 
segundo (46). No caso da teoria da relatividade especial 
as componentes 

dx , 
~' 

dx~ dx,. 
~'~ 

podem tomar quaisquer valores;' o que significa ser possivel 
qualquer velocidade 

contanto que seja inferior à veloCidade da luz no vazio 
(v< 1). Se nos limitarmos, porém, ao caso de v ·ser pequena 
em confronto com a .velocidade da luz - e é esse o caso 
quase exclusivo da experiência - então as componentes 

deverão ser tratadas como quantidades pequenas, ao passo 
que dx4 fds se deve considerar, até à seg~nda ordem de gran
deza; igual a 1. (Segundo ponto de vista da aproximação.) 
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Notemos agora que, segundo o primeiro ponto de vista 

da aproximação, as grandezas r ~v são todas quantidades 

pequenas, de primeira ordem pelo menos. Basta então olhar 
para ( 46) para reconhecer que, em obediência ao segundo 
ponto de vista da aproximação, só são de considerar os ter
mos para os quais p. = v = 4. Procedendo assim, as equa
ções (46) simplificam-se, convertendo-se nas seguintes (que 
representam o que resta quando nos limitamos aos termos 
de ordem mais baixa): 

onde se tomou d.t = dx4 ~ dt. Se agora, no cálculo dos r:;._, 
conservarmos apenas os termos que, segundo o primeiro 
ponto de vista da aproximação, são · de primeira ordem, 
as equações anteriores reduzir-se-ão às seguintes 

J2x [«] 
dJ'T = T ('r = 1, 2, 3) 

Jtx1 = -[44] 
. tJJi 4 • 

Se, além disso, admitirmos que o campo de gravidade é 
quase-estático, limitando-nos assim ·a considerar casos em 
que a matéria geradora do campo só lentamente se pode 
mover (em confronto com a velOcidade de propagação da 
luz), então no cálculo dos segundos .membros das últimas 
equações poderemos desprezar derivadas em ordem ao tempo 
perante as derivadas em ordem às coordenadas de posição. 
Restará então 

(67) . 
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Estas equações são as do movimento do ponto material na 
teoria de Newton, desempenhando g4 4{2 o papel do poten
cial de gravidade. O que há de notável neste resultado é 
o facto de bastar a componente g 44 do tensor fundamental 
para determinar, em primeira aproximação, o movimento 
do ponto material. 

Passemos agora às equações de campo (53). 
Aqui há que ter em conta que o tensor energia da <<maté

ria», considerada em sentido lato, é determinado quase exclu
sivamente pela densidade p da matéria considerada em sen
tido estrito, isto é, pelo segundo termo do segundo membro 
de (58) [ou (58a), para o tensor covariante, ou (58b), para 
o misto]. Dentro da aproximação que nos interessa, · todas 
as suas componentes se reduzem a zero excepto T44 = p = T. 

Quanto ao primeiro membro de (53), deve notar-se que 
o seu segundo termo é uma quantidade pequena de segunda 
ordem; e que o primeiro dá, dentro da aproximção que 
nos interessa, 

o que dá, tomando p. = v = 4 e desprezando derivadas em 
ordem ao tempo 

A quarta das equações (53) dá pois 

(68) 

As equações (67) e (68) são, em conjunto, equivalentes à lei 
newtoniana da gravitação. 
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Dessas equações [(67) e (68)] resulta, para o potencial 
gravítico, a expressão 

(68a) -~fpdT 
Srr r ' 

enquanto que a teoria de Newton dá, para a unidade de tempo 
que escolhemos, 

onde K representa a constante 6, 7. 10--8, habitualmente deno

minada constante de gravitação. Confrontando as duas expres
sões, vem 

(69) X. = 8 ~/ = 1,87. 10-~7. 

§ 22. Con1portamento de réguas e relógios no campo de gravi

dade estático. Curvatura dos raios de luz. Movimento do 

periélio das órbitas dos planetas 

Para chegarmos à teoria . de Newton como primeira 
aproximação, apenas tivemos necessidade de calcular g44 . 

entre as 10 componentes gJ.L' do campo gravítico, por ser 
ela a única dessas componentes que entra na equação (67), 
primeira aproximação da equação do movimento do ponto 
material. Mas daqui já se deixa ver que há ainda outras com

ponentes entre os gJ.Lv cujos valores se devem desviar em 
primeita aproximação dos valores dados em (4): porque 
tal .desvio é exigido pela condição g = - 1. 
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Se o ponto material gerador do campo se encontra situado 
na origem do sistema de coordenadas, obtém-se, em primeira 
aproximação, a seguinte solução de simetria radial 

} XpXa 
g pa = - upa- e1 -;:a- (p e 11 entre 1 e 3) 

(70) g@• = g~P = O (p entre 1 e 3) 

g = 1-~ 
•• r 

tendo Õp~ o valor 1 ou o valor O, consoante for, respecti
vamente p = (] ou p #- (]; e sendo r a grandeza 

Em vista de (68a), 

(70a) xM 
Cl=-

41r 

se designarmos por M a massa que gera o campo. É fácil 
verificar que esta solução satisfaz em primeira ~proximação 
as equações de campo (no exterior da massa). 

Vamos agora investigar a influência que o campo da 
massa M exerce sobre as propriedades métricas do espaço. 
Continua a ser válida a relação 

ds2 = g!Lvdx!Ldxv 

que existe entre os comprimentos e tempos medidos <<local
mente», ds, de um lado, e as diferenças de coordenadas, 
dxv, do outro. 

Se uma régua unidade estiver, por exemplo, colocada 
em posição «paralela>> ao eixo x, tomaremos ds2 = - 1 ; 

dx2 = dx3 = dx4 =O, 
e será portanto - 1 = g11 dx12. 
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Se a régua unidade estiver assente no eixo do x, verifica-se, 
além da relação anterior, ainda a seguinte, dada pela pri
meira das equações (70) 

Destas duas relações resulta, com o rigor da primeira apro
ximação, 

(71) dx = 1-~. 
2r 

Vê-se assim que a régua unidade, quando está colocada radial
mente no campo gravltico, apresenta em relação ao sistema 
de coordenadas, em consequência da existência do campo, 
um encurtamento, cujo valor é o que acabámos de encontrar. 

De um modo análogo se pode obter o comprimento 
da régua expresso nas coordenadas, quando ela estiver colo
cada em direcção tangencial. Pondo, por exemplo, 

ds2 = - 1; dx1 = dx3 = dx 4 = O; x 1 = r, x2 = x 3 = O, 

resulta 

(71a) 

o que mostra que o campo de gravidade do ponto material 
não tem qualquer influência sobre o comprimento da régua 
quando esta é colocada em posição tangencial. 

Conclui-se então que a geometria euclidiana deixa de ser 
válida, mesmo em primeira aproximação, no campo da gra
vidade, se. quisermos continuar a considerar a mesma régua, 
independentemente da sua localização ou orientação, como 
materialização de um mesmo segmento de recta. No entanto, 
bast;l olhar para (70a) ou para (69) para reconhecer que os des-
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vios que se podem esperar · em relação a essa geometria são 
demasiado pequenos para poderem ser revelados por medi
ções feitas na superfície da Terra. 

Investiguemos agora o ritmo de funcionamento de um 
relógio unidade que se encontra em repouso num campo gra
vítico estático. Para um período de funcionamento do reló-
gio tem-se 

· ds = 1 ; dx1 = dxz = dx3 = O. 
E portanto 

1 = g44 dx4 2; 

dx4 = - 1-= 1 =1-g 11 -
1 ou ·lo) 

VgH V1 + {g~ ,-1) 2 

(72) 
lC I> dt 

dx4 = 1 + - / r_ . 
8 1r" r 

O relógio funciona, pois, com maior lentidão quando está 
colocado na proximidade de massas ponderáveis. Daqui 
resulta que as riscas espectrais da luz que nos chega da super
flcie de grandes astros devem apresentar-se desviadas para 
o extremo vermelho do espectro *. 

Vamos ainda fazer o estudo da marcha dos raios lumi
nosos no campo gravítico estático. Segundo a teoria da 
relatividade especial a velocidade da luz é dada pela equação 

-dx2-dx 2-dx2 + dx2 =O 
1 2 3 4 

e, então, segundo a teoria da relatividade geral será dada 
pela equação 

(73) dsZ = gfLv dxfL dxv =O. 

* Segundo E. Freundlich, há observações espectrais sobre 
estrelas fixas de certos tipos que testemunham a existência dum efeito 
deste género. No entanto, está ainda por encontrar uma prova defini
tiva desta consequência. 
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Se for dada a direcção, isto é, a razão dx1 : dx2 : dx3 , a equa
ção (73) dá as quantidades 

e, portanto, a velocidade 

definida no sentido da geometria euclidiana. Reconhece-se 
fàcilmente que a marcha dos raios de luz em relação ao sis
tema de coordenadas tem de ser curvilinea quando os g fLV 

não forem constantes. Se n for uma direcção perpendicular 
à direcção de p~opagação da luz, o principio de Huyghens 

mostra que o raio de luz 
[considerado no plano ( 1, n)] 
tem a curvatura- O"( 11). 

o" 
Vamos procurar determinar 

a curvatura que um raio de 
luz adquire quando passa à dis
tância Â de uma massa M. Se 
escolhermos o sistema de coor
denadas em conformidade com 

o esquema ao ladp, a deflexão total B do raio de luz (consi
derada positiva quando a concavidade ficar voltada para a 
origem) é dada com suficiente aproximação por 

enquanto que (73) e (70) dão 12) 

1 = n = 1 _ ;, ( 1 + ~n. 
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Efectuando o cálculo do integral, chega-se a 13) 

(74) B = 2« = xM. 
4 21t4 

Um raio de luz que passe próximo do Sol sofre, deste 
modo, uma deflexão de 1,7", e um raio que passe junto de 
Júpiter sofre uma deflexão de uns 0,02". 

Se calcularmos o campo gravltico com uma apro~ção 
maior, e se, com rigor correspondente, calcularmos também 
o movimento planetário de um ponto material cuja massa 
se possa considerar, em valor relativo, infinitamente pequena, 

·encontraremos, em relação às leis de Kepler-Newton referen
tes aos movimentos planetários, um desvio que se traduz 
no seguinte: a órbita ellptica do planeta efectua, no sentido 
do movimento de revolução do planeta, uma lenta rotação, 
cujo valor angular por revolução ·é o seguinte: 

(75) 

Nesta fórmula, a designa o semieixo maior, c o habitual 
valor da velocidade da luz, e a excentricidade, T o tempo 
de revolução em segundos *· 

Para a rotação da órbita do planeta Mercúrio o cálculo 
dá um valor de 43" por século, em correspondência exacta 
com os resultados dos astrónomos (Leverrier): estes, com. 
efeito, tinham reconhecido haver no movimento do periélio 
de Mercúrio uma parte que não podia ser atribulda a pertur
bações causadas por outros planetas, e que essa parte tinha 
o valor que acabámos de indicar. 

* Para o cálculo deve o leitor consultar os artigos originais: 
A. Einstein, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 1915, pág. 831; 
K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 1916, pág. 189. 
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Notas do Tradutor 

l) O primeiro termo, g!L' nA~-t, é transformado em 
ax • 

. I . j.tY 
_u_ (g!L• A!L)- A~-t IJ.L 
àxv rJxv 

2) No texto alemão figura na terceira parcela g!L• em vez de g T«. 

3) A redução é feita depois de o referido térceiro termo sofrer · 
uma transformação análoga à mencionada na nota (1). 

4) Depois de multiplicado por g!L'" g ·~. 

S) No texto alemão aparece R ~ em vez de B~ , certamente 
!L 'r- • !Ln 

por lapso. 
6) Neste .caso, portan!o, o tensor de Riemann não deve reduzir-se 

a zeto, de contrário haveria a possibilidade de tal transformação, como 
se explicou no § 12, 

') . No fim do § 12 . 
. 8) Estas equações («de Euler») constituem, como mostra o cil

culo das variações, condição necest;ária e suficiente de estacionaridade 
do integral que figura em (47a). 

9) Em virtude de (29) e de V- g = 1. 
10) O potencial gravltico é dado por (68a) e também por g4412 

adicionado de qualquer constante (neste caso - 1/2). 
· 11) Entende-se aqui por «curvatura» o ângulo de deflexão por 

unidade de percurso (veja o artigo precedente «Sobre a influência da 
gravidade na propagação da lUZ», § 4). 

12) Para este cilculo, depois de substituir em (73) os valores dos 
vários g 11.• dados por (70) e de introduzir ~~ na expressão obtida, há que 
tomar tlxafdxi = O, c que desprezar, por muito pequenos, termos em 
que entra a derivada dx dtlx 1• 

13) Para a integraçi o convém a mudança de váriavel x " = A tgrr . 
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O PRINCÍPIO DE HAMILTON 
E A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL* 

H. A. Lorentz e D. Hilbert conseguiram recentemente ** 
dar à teoria da relatividade geral uma forma particularmente 
acessível, porquanto fizeram derivar as respectivas equações 
unicamente de um principio de variação. Assim se vai fazer 
também no presente artigo. O objectivo que tenho em vista, 
ao escrevê-lo, é estabelecer as relações fundamentais com 
a maior limpidez possível e com toda a generalidade que 
o ponto de vista da relatividade geral permitir. Evitarei 
em especial, na medida do possível, introduzir hipóteses 
particulares referentes à constituição da matéria, em contraste 
principalmente com a exposição de Hilbert. Por outro lado, 
e ao contrário do que sucedeu no meu último trabalho sobre 
este assunto, a escolha do sistema de coordenadas ficará 
aqui inteiramente livre. 

§ 1. O princípio de variarão e as equarões de can1po da gravita
fi10 e da f!laléria 

Façamos, como habitualmente, a descrição do campo 
gravítico por meio do tensor dos gfL• *** e a descrição da 

• Reproduzido das «Sitzungsberichtcn der PreuBischcn Akad. d. 
Wissenschaften 1916. 

** Quatro artigos de H. A. Lorentz nas· «Publikationen d. Koninkl. 
Akad. van Wetensch. te Amsterdam», volumes correspondentes a 1915 
e 1916, D. Hilbert, «Gott. Nachr.», 1915, caderno 3. 

• •• O canl.cter tcnsorial dos g fL> não será por agora utilizado. 
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materta (campo electromagnético inclusive) por meio de 
um certo número de funções de espaço-tempo q(p), cujo 
carácter teórico de invariância não é para nós relevante. 
Seja ainda ~ uma função dos 

e ainda dos 

O principio de variação 

(1) 

fornece-nos então tantas equações diferenciais -quantas forem 
as funções gll~ e q(p) a determ4ur, desde que se estipule que 
as grandezas gll~ e q(p) são sujeitas a variações independentes 
umas das outras, e por tal forma que todos os ôq(p), àgtJ.• e 

a~ g tJ. ~ se desvaneçam nos limites da integração. 
uXa 

Vamos agora admitir que ~é linear nos g~:, não depen-

dendo os coeficientes dos gll~ senão dos gtJ.Y. Então podere-
oT 

mos substituir o principio de variação (1) por outro para 
nós mais cómodo. Com efeito, uma integração parcial ade
quada conduz-nos a 

(2) 

onde F designa um integral sobre a fronteira do domlnio 
considerado, e onde as grandezas t> • são ainda funções dos . 
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gil•, g~Y, q(p), q(p)a, mas não já dos g~~. De (2) resulta então, 

para variações nas condições indicadas, 

(3) I) 

o que permite substituir o nosso princípio de variação (1) 
pelo seguinte, que é mais cómodo 

(la) 

Efectuando o cálculo da variação segundo os g fi''' e segundo 
os q(p), obtêm-se as seguintes equações, como equações de 
campo da gravitação e da matéria *. 

(4) 

(5) 

§ 2. ExiJténcia do tampo gravitito considerada independentemente 
da exilténcia de matéria 2) 

Se não se fizerem hipóteses especiais sobre o modo por 

que~ depende dos giLY, g~Y, g~:, q(p). q(<?) a, as componentes de 

energia não poderão ser decompostas numa parte correspon
dente ao campo gravitico e noutra correspondente à matéria. 

* . Para abreviar, omitem-se nas fórmulas os sinais de soma. 
Sempre que um fndice ocorra duas vezes num termo, deve entender-se 

. . () ( ()~·) 
que se efectua soma s.obre ele. Assim, em (4), d x"' dgfL> repre-

senta o termo ~ O~a ( ~:~~ )· « 
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Para introduzir esta propriedade na teoria, vamos fazer a 
hipótese de que 

(6) 

onde @ depende só dos g!L', g~•, g~~· e ID1 sÓ dos g!L', q(p). 

q(p)
1

• As equações (4) e (5) 3) tomarão então a forma 

a (JCB•) ali. oWl 
(l) r)x« Jgf - Jg!L• = Jg!L• 

(8) 

Nestas equações @• designa uma grandeza que tem com @ 

a mesma relação que ,6• tinha com ,6. 
Deve ter-se em atenção que as equações (8) ou as (5) 

teriam de ser substituídas por outras, se quiséssemos conside
rar o caso de Wl, ou ,6, respectivamente, dependerem de deri
vadas dos q(p) de ordem superior à primeira. Seria ainda de 
considerar o caso de os q(p) nio serem independentes uns dos 
outros, mas sim ligados entre si por déterminadas equações 
de condição. Mas esses casos nio terão interesse para a expo
sição que se vai fazer, a qual se baseia apenas nas equações (1), 
que foram obtidas por variação do nosso integral em relação· 
aos g!L•. 

§ 3. Propriedades das tqt11Jf6eS di çampo da griiJ)ita;ão qt11 

remltam da ilwariâ11da teóriça 

Vamos agora introduzir a premissa de que 

(9) 

é um invariante. Esta premissa fixa o carácter da transfor
mação.dos g(L•· Quanto ao carácter da transformação dos q(p). 
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que fazem a descrição da matéria, não estabeleceremos qual

quer hipótese. Admitiremos, pofém, que as funções H = . ~, 
y-g 

. G GJ M !IJl o o I ass1m como = v'- e = v'- são mvartantes em re a-
o o -g -g 

ção a quaisquer substituições de coordenadas de espaço-tempo. 
Destas premissas deriva a covariância geral das equações 
(7) e (8) deduzidas de (1) 4). E resulta também que G deve 
ser igual (a menos de um factor constante) ao escalar do ten
sor de curvatura de Riemann; e isto porque não há nenhum 
outro invariante que possua as propriedades exigidas para 
G *· Com isto fica também completamente determinado @• 

e, portanto, o primeiro membro da equação de campo (7) **· 
Do postulado da relatividade geral derivam certas pro

priedades da função @• que vamos deduzir. Para esse efeito, 
efectuemos uma transformação infinitesimal das coordenadas, 
tomando 

(10) 

onde os 1:::. xv são funções infiiutamente pequenas das coor
denadas, arbitràriamente escolhidas; e os x; são as coor
denadas, no novo sistema, do . ponto de universo cujas coor
denadas no sistema original ~ão x. o Do mesmo modo que 

• É aqui que reside o motivo por que l! postulação da relativi
dade geral conduz a uma teoria da gravitação inteiramente determinada. 

•• Efectuando a integ~ção parcial obtém-se 

GJ • = v=g g~V [ {~,t} {"!}- {~~·} {~/}] • 
Notar ~ o tJ(a/ar Jo tefUor til çur»atura d• RiemiiJUI I g ~v B~ smJo 

B~v ( = B~vp) tlaJo pela fórmllia (43) Jo artigo Jo prumte obra «Os /1111-

- Jammlor Ja teoria Ja Relali•iJath Geral (N. To). 

[ 219] 



para as coordenadas, também para qualquer outra grandeza ~ 
tem validade uma lei de transformação do tipo 

~' = ~ + 6~, 

podendo 6 ~ exprtmtr-se sempre por meio dos 6 xv. Da 
propriedade de covariância dos g!l' deduzem-se fàcilmente 
para os gflY e para os gfl' as leis de transformação 5) 

a 

(11) 

. (12) 

Como @ • só depende dos g!l• e dos g!l•, é possivel cal-
a 

cular 6@ • com o auxilio de (11) e (12) 6). Obtêm-se assim 
as equações 7) 

(13) 

onde, para abreviar, se tomou 

(14) 

Destas duas equações resultam duas consequências, que são 
importantes para o que se vai seguir. 

Sabe-se que . ~ é invariant~ em relação a quaisquer 
y-g 

substituições; .~• , porém, não o é. Mas é fácil provar 
y-g 

que esta última grandeza é invariante em relação a substi-
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tuições lineares das coordenadas. Resulta daqui que o segundo 

membro de (13) se deve anular s~mpre que todos os ;j!6 x, se 
t}XyQXa. 

reduzam a zero. Sendo assim, ®• deve verificar a identidade 

(15) 

Se agora escolhermos os 6 xY de tal modo que eles só 
sejam diferentes de zero no interior de um dado domínio, 
desvanecendo-se, porém, na vizinhança infinitesimal da fron
teira desse dominio, então o valor do integral de fronteira 
que aparece na equação, (2) não será moclliicado pela trans
formação que estamos a considerar pelo que 

6 (F)= o 

e portanto* 6{j®d-r}= 6[J<S•d-r}. 
O primeiro membro desta equação deve, porém, ser nulo, 

visto que tanto . :.--: como V g d-r são invariantes. Sendo 
y-g 

assim, também o segundo membro se reduzirá a zero. Aten
dendo a (13), (14) e (15) 8) obteremos então directamente 
a equação 

(16) 

Se transformarmos esta equação, procedendo a uma dupla 
integração por · partes, obteremos a seguinte identidade, 
atendendo a que os 6 xa podem ser escolhidos arbitrària
mente. 9) : 

(17) 

* Introduzindo as grandezas li e <ii• em vez de ~ e ~ •· 
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Das duas identidades (16) e (17), que slo provenientes 

da invariância de , :--_ , isto é, do postulado da relatividade 
v -g 

geral, vamos agora deduzir algumas consequências. 
Comecemos por transformar as equações de campo da 

gravitação, (7), efectuando o seu produto misto por g!La. 
Obtêm-se então (permutando os indices 11 e v) as seguintes 
equações, equivalentes às equações (7) 

(18) _a (dGJ• g"'Y) = -(:ty + t' ) 
dXr~, jg~ ' . a a ' 

onde se tomou 
. ) !IJl 

(19) i:'=- _o -g!L• 
a dgiL 1 

v (àGJ. lU àt8e ) 1 (ltt ~· àtie ''-") (20) t =- -gr + - .-g!L' =- \!!I•IJ- -gr- . 
a àg~" . r1. àg!La 2 a àg~ a 

Esta última express1lo de t • justifica-se com (14) e (15). Dife-
a 

renciando (18) em ordem a x , e somando sobre v obtém-se, 
em vista de (17), 

(21) _à (i:' +t')=O. àx,_ a a 

.Esta equação (21) exprime a conservação da quantidade de 

movimento e da energia 10). Aos :t• daremos o nome de com
a 

ponentes da energia da matéria, e aos t • o de componentes 
a 

da energia do campo gravitico. 
Das equações de campo da gravitação, (7), resulta, mul

tiplicando por g~• e somando sobre p. e v, e ainda atendendo 
a (20) · 
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ou, atendendo a (19 e (21) 

(22) 

onde os 1:!L• representam as grandezas g., ~~. Temos assim 
4 equações às quais as componentes da energia da matéria 
têm de satisfazer. 

É de pôr em realce que as leis de conservação (21) e (22) 
(que gozam de covariância geral) tenham sido estabelecidas 
unicamente com as equações de campo da gravitação (7) em 
combinação com o postulado da covariância (relatividade) 
geral, sem se ter recorrido às equações de campo (8) refe
rentes aos processos materiais. 

Notas do Tradutor 

1) A hipótese de linearidade permite representar ~ por uma soma 

da forma 'fap giL' + 4· A aplicação da integração por partes dá 
!LY ap 

f e d-r =f_o_ ( 'fa, g~-'•) d-r -jgiL• à'fU. d-r + J'fd-r. 
. dXp !L• a a oxp 

O primeiro integral do segundo membro é transformável em integral de 
fronteira (F) pelo teorema de Gauss. O segundo integral é independente 

dos giL• porque os coeficientes 'f só dependem dos g!L•. 
ap 

2) No texto alemão, o título deste parágrafo é «Sonderexistenz 
des Gravitationsfeldes». 

3) No texto alemão «(4a)» em vez de «(5)», por lapso. 

4) Sendo y-gtl-r = M'd-r' é tambémjed-r = JHy-gd-r = 

= fHM' d-r'=!~' N. 

- " o ~!L o~. -
S) Parte-se de g!L' = g"~-' ---- e põe-se giL• = gfJ.Y + 6 g!L• 

- ox,. ax~ 
e xk = xk + 6 xk. 

6) No texto alemão : (13) e (14), por lapso. 
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1) Parte-se de É> GJ• = b.gfLV a <B· + b.gfLV a <B· substituem-se 
. agll-• a agfL•· 

(J 

b.gfLV e b.gfLV pelas suas expressões (11) e (12), e toma-se 
(J 

H 6(.~· )= 6 <B·-<B·Êl v-~. 
y-g v=-g . 

É> H= 1 .gfLV•g•b.gfLV 
2y-g 

(Cf. form. (28) do art. «Fundamentos da Relatividade Geral» da pre-

sente obra); e aindag 11 y b.gfLV = 2 SV aÊ:.Xa [em Vista de (11)]. 
r · a t}xy 

8) O texto alemão indica, por lapso, (14), (15), (16). 
9) Cada uma das integrações por partes faz aparecer um integral 

que é transformável, pelo teorema de Gauss, em integral de fronteira. 
Os dois integrais de fronteira são nulos, em virtude da condição imposta 

aos 6 xv. 
I O) Ou da «impulsão-energia». 
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CONSIDERAÇOES COSMOLÓGICAS SOBRE 
A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL * 

É bem sabido que não basta associar a equação diferen
cial de Poisson 

(1) 

à equação do movimento do ponto material para se obter 
um substituto completo para a teoria de acção a distância 
de Newton : é ainda necessário fazer intervir a condição de 
o potencial <p tender para um valor limite fixo no infinito 
espacial. Pois também na teoria da gravitação da relativi
dade geral acontece uma coisa análoga: se quisermos con
siderar o unive~so coin extensão espacial infinita, teremos 
de juntar às equações diferenciais condições nos limites para 
o infinito espacial. 

Quando tratei o problema dos planetas escolhi essas 
condições nos limites sob a forma da hipótese seguinte: 
é possfvel escolher um sistema de referência de tal modo que 
os potenciais de gravitação g!L• se tornem constantes no infi
nito espacial. Não é, . porém, de modo nenhum evidente 
«a priori» que seja legitimo estabelecer essas mesmas condi-

* Extraído das «Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d. 
Wissenschaften 1917». 
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ções de limite quando forem maiores as extensões do mundo 
astral consideradas. Vou apresentar nas páginas seguintes 
as reflexões que até agora fiz sobre esta importante · que~.tão 

. de principio. · 

§ 1. A teoria de Newton 

Como é bem sabido, a condição de limites newtoniana, 
que atribui a cp um limite constante no infinito espacial, 
leva a considerar a densidade da matéria nula no infinito. 
Imaginemos, com efeito, que existe no espaço universal 
.um local (centro) em relação ao qual o campo grav!tico da 
matéria, apreciado em larga escala, possua simetria esférica. 
Resulta então da equação de Poisson que a densidade média p 

deve tender para zero mais ràpidamente que :~ , quando 

aumenta a distância r ao centro, a fim de que cp possa tender 
para um limite no infinito *. 

Neste sentido, o universo segundo Newton é finito, 
ainda que . a sua massa total póssa ser infinitamente grande. 

Daqui resulta, como consequência imediata, que uma parte 
da radiação emitida pelos corpos celestes abandonará o uni
verso («Weltsystem») de ·Newton, afastando-se dele radial
mente, pata se perder, ineficaz, no infinito. Pergunta-se: não 
poderá essa fuga verificar-se também para os próprios corpos 
celestes? É diffcil negar tal possibilidade. Com efeito, a pre
missa da existência de um limite finito para <p no infinito 
espacial implica a possibilidade de um corpo celeste dotado 
de uma quantidade finita de energia cinética ·alcançar o infi-

* p é a densidade média da matéria, estabelecida para um espaço 
que é grande em confronto com a distância entre estrelas vizinhas, mas 
é pequeno em comparação com as dimensões da totalidade do sistema 
est~lar. 

[226] 



nito espacial, ultrapassando a barreira que lhe opõem as for
ças newtonianas de atracção. Segundo a mecânica estatls
tica, ocorrências destas deverão surgir uma vez por outra, 
enquanto no sistema estelar houver uma energia global 
suficiente para poder as$egurar, quando totalmente trans
ferida para um mesmo corpo celeste, uma viagem deste para 
o infinito, isto é, uma viagem sem regresso. 

Poderlamos tentar escapar a esta singular dificuldade 
mediante a atribuição de valor muito elevado ao limit~ para 
que tende o potencial no infinito. Este caminho seria prati
cável se não houvesse um condicionamento para o curso 
do potencial através dos corpos celestes: a ocorrência de 
diferenças de potencial apreciáveis no campo gravltico tem, 
na verdade, de ser considerada em contradição com os fac
tos. Bem ao contrário, a tais diferenças de potencial teremos 
de atribuir uma ordem de grandeza muito pequena, se qui
sermos que as velocidades estelares deduzidas delas não exce
dam as que efectivamente se observam. 

Se aplicarmos às estrelas a lei de distribuição de Boltzmann, 
válida para as moléculas gasosas, comparando para esse 
efeito o sistema estelar a um gás em que o movimento tér
mico seja estacionário, concluiremos que o sistema estelar 
não pode existir de forma nenhuma. Com efeito, à diferença 
de potencial finita existente entre o ponto central e o infinito 
espacial corresponde, para as densidades, uma razão finita 1) 
e, sendo assim, o desvanecimento da densidade no infinito 
implicaria o desvanecimento da densidade no centro. 

Mal se entrevê maneira de resolver tais dificuldades 
sobre as bases da teoria de Newton. Poderá então pergun
tar-se se não haverá maneira de as remover modificando 
a teoria de Newton. Vamos começar por indicar para isso 
um caminho que, não pretendendo ser um verdadeiro método, 
servirá, no entanto, de introdução ao que se vai seguir. 
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Em vez da equação de Poisson, tomemos a seguinte 

(2) 

onde À designa uma constante universal. Se for Po a den
sidade (uniforme) de uma distribuição de massas, então 

(3) 41tK 
~=-->.-Po 

será uma solução da equação (2). Admitamos que seria esta 
a solução do problema se a matéria das estrelas se distribulsse 
uniformemente pelo espaço com uma densidade p0 , e atri
buamos a Po um valor igual ao da densidade média da dis
tribuição real da matéria no universo. Uma tal solução cor
responde a uma expansão até ao . infinito do espaço central 
uniformemente cheio de matéria. Imaginemos agora que 
a distribuição da matéria se apresenta localmet).te não uniforme, 
mantendo-se, porém, o anterior valor da densidade média 
de distribuição. Virá então sobrepôr-se ao valor constante ~ 
da equação (3) um cp adicional que, na proximidade de mas
sas mais densas, se assemelhará tanto mais a um campo 
newtoniano, quanto mais pequeno for À cp em confronto com 
4r.Kp 2). 

Um universo constituido desta maneira não teria um cen
tro relativamente ao campo gravitico. Deixaria de ter cabi
mento a hipótese de uma densidade a decrescer para o infinito 
espacial: pelo contrário, manter-se-iam constantes até ao infi- . 
nito tanto o potencial médio como à densidade média. O con
flito que verificámos existir entre a teoria de Newton e a 
mecânica estatlstica não existe aqui. A matéria está em equi
librio para uma certa densidade (extremamente pequena), 
não sendo necessária a 4ttervenção de forças interiores (pres
sões) na matéria, para manter tal equilibrio. 

[ 228] 



§ 2. Ar condições nos limitei segundo a teoria da relatividade 
geral 

Nos parágrafos seguintes vou levar o leitor pelo cami
nho um tanto indirecto e tortuoso que eu próprio percorri, 
pois só assim poderei esperar interesse da sua parte para 
o resultad~ ·final. Trouxe-me esse caminho à opinião de que 
as equações de campo que até agora tenho proposto para 
a gravitação carecem ainda de uma pequena modificação, 
destinada a remover, na base da teoria da relatividade geral, 
as dificuldades de principio que, no ·parágràfo anterior, 
apontámos para a teoria de Newton. Essa modificação 
corresponde inteiramente à passagem da equação (1) para 
a equação (2) do . mesmo parágrafo. Chegar-se-á dessa 
maneira à conclusão de que as condições nos limites para 
o infinito espacial deixam completamente de ter cabimento, 
porquanto o continuo universal terá de ser considerado, 
quanto à sua extensão espacial, como um continuo fechado 
em si próprio, tendo um volume espacial (tridimensional) 
finito. 

A opinião que até há pouco tempo mantive acerca das 
condições nos limites a estabelecer para o infinito espacial 
assentava nas reflexões que vou apresentar. 

Numa teoria de relatividade consequente não pode exis
tir inércia em relação ao <<espaço)), mas somente inércia das mas
sas em relação 11ma1 àJ outra~. Portanto, se eu colocar uma massa 
a uma distância espacial suficientemente grande de todas 
as outras massas do Universo, a sua inércia deverá desvane
cer-se. Vamos procurar formular matemàticamente esta con
dição. 

Segundo a teoria da relatividade geral, a quantidade 
de movimento (negativa) é dada pelas três primeiras com
ponentes e a energia pela última componente do tensor 

[ 229] 



covariante multiplicado por v' g 3) 

(4) , ; - áx~ 
mv -gg!l-~T 

onde, como sempre, 

(5) 

No caso de especial evidência em que o sistema de coor
denadas pode ser escolhido por forma que o campo gravi
tico tenha isotropia espacial, tem-se, mais simplesmente, 

ds2 = -A (dxf + dxi + dxD + Bdx!. 

Se for ainda 

obtém-se de ( 4), em primeira aproximação, para as compo
nentes da quantidade de movimento 

A áx~ m----
v'B áx1 

e para a energia (no caso do repouso) 

mV B. 

Das expressões da quantidade de movimento resulta 

que m :B desempenha o papel da massa inerte. Como m é 

uma constante que caracteriza o ponto material sem depen
der da sua posição, esta última expressão só poderá desva
necer-se, mantendo-se no infinito espacial a condição imposta 
ao determinante 4), se A tender para zero e B crescer inde
finidamente. Uma tal degenerescência dos coeficientes g !J.Y 

apresenta-se, deste modo, como uma exigência do postulado 
de que toda a inércia é relativa. A mesma exigência implica 
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também que a energia potencial m VB se torna infinitamente 
grande no infinito. Sendo assim, um ponto material não poderá 
nunca abandonar o sistema; e uma investigação mais deta
lhada mostra que o mesmo se passa com os .raios de luz. 
Com este comportamento do potencial gravítico no infi
nito, um sistema de universo não estaria, pois, exposto ao 
perigo de despovoamento apresentado pela teoria de Newton 
como anteriormente se referiu. 

Faço notar que as hipóteses simplificadoras sobre os poten
ciais de gravitação que pusemos na base destas considerações 
foram introduzidas pelo simples motivo de clareza: pode-se 
encontrar uma formulação geral para o comportamento dos 
gJLY no infinito capaz de exprimir o essencial da questão, sem 
necessidade de mais hipóteses limitativas. 

Chegado a este ponto, pus-me a investigar, com a amá
vel colaboração do matemático J. Grommer, a existência de 
campos gravíticos estáticos, dotados de centro de simetria, 
e satisfazendo à condição de se desvanecerem no infinito, do 
modo que se indicou. Tomando os potenciais gravíticos gfLv, 
calculou-se com eles, com base nas equações de campo da 
gravitação, o tensor energia da matéria T fLY• Chegou-se, 
porém, por a1, à conclusão de que, para o sistema das estre
las fixas, não são de admitir tais condições nos limites, como 
também recentemente o astrónomo De Sitter pôs, e muito 
bem, em relevo. 

Com efeito, o tensor contravariante de energia da maté
ria ponderável, TfL', é dado por 

onde p representa a medida natural da densidade da matéria. 
Escolhendo convenientemente o sistema de coordenadas, 
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:u velocidades das estrelas apresentar-se-ão muito pequenas 
em confronto coF a velocidade da luz. Sendo assim, d1 pode 
substituir-se pov y'g:; dx4. Por aqui se vê que todas as com
ponentes de TJLY devem ser muito pequenas em confronto 
com a última, · T44, Esta condição, porém, não pode conci
liar-se com as condições nos limites que foram adoptadas. 
Aliás, este resultado não tem nada de surpreendente. O· facto 

. de as velocidades das estrelas serem pequenas leva a concluir 
que em parte nenhuma em que haja estrelas fixas o potencial 
gravltico (no nosso caso V B) pode ser muito maior do que 
nesta região do universo em que nos encontramos: isto 
depreende-se de considerações estatlstiC:as, exactamente como 
no ·'caso da teoria de Newton. Em qualquer . caso, os nossos 
cálculos levaram-me à convicção de que não é legitimo pos
tular condições de degenerescência dos g!J.Y no infinito espa
cial tais como as que foram indicadas. 

Chegada assim a insucesso a nossa tentativa, abrem-se-nos 
agora: .duas possibilidades: 

a) Postular, como no problema. dos planetas, que, 
mediante uma escolha conveniente do sistema de referên
cia, os g !J.Y no infinito espacial se aproximam dos valores: 

-1 o o o 
o - 1 o o 
o o - 1 o 
o o o 1 

b) Abster-se completamente de estabelecer para o infi
nito espacial condições nos limites que pretendam ter vali
dade geral: dar, s~, para cada caso particular, os valores 
especiais assumidos pelos g!J.Y na fronteira espacial do domi
nio considerado, à semelhança do que até agora se costu
mava fazer parà as condições iniciais de tempo. 
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A possibilidade b) não corresponde a uma resolução 
do problema, mas, pelo contrário, a uma renúncia a tal reso
lução. É nesta posição, impossível de atacar, que De Sitter 
se coloca actualmente *. Devo confessar; porém, que para 
mim é dificil, nesta questão de principio, aceitar uma tal 
capitulação. Teria primeiro que me convencer da inutili
dade de todo o esforço que se faça para alcançar uma concepção 
satisfatória. 

A possibilidade a) não satisfaz por várias razões. Em pri
meiro lugar, estas condições nos limites pressupõem uma deter
minada escolha de sistema de referência, e isso repugna ao 
espírito do princípio da relatividade. Em segundo lugar, 
com esta concepção renunciamos a entrar em conta com 
a relatividade da inércia. Com efeito, a inércia de um ponto 
material de massa m, em valor natural, depende dos g!'-,; estes, 
porém, só em · pouco diferem dos valores postulados para 
o infinito espacial. Sendo assim, a inércia seria de facto influen
ciada, mas não condicionada, pela matéria (presente no espaço 
finito). Ainda que só existisse um único ponto material, segundo 
esta maneira de ver as coisas, ele teria, mesmo assim, inércia, e, 
na verdade, uma inércia quase tão grande como aquela que 
possui no nosso universo real, isto é, quando se encontra 
rodeado de todas as restantes massas presentes nesse universo. 
Pinalmente, há que opor a esta concepção aquelas objecções 
estatlsticas que atrás se apresentaram para a teoria de Newton. 

Como se depreende do que ficou dito, não consegui 
chegar a estabelecer condições nos limites para o infinito 
espacial. No entanto, existe ainda uma outra possibilidade 
sem ser aquela que nos faz cair na renúncia indicada, mencio
nada em b). Com efeito, se fosse possivel considerar o uni
verso como um continuo fechadD nas JllaJ dimen~õu upaciaiJ, 

* De Sitter, Akad. van Wetensch. te Amsterdam, 8 Nov. 1916. 
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então não haveria nenhuma necessidade de condições nos 
limites do género das que se têm referido. No que se vai 
seguir, mostraremos que tanto o postulado da relatividade 
geral como também o facto de as velocidades das estrelas 
serem pequenas são conciliáveis com essa hipótese de o uni
verso ser, na sua totalidade, espacialmente fechado. No 
entanto, para podermos desenvolver esta ideia, teremos pri
meiro que fazer . uma modificação nas equações de campo 
da gravitação, que as vai tor(lar mais gerais. 

§ 3. O tmiverso espacialmente fechado com matéria uniforme
mente di.rtribulda 

O carácter métrico (curvatura) do continuo quadrimen
sional espaço-tempo é determinado em cada ponto, segundo 
a teoria de relatividade geral, pela matéria que ai se encon
tra e pelo estado dessa matéria. A estrutura métrica deste 
continuo não pode então deixar de ser extremamente com
plexa, dada a irregularidade com que a matéria se distribui. 
Se essa estrutura, porém, apenas nos interessar «grosso modo», 
então ser-nos-á permitido imaginar que a distribuição da 
matéria se faz uniformente sobre espaços enormes, de tal 
modo que a densidade de distribuição se apresenta como 
uma grandeza de variação extremamente lenta. Vamos assim 
proceder um pouco à maneira dos geodesistas, que tomam 
um elipsóide como aproximação da forma da Terra, sendo 
embora esta, no seu pormenor, tão complicada. 

O facto mais importante que a observação nos fornece 
acerca da distribuição da matéria é o de serem muito peque
nas as velocidades das estrelas em relação à velocidade da luz. 
Julgo, por isso, que poderemos começar por pôr na base 
dos nossos racioclnios a seguinte hipótese aproximativa: 
existe um sistema de coordenadas em relação ao qual a maté-
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ria se pode considerar permanentemente em repouso. Em rela
ção a tal sistema, o tensor contravariante de energia da maté
ria T!Lv terá então, de acordo com (5), a forma simples 

(6) [ ~ 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
p 

O escalar p da densidade de distribuição (média) pode, 
«a priori», ser uma função das coordenadas espaciais. Admi
tindo, porém, que o universo se fecha sobre si próprio, 
torna-se plauslvel a hipótese de p ser independente do local : 
admitiremos isso no que se vl!i seguir. 

Pelo que se refere ao campo gravltico, resulta da equação 
do ponto material 

que um ponto material só pode permanecer em repouso 
num caÍnpo gravltico estático se g44 for independente do 
local S). Como, além ·disso, pressupomos que todas as gran
dezas silo independentes da coordenada tempo x 4 , poderemos 
impôr à solução procurada que seja, para todos os Xv, 

(7) 

Deverá ainda tomar-se, como para todos os problemas 
. estáticos, 

(8) 

Falta agora determinar aquelas componentes do potencial 
gravltico que definem o comportamento puramente geomé
trico-espacial do nosso continuo {gu, g12, .. . , g33). Da nossa 
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premissa sobre a uniformidade de distribuição das massas 
que geram o campo resulta que a curvatura do espaço métrico 
procurado deve ser constante. Para tal distribuição de massas 
deve, pois, o pretendido continuo dos x1, x2, X3, para x 4 

constante, ser tim espaço esférico. 
Poderemos chegar a um tal espaço empregando, por 

exemplo, o seguinte processo. Partimos de um espaço eucli
diano quadridimensional, ~1> ~2. ~ 3 , ~ 4 , com o elemento 
de linha áu, sendo portanto 

(9) 

-
Neste espaço consideramos a hipersuperficie . 

(10) 

onde R designa uma constante. Os pontos desta hipersuperf1-
cie formam um continuo tridimensional, um espaço esfé
rico de raio de curvatura R. 

O espaço quadridimensional euclidiano de que parti
mos serve somente para fazer de maneira cómoda a defini
ção da nossa hipersuperflcie. Os pontos 6) que nos interes
sam são somente os .pontos desta hipersuperflcié, a qual apre
senta as propriedades métricas que o espaço físico deve pos
suir quando a distribuição da matéria for uniforme. Para 
a descrição deste continuo tridimensional podemos utilizar 
as coordenadas ~ 1> ~2 , ~ 3 (projecção sobre o hiperplano 
~ 4 = 0), pois que ~ 4 pode ser expresso em função . de 
~ 1, ~2• ~3 por meio de (10). Eliminando ~ 4 de (9), obtém-se, 
para o elemento de linha do espaço esférico, , a expressão 

(11) 
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ondeà!Lv=l se p. = v,3!Lv =O, se 1-'- :F v; ep2 = ~~ + ~~ + ~~, 
As coordenadas escolhidas são cómodas quando se trata de 
estudar a vizinhança de um dos dois pontos ~ 1 = ~2 = ~ 3 = O. 

Agora também o elemento de linha do universo espaço
-temporal de quatro dimensões que estamos procurando nos 
fica dado 7), Para os potenciais g!Lv, cujos Indices diferem 
ambos de 4, teremos de pôr, como é evidente 

(12) g!Lv = - ( 3!Lv + R2-(;!L+x~ + x~J 
Esta equação, combinada com- (7) e (8), determina inteira
mente o comportamento de réguas, relógios e raios de luz 
no universo quadrimensional considerado. 

§ 4. Acerca de 11m termo st~plementar a adicionar àJ etpaçõu 
de cafllpo da gravitação 

As equações que propus como equações de campo da 
gravitação são as seguintes, para um sistema de coordenadas 
de escolha arbitrária 8) 

G!Lv = - Y. ( T !J.V - ~ g!Lv r) 
(13) GIL• =:"- d~a {!La v} + {!L~«} e!J + 

+a' lg v::g _{!L.} a lgH. 
ax!Làxv Cl .ax .. 

Ora este sistema (13) não é satisfeito, de forma nenhuma, 
pela substituição dos 4v pelos ·valores dados em (7), (8) e (12) 
e do tensor (contravariante) da energia da matéria pelos valo
res dados em (6): isso depreende-se de um cálculo que se pode 
efectuar do modo simples indicado no parágrafo seguinte. 
Sendo assim, se fosse certo que as únicas equações de campo 
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compatlveis com o postulado da relatividade geral eram 
as equações (13) que até agora tenho utilizado, então não p~e- · 
riamos deixar de concluir que a teoria de relatividade não é 
conciliável com a hipótese de um universo espacialmente 
fechado. 

Porém, o sistema. (13) 9) admite uma natural extensão, 
que o concilia com o postulado da relatividade e que é intei
ramente análogo ao que, com a equação (2), se deu à equação 
de Poisson. Com efeito, podemos adicionar ao primeiro mem
bro da equação de campo (13) o tensor fundamental g!L• multi
plicado por uma constante universal - À provisoriamente 
desconhecida, sem que isso vá prejudicar a covariância geral; 

· e então, em ve2 da referida equação (13), teremos a seguinte: 

}>ara valores suficientemente pequenos de À, esta equação 
está também de acordo, em todos os casos, com os dados da 
observação no sistema solar. E também resp~ita as leis de 
conservação da quantidade de movimento e da energia: com 
efeito, chega-se a (13a), em vez de se chegar a (13), quando no 
principio de Hamilton - que garante a validade das leis de 
conservação- se introduz um esca,lar formado com o escalar 
de Riemann por adição de uma constante universal. A con
cordância de (13a) com as nossas premissas sobre campo e 
matéria vai ser demonstrado em seguida. 

§ S. Cálatlo 1 re111/tado 

Como todos os pontos do nosso continuo são equiva
lentes, basta efectuar o cálculo para 11111 só ponto, por exemplo 
para um dos dois pontos que taro as coordenadas x 1 = x 2 = 
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=XJ=X4=0. Então, em (13a) deveremos dar aos g!L• 
os valores 

-1 o o o 
o -1 o o 
o o -1 o 
o o o 1 

onde quer que eles nll:o apareçam diferenciados, ou apare
çam como tal uma só vez. Obtém-se então 

Atendendo a (7), (8) e (13) verifica-se fàcilmente 10) que 
todas as equações (13a) sll:o satisfeitas se se verificarem as duas 
relações 

_.2_ +À=- ..':1.. -À = -~ 
Ri 2 ' 2 ou 

(14) 
. "? 1 

À. = -y=R~· 

A constante universal À agora introduzida determina, como 
se vê, tanto a densidade média de distribuição p que pode 
subsistir em equillbrio, como também o raio R do espaço 
esférico e o seu volume 2rr2RJ 11). 

Segundo esta concepção, a massa total do universo, M, 
é finita, sendo o seu valor 

(15) 

Estas considerações levam-nos a conceber teoricamente 
o universo real como um espaço curvo, de curvatura variá
vel no espaço e no tempo, de acordo com a densidade de 
distribuição da matéria, susceptível porém, quando consi
derado em larga ·escala, de ser tomado como um espaço esfé-
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rico. Esta concepção tem,. pelo menos, ·a .vantagem de ser 
logicamente irrepreensível, e de ser aquela que melhor se cinge 
ao ponto de vi_sta da teoria da relatividade geral; se ela é ou 
não coq1pativel com os conhecimentos astronómicos actuais 
é questão que não discutiremos aqui. É certo que, para con
seguir que esta concepção ficasse livre de contradições, 
tivemos de proceder a uma nova modificação ampliativa das 
equações de campo da gravitação. Deve, porém, acentuar-se 
que, mesmo que não se introduza o termo adicional nas 
equações de campo, se chega ainda à conclusão de um espaço 
. com curvatura .positiva: aquele termo apenas nos é neces
sário para tornar possível uma distribuição quase estática 
da matéria, tal como deve corresponder ao facto de serem 
pequenas as velocidades das estrelas. 

Notu do Tradutor 

l) De n = n0 1 - fi KT resulta que a 'f' - 'f finito corresponde 
t~/n' finito. 

2) «Na proximidade de massas mais dcnsasll a densidade local 
~ superior à dcnsiiJadc m~ia. Seja p1 o respectivo excesso. Entio o adi
cionalf1 deve satisfazer a ôt1 -Ã'f1 = 4r.Kp1 ei>ortantoa Ô'f1 = 41rKp1 

no caso de ser À'f1 < 4 r. K p1 • Isto mostra o comportllmento de 'ft como 
potencial newtoniano. 

3) O tensor (contravariantc) dxrzfdr é o quadrivector velocidade. 

Corresponde-lhe o tensor covariantc g!L" dx~. A multiplicação por v'-g 
tis . . 

{baseada na invariincia de v'-g • tiT) dá a respectiva «densidade ten

soriab. 
4) . Entenda-se: condiçio V-g = 1. 

. dx dx dx 
5) Estando o ponto cm repouso, tem-se --• = --' =- __ a = O, 

dr dr dr 
donde ds' = g" dxl. lJas · equações de movimento resulta entio 
g 'P [~] = 9· Sendo o campo caútico, todas as derivadas cm or
dem a X~ sUão nulas, C entio as últimas equações simplificam-te cm 

g'P ~gu =O. Daqui sai, imediatamente, a afumaçio do texto. 
uXp · . 
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6) Entenda-se: pontos do espaço quadridimensional. 
1) Visto que para esse universo ds2 = d,..l...:_ lfLY dxfL dxy, 

(fL, v = 1, 2, 3). Cf. «The Meaning of Relativity», Einstein, ed. Methuen, 
1955, pág. 99. 

8) As equações de campo na ausência de «matéria» são as equa
ções (47) do artigo «Os fundamentos da teoria da relatividade' geral» 
da presente obra. Em vista de (44), do mesmo artigo, essas. equações 

podem escrever-se na forma BfLY = O, v'-g = 1. . Se, porém, se pres

cindir da condição V g = 1 então será SfL• 4= O e as equaÇões anteriores 
serão substi~fdas por BfLv + SfLY = O. Intervindo matéria, o segundo 
membro deixad de ser nulo - ·equações (53) do referido artigo - e 
chegaremos então às equações (13) do texto supra. 

9) No texto alemão (14). 
lO) Para fazer esta verificação parte-se da métrica ds' =-da' + 

+ dxl, determinam-se com ela os gfLY [expressões (12)], as respectivas 
primeiras e segundas derivadas, e as correspondentes expressões dos sfm
bol06 de Christoffel e da segunda derivada que aparecem na expressão 
de GfLY. Tendo em conta os valores particulares dos g fLY e suas derivadas 
nos pontos x 1 = x 2 = x 3 =O, o primeiro membro de (13a) é representi
vel por uma matriz cujos elementos são todos nulos, excepto a11 = a22 = . 

=a33 =-2/R1 +À e au=-),. O segun:domembrode (13a) d:l.por 
sua vez uma matriz cujos elementos são todos nulos excepto b11 = bfl = 
= ba.1 = b41 = - +xp. Equacionando as duas matrizes obtêm-se 

as condições (14). (Cf. «Albert Einstein, Théorie de la Relativité, trad. 
Solovine», Paris, Hermano ed., 1933, p:l.g. 104.) 

11) Para chegar a esta expressão do volume convém int~ 
duzir coordenadas esféricas na expressão de da', o que conclua a 
dV = a3 sen2 Y. sen e d y_ de d 'i' cuja integração entre 0-n, 0-n, 0-2n d' 
a fórmula do texto. (Cf. Landau, Th. du Champ, ed. La Paix, pág. 439.) 
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OS CAMPOS DE GRAVIDADE 
DESEMPENHARÃO UM PAPEL ESSENCIAL 

NA CONSTITUIÇÃO DAS PARTÍCULAS 
ELEMENTARES DA MATÉRIA? * 

Nem a teoria de Newton nem a teoria relativista da gra
vitação trouxeram até agora qualquer progresso à teoria da 
constituição da matéria. Pois vai-se mostrar neste artigo que 
_há razões para pensar que as partículas fundamentais das 
estruturas eléctricas que formam os átomos se mantêm uni
das por forças de gravidade. 

§ 1. Defeitos da concepção acff(a/ 

Têm os teóricos feito grandes esforços para a ~riação de 
uma teoria . explicativa do equilibrio da electricidade que 
constitui o electrão. G. Mie, em especial, d~dicou a esta 
questão um estudo profundo. A sua teoria, que encontrou 
grande aceitação entre ps flsicos, baseia-se essencialmente na 
introdução de termos suplementares no tensor-energia. Esses 
termo~, dependentes das componentes do potencial electro
dinâmico, vão-se adicionar aos termos de energia d~- teoria 
do campc) electromagnético de Maxwell-Loientz. :t-fo vazio, 
tais termos não se fazem notar de modo apreciável, mas no 

"' Reproduzido das «Sitzungsberichten der Preu Bischen Akad. d. 
Wissenschaftcn» 1919. 
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interior das partfculas eléctricas elementares são eles que 
determinam o equilibrio contra as forças de repulsão. Por 
muito bela que seja esta teoria na estrutura formal que lhe 
deram Mie, Hilbert e Weyl, os seus resultados flsicos são, 
porém, até agora, muito pouco satisfatórios: por um lado é 
desencorajante o grande número de possibilidades que ela 
deixa em aberto; por outro lado, ainda se não conseguiu 
fazer a ifltrodução dos referidos termos adicionais de um modo 
suficientemente simples para que a solução se pudesse con
siderar aceitável. 

A teoria da relatividade geral, até ao presente momento, 
em nada modificou este estado da questão. Prescindindo do 
termo adicional cosmológico, as equações de campo dessa 
teoria têm .a forma 

(1) 

onde (R1k) designa o tensor de curvatura de Riemann, depois 
de se efectuar uma contracção, (R) designa o escalar de cur
vatura, que é obtido por meio de uma nova contracção, 
e (T/Jc) designl\ o tensor de energia da (<matéria». Admite-se 
aqui, seguindo o desenvolv.ittiento histórico, que os T ik 

· não dependem das derivadas dos g!Lv : pois estas grandezas 
não são mais que as componentes da energia no sentido da 
teoria da relatividade especial, na qual não intervêmg!Lv variá-

, veis. O segundo termo do primeiro membro da equação é 
escolhido por forma a conseguir-se que a divergência daquele 
primeiro men'lbro resulte idênticamente nula 1), pelo que 
se obtém a partir de (1), tomando as divergências dos dois 
membros 2), 

(2) 
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equaçio que, no caso limite da teoria da relatividade espe
cial, se transforma nas equações seguintes, que traduzem 
completamente as leis de conservação : 

É aqui que reside o fundamento fisico do segundo termo 
do primeiro membro de (1). Que a esta passagem ao caso 
limite em que os g!-IY s~o constantes se possa atribuir uma signi
ficação é coisa que «a priori» se pode dizer não estar de modo 
nenlium estabelecida: com efeito, se os campos de gravidade 
desempenhassem papel essencial na constituição das parti
cuJas de matéria, tal passagem ao limite deixaria de ser legi
tima: porque, então, a constância dos g!-1' significaria preci
samente a não existência de partfculas materiais. Portanto, 
se quisermos encarar a possibilidade de a gravidade inter
vir na co.nstituição dos campos que formam os corpúsculos, 
então não poderemos aceitar com segurança a equação (1 ). 

Se introduzirmos em (1) as componentes de energia do 
campo electromagnético Cf'!-1•• segundo Maxwell-Loren~z, 

(3) 

obteremos, tomando as divergências e efectuando alguns· · 
cálculos *, a seguinte expressão para (2): 

(4) !f12 ~.x =O, 

• Ver, por exemplo, A. Einstein, Sitz.-Ber. Preuf!. Akad. Wiss 
1916, p:igs. 187 e 188. 
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onde, para abreviar, pusemos 

(5) 

No cálculo utilizou-se o segundo sistema de equações de 
Maxwell 

(6) 

De (4) depreende-se que a densidade de corrente (3«) se deve 
desvanecer em todos os pontos do espãço ( «überall» ). Sendo 
assim, e como há muito temp<1 é sabido, não. poderemos 
com a equaçio (1) chegar a uma teoria do electrio, se nos limi
tarmos a fazer intervir as componentes electromagnéticas 
da energia da teoria de Maxwell-Lorentz. 

A aceitaçio de (1) lança-nos, pois, no caminho da 
teoria de Mie *. 

Mas ·não é só o prpbleJD,a da matéria que nos suscita 
dúvidas sobre a equaçio (1): é também o problema cosmo
lógico. Como já mostrei num trabalho anterior, a teoria d~ 
. relatividade geral requer que o universo seja espacialmente 
. fechado, mas esta concepçio exige uma extenslo da · equa
çio (1 ), mediante a intrOduçio de · uma nova constante uni
versal À, estritamente condicionada pela massa total do uni
verso · (e, correspondentemente, pela densidade · de equill
brio da matéria). Ora isto constitui grave defeito para a beleza 
formal da teoria. 

• Ver. D. Hilbert, Gõttinger Nachr., 20 Nov. 1915. 
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§ . 2. As ttplllfifts de ça111po dese111bar11fadas de escalares 4) 

As dificuldades apontadas conseguem-se evitar se, no 
lugar das equações de campo (1 ), se escreverem as equações 
·de campo 

(ta) 

quando (Tilc) tiver o significado de tensor de energia do campo 
electromagnético dado por (3). 

A justificação formal do factor (- { ) no segundo termo 
desta equação está em que, por virtude dele, o escalar do 
primeiro membro 

se torna idênticamente nulo, do mesmo modo que, por 
virtude de (3), se torna idênticamente nulo o escalar do 
segundo membro: 

Se tivéssemos partido de (1), em vez de termos partido de (la), 
teriamos correspondentemente obtido a condição R = O, que 
deveria ser cumprida em todos os pontos («überall») pelos 
g!Lv, independentemente do campo eléctrico. É claro que há-de 
ser o sistema [(1 ), · (3)] que há-de arrastar como consequên
cia o sistema [(la), (3)] e não o contrário. 

Poder-se-ia agora começar por pôr em dúvida que as 
equações (la), combinadas com (6), sejam suficientes para a 
determinação de todo o campo. Ora numa teoria de relativi
dade geral só são necessárias " - 4 equações diferenciais 
mutuamente independentes para fazer a determinação de n 
variáveis independentes, visto que, em virtude da liberdade de 
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escolha de coordenadas, na solução devem entrar quatro 
funções inteiramente arbitrárias de todas as coordenadas. 
Sendo assim, serão necessárias 12 equações independentes 
uma das outras para fazer a determinação das 16 funções 
gil-v e CJI!J.>· Ora, efectivamente 9 das equações (la) e 3 das 

. equações (6) são independentes umas das outras. 
Quando se forma a divergênoa de (la) obtém-se, aten

dendo a que a divergência de R~~c:-i-g1k R se desvanece, 

(4a) ] «+1r)R O 
cp.,~ -4 -~- = . x axa 

Daqui resulta imediatamente ser constante o escalar de cur
vatura nos domínio~ quadridimensionais em que se desva
necer a densidade eléctrica. Se admitirmos haver conexão 
entre todas estas regiões espaciais, de modo que a densi
dade eléctrica só se apresente diferente de zero em fios de 
universo separados uns dos outros, então em todos os pon
tos fora de tais fios o escalar de curvatura apresentará um valor 
constante R0 • Mas a equação (4a) também nos leva a uma con
clusão importante acerca do comportamento dos domínios 
em que a densidade eléctrica se não desvanece. Se conside
rarmos, como é habitual, a electricidade como uma densi
dade de massas em movimento, pondo 

(7) 
3" dx~ 

f"=v g=p~. 
obteremos a partir de ( 4a), mediante multiplicação interna 
por ]a, e tendo em conta a anti-simetria de CFIJ.•• a relação 

r)R dx 11 
--=0. axa dJ 

(8) 

O escalar de curvatura é, pois, constante sobre qualquer linha 
de universo do movimento da electricidade; A equação (4a) 
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pode ser if)terpretada de modo intuitivo pelo seguinte enun
ciado: o escalar de curvatura R desempenha o papel de 
uma pressão negativa, que apresenta um valor constante R0 

no exterior dos corpúsculos eléctricos; no interior de cada 
corpúsculo existe uma pressão negativa (R- R 0 é ·que é 
positivo), sendo o gradiente · («Geflille») dessa pressão que 
mantém o equiltbrio das forças electrodinâmicas. O valor 
mlnirn:o da pressão e, portanto, o valor máximo do escalar 
de curvatura no interior do corpúsculo não varia com o tempo. 

Escrevamos agora as equações de campo (la) na forma 

Por outro lado, transformemos as primitivas equações de 
campo providas de termo cosmológico S) 

Subtraindo-lhes a equação escalar multiplicada por --}, 
obtém-se 6) 

Ora o segundo membro desta equação desvanece-se nos 
donúnios em que só existam campo eléctrico e campo gra
vítico. Nesses donúnios obtém-se, formando o escalar, 
-R+ 4).=0. 

Em tais donúnios o escalar de curvatura é pois constante 

pelo que ). se pode substituir por ~o • Podemos, por isso, 

escrever as anteriores equações (1) na forma 

[ 249] 



Comparando (9) com (10), verifica-se que as novas equações 
de campo só diferem das anteriores pelo facto de nelas entrar 
como tensor das «massas gravitatórias» a função do escalar 
de curvatura 

em substituição de T 11c. Mas esta nova formulação tem, em 
relação à anterior, a grande vantagem de qu~ a grandeza ~ 
passa a intervir nas equações fundamentais da teoria como 
constante de integração e não já como uma constante univer
sal inerente .à lei fundamental. 

§ 3, Acerca tÚIIJIIISião cosmolótJca 

O último resultado deixa prever já que na nossa nova 
formulação o universo pode ser considerado espacialmente 
fec;hado, sem que para isso tenha que se introduzir uma hipó
tese adicional. Vamos mostrar, como fizemos no trabalho 
anterior, que, para uma distribuição uniforme da matéria, 
um universo esférico é compatlvel com as equações. 

Comecemos por pôr 

Se forem entio P11c e P respectivamente o tensor · de curva
tura de segunda ordem e o escalar de curvatura no espaço 
tridimensional, teremos: 

R;1c = P11c (i, k = 1, 2, 3) 

R14= R41= ~=O 
R=-P 

-g=r· 
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Para o nosso caso, resulta então 

Rlk-fglkR = Plk - {y 1kP(i, k = 1, 2, 3) 

R.4- ~ g.... R = f P. 

Daqui em diante poderemos seguir dois raciodnios . 
Primeiro, vamos tomar como ponto de partida a equaçio (la). 
Nesta equaçio, T lk represe_nta o tensor de energia do campo 
electromagnético que é produzido pelas partfculas eléctricas 
constituintes da matéria. Para tal campo tem validade uni
versal a relaçio 

Os X~ individuais sã.o funções de posiçio de varialjio rápida; 
mas na questão de que nos estamos ocupando poderemos, 
sem dúvida, tomar em vez deles os seus valores médios. 
Tomaremos então 

(12) ! i:'= i;l = i;3= - ..!.. x• = constante. 
I 2 3 3 4 

X~= O (para i ,_ k), 

e P?rtanto 

Tomando em conta o que até agora se deduziu, obteremos, 
em substituiçio de (la), 

(13) 

(14) _!_p = _x~ ~. 
4 v-r 
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A equação escalar correspondente a (13) coincide com (14). 
É daqui que resulta admitirem as nossas equações fundamen
tais um universo esférico. Com efeito, de (13) e (14) vem 

(15) P 4 X i:t 
tk + 3 v1 "Yt~< =O, 

sistema que se sabe • ser satisfeito por um universo esfé
rico (tridimensional). 

Mas podemos também basear o nosso raciodnio nas 
equações (9). No segundo membro de (9) encontram-se aque
ies termos que um critério fenomenológico indica deverem 
substituir-se pelo tensor energia da matéria. Substituamo-los 
então por 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
p, 

onde p representa a densidade média da matéria. considerada 
em repouso. Obtêm-se assim as equações 

(16) 

(17) 

P,k- I 1 tk P.....:,. { "'/lk R o= O 

~p + {-Ro = -xp. 

Com a equação escalar correspondente a (16) e com a equa
ção (17) obtém-se 

(18) Ro= --j-P = 2'Xp 

e portanto, de (16), -

(19) 

* a. H. Weyl, «Raum, Zeit, Materie», § 33. 
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equação que coincide com (15), excepto na expressão dos 
coeficientes. Por comparação, vem 

(20) 

Esta equação mostra que, da energia que constitui a maté
ria, três quartos pertencem ao campo electromagnético e 
um quarto ao campo gravítico. 

§ 4. Obmvações finair . 

As considerações precedentes mostram a possibilidade 
de se construir uma teoria da matéria somente com os campos 
gravítico e electromagnético, sem terem de se introduzir 
hipotéticos termos adicionais, à maneira da teoria de Mie. 
Esta possibilidade apresenta-se particularmente promissora, 
na medida em que nos liberta da necessidade de introduzir 
uma constante especial À para a resolução do problema 
cosmológico. Mas, por outro lado, traz consigo uma difi
culdade, que é a seguinte: a aplicação de (1) ao caso está
tico de simetria esférica deixa-nos com uma equação a menos 
para a determinação dos g!Lv e !f!Lv. pelo que Ioda 1 fj114ltpllf' 

diJJriblliçiio de electricidade dotada til .rime/ria uférifa se mos· 
tra capaz de permanecer em equillbrio. Assim, o problema 
da constituição dos quanta elementares não pode ainda ser 
resolvido tomando· somente por base as equações de campo 
que apresentámos. 
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Nota~ do Tradutor 

I) Ver a obra já citada de Einstein «The meaning of Rclativity», 
ed. Methuen, s.a ed., pág. 80 e scgs.: al se justifica a forma proposta 
para a equação de canwo (1) e se demonstra o desvanecimento da diver
gência do seu primeiro membro. 

2) Chega-se ao primeiro membro desta equação aplicando ao ten
sor T a fórmula (41b) do artigo «Üs fundamentos da teoria da relativi
dade geral» da presente obra. Essa fórmula dá o produto por v'-g da 
divergência de um tensor simétrico de segunda 9rdem. Introduzem-se 

depois nela as densidades tensor ia is \/ - g T~ = 'L~ e v'-g 1'a-. = 'Ler. 

e ainda a notação g 0

1
' = c)gaT . 

c} XI 

3) Sendo os g 0 ' consta~tes e v'-g = 1, resulta imediatamente 
esta equação. 

4) O título no texto alemão é: «Di e skalarfreien Fcldgleichungen». 
Seria mais clara que a do texto a seguinte tradução : «Forma das equa
ções de campo cm que se tornam idênticamente ~ulos os escalares dos 

dois membros». 
S) Isto é, as equações (1) com o termo_-Àglk no primeiro membro. 
6) A equação escalar obtida da última equação escrita (multi

plicando-a por gH e em seguida fazendo a.contracção r = k) é R-- 4À = 

= xT. Multiplicando esta equação por T g1k e efectuando a subtracção 

· referida chega-se ao resultado do texto. 
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H. WEYL 

GRAVITAÇÃO E ELECTRICIDADE 





GRAVITAÇÃO E ELECTRICIDADE* 

Segundo Riemann * * a geometria assenta nos dois fac
tos seguintes: 

1. O e.rpafO é 11m (ontlnuo tridimensional e, portanto, 
a multiplicidade formada pelos seus pontos pode ser des
crita, de modo continuo, pelo sistema de valores de três coor
denadas x1 , x2 , X3 • 

2. (Teorema de Pitágoras.) O quadrado da distância ds2 
de dois pontos infinitamente próximos 

(1) P = (x1, x2, x3) e P' = (x1 + dx1, x2 + dx2, X3 + dx3) 

é (utilizando coordenadas arbitrárias) uma forma quadrática 
das coordenadas relativas dx1: 

(2) d.r2 = ~ g1k dx1 dxk 
lk 

Poderemos exprimir este segundo facto de um modo abre
viado dizendo: o espaço é um continuo métrico. Em inteira 
conformidade com o esplrito da moderna flsica dê acção 

* Reproduzido das «Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d. 
Wissenschaften>> 1918. -Algumas notas de fundo de página adicio-
nadas pelo autor quando se fez esta reprodução vão assinaladas com 
parenteses rectos. 

** «Über die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde 
liegen»; Math. Werke (2.• edição, Leipzig, 1892) Nr. XII, pág. 282. 
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prmuma, estipularemos que o teorema de Pitágoras só "é 
válido rigorosamente dentro de domlnios infinitamente 
pequenos . 

. A teoria da relatividade especial levou a considerar 
o tempo como uma quarta coordenada (xo), que se vem reu
nir às três coordenadas espaciais em pé de igualdade com elas, 
de modo que o palco em que se desenrolam os acontecimentos 
materiais- o universo («die Welt»)- é um continuo métrico 
qnadridimensional. A forma quadrática (2) que define a métrica 
do Universo não é definida-positiva, como no caso da geome
tria do espaço tridimensional, mas sim de índice de inércia 3 1). 
Já Riemann manifestou a ideia de que a métrica deve ser con
siderada como algo de real que, por exemplo nas forças cen
trff\lgas, se manifesta como um agente que está exercendo 
efeitos reais sobre a matéria; e de que, consequentemente, se 
deve admitir que a matéria reage, por sua vez, sobre a métrica 

. ao passo que até então todos os geómetras e filcsófos conce
biam a métrica como algo que pertence ao espaço em si mesmo, 
sem relação com o seu conteúdo material. Foi sobre esta ideia, 
cujo desenvolvimento não era ainda possível para Riemann, 
que Einstein ergueu em nossos dias (sem a influência daquele) 
o grandioso edifício da sua teoria da relatividade geral. Segundo 
Einstein, também as manifestações da gravidade são de atribuir 
à métrica universal, sendo as leis que regem a act(iação da 
matéria sobre a métrica precisamente as leis da gravitação: 
os g;k que figuram em (2) con~tituem as componentes do 
potencial de gravitação. Este potencial consiste assim numa 
forma diferencial quadrátüa invariante: ao passo que os 
fenómenos electromagnéticos são regidos por um quadripotencial 
cujas componentes se reunem numa forma diferencial linear 
invariante L, cp1dx1• Até agora, porém, estes dois domínios 
fenomenológicos - gravitação e electricidade - têm perma
necido isolados ao lado um do outro. 
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De trabalhos recentes de Levi-Civita *,de Hessenberg ** 
e do autor*** resulta com toda a clareza que uma construção 
da geometria de Riemann feita de acordo com as leis da natu
reza («naturgemãB») tem de tomar como alicerce o conceito 
fundamental de deslocamento paralelo infinitesimal de um vec
tor. Se P e P. forem dois pontos quaisquer ligados por uma 
curva, um vector dado em P pode ser deslocado paralelamente 
a si mesmo de P para P. ao longo desta curva. Mas em geral 
um tal transporte de P para P• não é integrável, isto é, o vec
tor q:Ue chega a Pe depende do c.aminho ao longo do qual 
se efectuou o deslocamento. Só na geometria euclidiana 
(«agravítica») é que essa integrabilidade se verifica. 

Ora na geometria de Riemann que acima caracterizámos 
subsiste como resíduo um último elemento da geometria 
a distância, não havendo, a meu ver, motivo de peso que o jus
fique: a sua origem parece dever-se encontrar no facto, aci
dental, de essa geometria ter sido construída a partir da teoria 
das superfícies. Com efeito, a f0rma quadrática (2) não só 
nos permite comparar, quanto ao seu comprimento, dois vec
tores no mesmo ponto, como ainda dois vectores em quais
quer dois pontos, afastados um do outro. Porém, o tínko prin
cipio de lra~~rporte de con1prin;er.tor que uma verdadeira geo111etria 
de proximidade («Nahe-Ge:ometrie») pode reconhecer é o tranrporte 
de um ponto para outro infinita;,unte próximo do primeiro; sendo 
a integrabilidade do problema do transporte de comprimentos 
de um ponto para outro a distância finita do primeiro ·tanto 
menos de admitir «a priori», quanto é certo que o problema 

• Nozione di parallelismo ... , Rend. dei Circ. Matem. di Palermc. 
42 (1917). 

- •• Vektorielle Begründung der Differentialgeometrie, Math. 
Ann. 78 (1917). 

••• Raum, Zeit, Materie (1 . Aufl. Berlin 1918), § 14. 
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do transporte de direcção se revelou não integrável. Quando 
se remove esta inconsequência, surge . uma geometria que, 
sendo aplicada ao universo, surpreendentemente explica não 
só os fenómenos da gravitação, mas também os do campo electro
magnético. Na teoria assim constru1da, ambas estas categorias 
de fenómenos brotam da mesma fonte, não sendo, em geral, 
de motkJ nenhum posslvel fazer entre g,ravitação e electricidadt qual
quer separação que não seja arbitrária. 

Com esta teoria todas as grandtzas Jlsicas adquirem um signifi
cado dentro da geometria do universo; e em especial a grandtza 
«tUfãO» s~~rge na teoria, <<a priori», como um número p~~ro. A teoria 
conduz a uma dtterminada lei do 1111iverso, unlvoca, na sua essência 

. e permite até chegar, dt certo modo, a compreender por que é que 
o universo é quadridimensional. - Vou agora esboçar aqui 
uma construção da geometria de Riemann, corrigida, sem 
utilizar nela quaisquer pressupostos físicos : a aplicação à 
física é que há-de resultar depois por si mesma. 

Num determinado sistema de coordenadas, as coordena
das relativas, dxl> de um ponto P' infinitamente próximo de 
um ponto P- ver (1) - são as componentes do deslocamento -infinitesimal PP'. A passagem de um sistema de coordenadas 
para outro exprime-se por fórmulas de transformação 
contínuas 

(i= 1,2, ... ,n) 
que definem a dependência entre as coordenadas de um mesmo 
ponto num e noutro sistema. Entre as componentes · dx1 e 
dx; do mesmo deslocamento infinitesimal do ponto P temos 
as seguintes fórmulas lineares de transformação 

(3) dx, = ~ <X~~cdx:, 
k 

nas quais os «11c são os valores das derivadas àx! no ponto P. 
àxk 
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Um vector (contravariante) no ponto P tem como compo
nentes em relação a cada sistema de coordenadas n determina
dos números ~~. os quais, na passagem para um outro sistema 
de coordenadas, se transformam exactamente da mesma 
maneira, (3), que as componentes de um deslocamento infi
netesimal. Ao conjunto dos vectores no ponto P chamarei 
espaço vectorial em P. Um tal espaço é: primeiro linear ou afim, 
isto é, quando se . multiplica por um número um vector em 
P, ou quando se adicionam dois desses vectores, obtém-se 
sempre, novamente, um vector em P; e segundo métrico: 
com cada par de vectores t e lJ• de componentes ~~, ri es.tá 
associado, de modo invariante, por meio da forma bilinear 
simétrica contida em (2), um produto escalar 

~ • lJ = lJ · X = ~ g;k ~~ r.k • 
ik 

Na nossa teoria, porém, esta forma somente se considera 
determinada a menos de um fattor de proporcionalidade positivo 
arbitrário. Se a multiplicidade constituida pelos pontos do 
espaço for descrita por meio das coordenadas x 1, os glk 

no ponto p não ficarão determinados pela métrica: somente 
as razões entre eles é que ficam determinadas. E, do ponto 
de vista fisico, também só essas razões é que têm um signifi
cado directamente apreensivel. A equação 

~glkdx1 dxk =O 
lk 

satisfazem, nomeadamente, para um dado ponto origem, 
aqueles pontos de universo infinitamente próximos, P', onde 
chegue um sinal luminoso emitido de P. Para fazer a descri
ção analitica teremos de: primeiro, escolher um determinado 
sistema de coordenadas e segundo, fixar em cada ponto P o 
facto:: de proporcionalmente arbitrário que afecta os glk. As 
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fórmulas a que se chegar deverão, consequentemente, gozar 
de uma dupla invariância: primeiro, deverão ser invariantes em 
refarão a quaisq11er transformarões (Ontlnuas de coordenadas; segundo, 
deverão permanecer inalteradas quando os glk se substituírem por 
),g1k> sendo o À uma função continua, arbitrária, do local. 
É a entrada em cena desta segunda propriedade de inva
riância que caracteriza a. nossa teoria. 

Sejam P e P. dois pontos quaisquer, e suponhamos 
que a cada vector X em P corresponde um vector x• em Pe, 
sendo o processo de corresp~ndência tal que, em geral, 
a tl;!; corresponda ax• (sendo a um número arbitrário) e a 
X + lJ corresponda x• + 1)•, e tal ainda que o vector zero 
em P seja o único ao qual corresponde em Pe o vector zero. 
Obtém-se desta maneira uma aplicarão 2) afim 011 linear do 
espaço vectorial em P sobre o espaço vectorial em Pe. Esta 
aplicação é uma transformarão de semelhanra 3) se se verificar 
o caso particular de o produto escalar dos vectores-imagem 
x• . lJ• em P. ser proporcional ao produto escalar dos vec
tores X e l) em P para todos os pares de vectores X, lJ. (Na 
nossa teoria só este conceito de aplicação de semelhança 
é que tem um significado objectivo: na teoria até agora seguida 
era posslvel definir o conceito, mais restritivo, de aplicação 
congruente 4). As duas premissas axiomáticas seguintes vão 
fixar o que deve ser entendido por deslocamento paralelo de 
um vector no ponto P para um ponto vizinho P' : 

1. Quando se faz .o desiocamento paralelo dos vecto
res no ponto P para o ponto vizinho P', obtém-se uma apli
cação de semelhança do espaço vectorial em P sobre o espaço 
vectorial em P'; 

2. Se P 1 e P2 forem dois pontos da vizinhança de P; 

se o vector infinitesimal PP2 for transferido por desloca--mento paralelo para o ponto P 1 , convertendo-se em P 1 P 12; 
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e se o vector infinitesimal PP1 for transferido por desloca--mento paralelo para o ponto P2 , convertendo-se em P2P21 ; 

então os pontos P12 e P21 ficarão em coincidência (proprie
dade comutativa). 

Aquela parte da premissa 1. que afirma que o desloca
mentÓ paralelo é uma transposição afim do espaço vectorial 
de P para P' S) exprime-se analiticamente da seguinte maneira: 
o vector ~~, em P = (x1 x 2 •• • xn) transforma-se, por deslo
camento, num vector ~1 + d~1, em P' = (x1 + dx 1 , x 2 + 
+ dx2, . .. , x n + dx n), cujas componentes dependem linear
mente de ~': 

(4) 

A premissa 2. ensina que os d-y~ são formas diferenciais lineares 

d"'i = ~ f 1 dx 
I r ~ T3 S) 

cujos coeficientes possuem a propriedade de simetria 

(5) 

Se dois vectores ~i, Yl i em P se transformarem, por deslo
camento paralelo para P', em ~ t + d~t, ·rl + dYli, então a pre
missa, contida em 1., de que a aplicação obtida, mais que afim, 
é também de semelhança, permite afirmar que 

~ (gtk + dg,k) (~1 + d~ 1) (y,k + d-r/<) 
ik 

deve ser proporcional a _r,g,k ~~ yf. Designemos o factor de 
tk 

proporcionalidade, que difere de 1 infinitamente pouco, por 

[ 263] 



1 + dff; e definamos, como é habitual, -o abaixamento de 
um índice pela fórmula 

Resultará então 

(6) 

Daq•u resulta que d'f é uma forma diferencial linear: 

(7) d~ = ~ rp 1dx1• 

I 

Sendo ela conhecida, a equação (6) ou 

r r t)glk 
l,kr + k,lr = dX - gik !Jir , 

combinada com a condição de simetria (5) determina univo
camente as grandezas r. Deste modo, a conexãa métr.ica interna 
(«innere MaBzusammenhang») do espafl! depende não soda forma 
quadrática (2) (determinada a menos de um factor de propor
cionalidade arbitrário) mas ainda de 111J/a forma linear (7) *. 

* [Posteriormente introduzi na construção da teoria as seguin
tes modificações - Cf. apresentação definitiva na 5.• edição de «Raum, 
Zeit, Materie», 1923, §§ 15-17- : a) Em vez dos postulados 1. e 2. 
a que tem de satisfazer o deslocamento pamlelo, um só postulado inter
vém: deve éxistir pam o ponto P um sistema de coordenadas tal que, 
quando seja u~o, as componentes de qualquer vector em P não sofmm 
altemção dumnte um deslocamento pamlelo pam qualquer ponto da 
vizinhança infinitesimal de P. Este postulado camcteriza o que há de 
e.~sencial no deslocamento paralelo, considerando-o como uma tmns
posição pam a qual é legitimo supor que os vectores fiquem «inaltera
dos». b) A mitri&a no ponto isolado P, segundo a qual ada vector~ =(~I) 
em P tem associado consigo um tomprimenlo («Strecke») por uma forma 
tal que dois vectores definem o mesmo comprimento se, e só se, têm 
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Se substituirmos g1k por ),g1k> sem mudarmos o sistema de 
coordenadas, as grandezas dyk não se modificarão, os dy1k 

passam a incluir o factor ), e os dg1k transformam-se em 
).dg1k + g1k'd).. A equação (6) mostra então que drp se converte 
em 

Há, pois, uma arbitrariedade inerente à forma linear 
.2: cp 1 dx1; mas o que fica indeterminado não é um factor de 
proporcionalidade a fixar mediante uma escolha arbitrária 
de unidades 6), mas sim uma diferenâai lotai aditiva. Para 
representação analitica da geometria, as formas 

(8) 

são equivalentes às formas 

(9) 

a mesma medida («Mafizahl») I= .2: g1k E,1E,k, vem juntar·se a &onexão 

mllrüa de P com os pontos da sua vizinhança: a transposição congruente 
para o ponto infinitamente próximo P' transforma·. um comprimento 
em P num determinado comprimento em P', Se submetermos este con
ceito de transposição congruente de comprimentos a uma condição 
análoga à que foi imposta em a) ao conceito de deslocamento paralelo 
de vectores, reconheceremos que este processo (pelo qual . a medida I 
do comprimento sofre o aumento d/) se exprime numa equaç~o 

Nestas circunstâncias, a métrica c a conexão métrica determinam uni
vocamente a conexão «afim» (dcsfocaménto paralelo)- e, segundo a 
minha concepção actual do problema · do espaço, é exactamente este 
aspecto que constitui o facto fundamental da geometria- enquanto 
que, segundo a exposição do texto, é a forma linear d 1' que, para uma 
dada métrica, fica arbitrária no deslocamento paralelo.] 
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nas quais À representa uma função do local positiva e arbi
trária. Em vista disto, tem significado iJJuaria11le o tensor anti
-simétrico de componentes 

(10) F _ o'f; cJ<rk 
lk ------, 

!)xk ()x1 

7) 

ou seja, a forma F1k dx1 àxk = + F1k .:l x 1k, 

que depende bilinearmente dos dois deslocamentos arbitrá
rios dx e àx no ponto P- ou melhor, que depende linear
mente do demento de superfície construido sobre esses 
dois deslocamentos, tendo como componentes 

.:l x1k = dx1 àxk- dxk àx1 9) 

Se for possivel fixar os g1k> em valor absoluto, por forma 
tal que os 1]1; se ·tornem nulos, então surge como caso· par
ticular o caso da teoria que até agora se tem aceite, em que 
a unidade de comprimento se deixa transportar, por deslo
camento paralelo, para todos os pontos do espaço, sem 
ficar dependente do caminho seguido 10). Os r1 nada mais 

T$ 

serão então que os simbolos de três índices de Christoffel 11). 
A con~ção invariante necessária e suficiente para que o refe
rido caso particular se dê · 12) é que o tensor Flk se torne 
idênticamente nulo 13). Isto inclina-nos muito para a inter
pretação de cp1 na geometria do universo como . sendo o qua
drjpotencial electromagnético e, portanto, o tensor F como 
sendo o campo electromagnético: e isto porque a não existência 
de um campo electromagnético é a condição necessária para 
a validade da actual teoria de Einstein, da qual somente 
os fenómenos gravíticos resultam como consequência. Acei
tando tal interpretação, reconhece-se que as grandezas eléc
tricas são de uma tal natureza que a sua caracterização por 
meio de números, num dado sistema de coordenadas, não fica 
dependente da arbitrariedade da escolha de uma unidade de 

[ 266] 



medida. A questão da unidade de medida e da dimensão, 
considerada cm geral, tem de ser encarada, na presente teo- . 
ria, sob um novo ângulo. Até agora dizia-se, por exemplo, 
que uma grandeza era um tensor do segundo grau (de 
segunda ordem) desde que, tendo sido feita, arbitràriamente, a 
escolha de llnla unidade de medida, um valor particular dessa 
grandeza determinasse, em cada sistema de coordenadas, 
uma matriz de números a1k> sendo estes os coeficientes de 
uma forma bilinear invariante de dois deslocamentos infi
nitesimais arbitrários 

(11) 

Aqui entenderemos, ao falar de um tensor, que os a1k> quando 
se toma como base um determinado sistema de coordenadas, 
e .se faz uma determinada escolha do factor de proporcionalidade 
contido noJ g1k, são univocamente determinados, e por tal 
modo que a forma (11) permanece invariante quando se faz 
uma transformação de coordenadas; quando, porém, os g1k 

se substituírem por ),g1k, então os a1k convert~r-se-ão em ),•a1k. 

Diremos então que o tensor tem o peso e, ou ainda que é de 
dimensão /2•, se ao elemento de .linha d1 atribuirmos a dimen
são «comprimento = 1». Só os ténsores de peso O é que serão 
absolutamente invariantes. É desta espécie· o tensor de com
ponentes Fik. Ele satisfaz, como mostra (10), ao primeiro 
sistema de equações de Maxwell 

Uma vez estabelecido o eonceito de deslocamento para
lelo, torna-se fácil estabelecer as bases da geometria e do 
cálculo tensorial. a) LinhaJ geodisicaJ. Dado um ponto P e 
nele um vector, a linha geodésica que sai desse ponto na 
direcção desse vector é a linha que se obtém quando se imprime 
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ao referido vector um deslocamento paralelo continuo na sua 
própria direcção. A equação diferencial da linha geodésica, 
quando se utiliza um parâmetro adequado T, é a seguinte: 14) 

tf2x; ri dx, dx,
dT' + rs~--;r;-- O. 

(É claro que ela não pode ser caracterizada aqui como linha 
de comprimento minimo, visto que o conceito de compri
mento de uma curva não tem significado.) b) Cálc11lo tensorial. 
Se quisermos, por exemplo, deduzir por diferenciação um 
campo de tensores de grau 2 a partir de um campo de ten
sores covariante de grau 1, com o peso O, tendo por com
ponentes f 1, tomemos como auxiliar um vector arbitrário ~~ 

no ponto P, formemos o invariante f1~1, e determinemos. 
a variação infinitamente pequena sofrida por este ·invariante 
quando se efectua uma transferência do ponto P, de coorde
nadas x 1, para o ponto vizinho P', de coordenadas x 1 + dx1, 

deslocando-se o vector ~. nessa transferência, paralelamente a 
si próprio. Obtém-se para tal variação 

iJJ; ~ · d J, d" ( iJf, r' J,) · · d c! xk r.,' Xk + r t.' = d xk - ik r C,
1 

Xk • 

As grandezas entre parênteses do segundo membro são, 
então, as componentes de um campo de tensores de grau 2, 
com o peso O, formado a partir do campo j de um modo 
inteiramente invariante. c) Curvatura. Para construir o análogo 
do tensor de curvatura de Riemann, retomemos o ·parale
logramo infinitamente pequeno formado pelos pontos 
P, P1, P2, e P12 = P21 , que atrás utilizámos *. Deslo-

* Aqui é irrelevante que os lados opostos do «paralelogramo» 
infinitamente pequeno se obtenham um do outro por deslocamento 
paralelo ; o que importa é somente que os pontos P12 e P21 sejam coin
cidentes. 
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quemos um vector~= (~I) em P paralelamente a si mesmo 
para P 1 e daqui para Pu; partindo novamente de P, des
loquemos agora o mesmo vector primeiro para P2 e daqui 
para P 21 • Obteremos, assim, dois vectores nos pontos 
P 12 e P21. Ora, como estes pontos são coincidentes, tem 
agora sentido efectuar a diferença A ~ entre os dois vec
tores obtidos. Encontra-se para as componentes de tal dife
rença a expressão 

(12) 

onde os A R J são independentes do vector ~ deslocado, mas 
são, em compensação, linearmente dependentes do ele
mento de superfície que se pode construir sobre os dois -deslocamentos PP1 = (dx1), PP2 = (3x1): 

A R~= R~~c1 dxk 3x, = { RJ~c,Ax~c1 • 

As componentes de curvatura RJki• Unicamente dependentes 
da posição P, têm as duas seguintes propriedades de simetria: 
primeira, mudam de sinal quando se permutam os dois últi
mos indices /e e I; segunda, efectuando sobre j, !e, I as três 
permutações clclicas e adicionando as três respectivas com
ponentes obtém-se O. Baixando o indice i obtêm-se as compo
nentes R11 k 1 de um tensot covariante de grau 4 e peso 1. 
Ainda sem cálculo, por um simples racioclnio, chega-se à 
conclusão de que R é decomponível, de modo invariante e 
natural, em duas parcelas 

(13) 

sendo P11~c 1 ts) anti-simétrica não só nos indices /e, I como 
também nos indices i e j. Enquanto que as equações F1k = O 
caracterizam o nosso espaço como um espaço desprovido 
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de campo dectromagnético, isto é, como um espaço em que 
o transporte de comprimentos é integrávd, as equações 
~kt = O são, como se deduz de (13), as condições para que 
não haja campo de gravidade, isto é, para que seja integrá
vd o problema do transporte de direcção. Só o espaço eucli
diano é que é, ao mesmo tempo, desprovido de dectricidade e 
de gravitação. 

O mais simples invariante de uma transformação .linear 

como (12), que faz corresponder a cada vector 1; um vec
tor Â 1; , é o seu «traço» 

1 
-Â~· , 16) 

Segundo (13), teremos aqui para ele a expressão 

- ~Fik dx1oxk, 

que já encontrámos atrás. O mais simples invariante de 
um tensor como - { Flk é o quadrado do seu módulo: 

L=.! FlkFUc. 
4 

Como o tensor F tem o peso O, toma-se evidente que L é 
um invatia.nte de peso -2 17). Se g for o determinante 
negativo dos glk, e 

for o volume de um elemento de volume infinitamente 
pequeno, o integral de r.cçio eléctrica ( «elektrische Wir
kungsgrõsso ), que r~ge, como é sabido 18), a teoria 

de Maxwell, será igual ao integral J Ld Ccl do referido inva

riante mais simples, estendido a uma região arbitrária do 
universo; de modo que a intervenção desse integral na teo
ria faz-se do modo seguinte: para quaisquer variações dos 
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glk e rp1 que se reduzam a zero sobre a fronteira da regilo 
do universo que se considera, teremos: 

onde os 

a J Ldw =J (S1 a cp1 + Tlk agac) dw 

SI= _1 iJ({i plk) 
Vx Jxk 

do os primeiros membros das equações não homogéneas 
de Maxwell (em cujos segundos membros figuram as com
ponentes da quadricorrente); e onde os Tlk do as quanti
dades que formam o tensor impulsão-energia do campo 
electromagnético. Como L é um invariante de peso - 2 e 
o elemento de volume na geometria JJ-dimensional é um inva-

riante de peso ; 19), o integral J Ldw só terá sentido 

quando o número de dimensão for n = 4. Assim, na noua 
int1rpr1l4fão, a possibilidadl da teoria de Mt1X711ell utá ligatltJ 
ao IIIÍIIItrO tÚ tii111t111ÕI1 4. Mas no universo quad.ridimensional 
a grandeza acção electromagnética torna-se um número puro. 
Quanto ao tamanho com que a grandeza acção unidade se 
apresenta nas tradicionais unidades de medida do sistema 
C. G. S., isso é questio que, como é óbvio, só poderá ficar 
resolvido depois de se ter tratado pelo cálculo, sobre as bases 
da nossa teoria, um problema fisico susceptlvel de ser sub
metido à prova da observação, por exemplo o electrão. 

Passando da geometria à fisica, teremos de admitir, 
seguindo o modelo da teoria de Mie *, que o conjunto das 
leis da Natureza assenta num determinado invariante inte
gral, o integral de acção («Wirkungsgrõsse»), 

• Ann. d. Physik, 37, 39, 40 (1912-13). 
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por forma tal que o mtiverso real se distingue, entre todos os upa
fOI quadridimenJionais poulveis, pelo jatto de, para ele, a atfãO 
çontida em q~~alquer domlnio de universo auumir um valor extrema/ 
para aquelas variações dos potenciais g1k, 91 que se desva
neçam nos limites do domínio considerado. W, densidade 
de univ.erso da acção, deve ser um invariante de peso - 2. 
A atfiJq, essa é sempre um niÍf!Jero puro: e, assim, a nossa teoria 
acusa, desde a sua origem, aquela estrutura atomistica do 
universo que, nas concepções actuais, assume uma impor
tância fundamental: o quantum de acção. A conjectura mais 
simples e mais natural que se pode fazer para W exprime-se 
do modo seguinte 

(14) W = RJkl R{k' =I R 12. 
E também, em virtude de (13), 

W= IPI2+4L 
(o que aqui se poderá pôr em dúvida será, quando muito, 
o factor 4 com que o segundo termo L [eléctrico] se adi
cioil,l ao primeiro). Mas, sem entrar. ainda em pormenores 
sobre a forma da grandeza acção, poderemos extrair do prin
cipio da acção algumas conclusões gerais. Vamos, nomeada
mente, mostrar o seguinte: do f!Jesmo modo que, segundo resul
tados de Hilbert, Lorentz, Einstein, Klein e o Autor *, 
os quatro prindpios de ço!IJervação da matéria (do tensor ener
gia-impulsão) estão ligados à invariânda da aqão em refarão às 
tra111jormações de çoordenadas - · invariância que faz intervir 
quatro funções arbitrárias - assim também o prindpio da con-

* . Hilbert, Die Grundlagen der Physik, 1. Mitt., g Gott. Nachr., 
20. Nov. 1915; H. A. Lorentz em quatro artigos nas Vcrsl. K. Ak. van 
Wetensch. Arnsterdam 1915-16; A. Einstein, Berl. Bcr. 1916, 
pãgs. 1111-1116; F. Klein, Gott. Nachr., .25. Jan. 1918; H. Weyl, Ann. 
d. Physik. 54 (1917), págs. 121-125. 
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serViZfãO da ek#rkidade está asso&iado a uma i1111ariân&ia que a nossa 
teoria introdMz pela primeira vez : a invariân&ia em reliZfão à uni
dade di medida 20) («MaBstab-Invarianz» [passagem de (8) 
para (9)] -'--- invariância esta que faz intervir uma quinta 
função arbitrária. A forma como, deste modo, o principio 
da conservação da electricidade fica associado ao principio 
da energia-impulsão constitui, a meú ver, um dos mais for
tes argumentos gerais que se podem aduzir em favor da 
teoria aqui exposta- se vier a pôr-se a questão da sua con
firmação num dom1nio puramente especulativo. 

Para uma variação arbitrária, desvanescente sobre a fron
teira do dom1nio de universo que se considera, ponhamos 

As leis da Natureza terão então a seguinte expressãó 

(16) ~lk=O, rol= O. 

Podemos referir-nos às primeiras como sendo as leis do 
.campo gravltico e às segundas como sendo as do campo 
electromagnético. As grandezas W ~ e wl introdÚzidas por 

~~ = ygw~. ro1=ygw' 
são, respectivamente, as componentes mistas de um tensor 
de grau 2, e contra variantes de um tensor de grau 1, sendo 
o peso igual a -2. No sistema de equações (16) há 5 equa
ções que, atendendo às propriedades de invariância, são 
supérfluas. Isto exprime-se nas 5 seguintes identidades inva
riantes existentes entre os seus primeiros membros: 

(17) 

(18) alm~ r•an•=_!_F "'' a-;;- kr=•- 2 lk"' • 
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A primeira resulta da invariância de medida. Com efeito, se 
na passagem de (8) para (9) tomarmos para lg ). uma função 
de posição infinitamente pequena à p, obteremos a variação 

~ - ~ } - r)(3p) 
ogtk -g,kop, Oipt- -..~-· 

ux, 

Para ela (15) deve desvanecer-se. Se, em segundo lugar, 
utilizarmos a invariância da grandeza acção em relação a 
transformações de coordenadas obtidas por uma deformação 
infinitamente pequena do continuo universal, obteremos 
as identidades-. * 

\
, am~ 1 Jg,. ) 1 (oro' · ') --- ---lffi'• +- ~x • 'Pk-FikW =0, 

()x1 2 (}Xk 2 U I 

que se convertem em (18) se, de acordo com (17), se substi
r)tul 

tuir 
0 

x, por g11 jffi "· Assim, só com as leis da gravitação 

tem-se já 

(19) 

e só com as leis do campo electromagnético devemos ter 

(20) 

Na teoria ·de Maxwell, 1lJ I tem a forma 

1_ iJ(yg Ftk) 
Ul = .l uxk 

onde si designa a quadricorrente. Como aqui a primeira parte 

* Weyl, Ano. d. Physik 54 (1917), P'gs. 121-125; F. Klein, 
Gõtt. Nachr., Sitzung v. 25 Jan. 1918. 
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satisfaz identicamente a equação (19), esta fornece o princi
pio da conservação da electricidade 

De igual modo, na teoria da gravitação de Einstein iB ~ é 
formada de dois te~os, dos quaís o primeiro verifica iden
ticamente a equação (20), e o segundo é igual às compo
nentes mistas T~ do tensor energia-impulsão, multiplicadas 

por t/g. Assim, as equações (20) levam-nos aos quatro prin
clpios de conservação da matéria. Circunstâncias inteiramente 
análogas se apresentam na nossa teoria, se adoptarmos para 
a grandeza acção a expressão (14), atrás apresentada como 
conjectura. Os cinco princlpios de conservação são «elimi
nantes» das leis de campo, isto é, derivam delas por duas 
maneiras, pondo assim em evid!ncia que cinco dessas leis 
são supérfluas. 

Por exemplo, as equações de Maxwell escr~vem-se da 
seguinte maneira, para o caso de se adoptar (14): 

e a corrente é 
(21) 

R désigna o invariante de peso - 1 que se forma com 
os RJkl por contracção efectuada primeiro sobre os fndi
ces i, k e depois sobre} e/. O cálculo dá, designando porRe 
o invariante de curvatura de Riemann, formado somente 
com os g~~c: 
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No caso estático, em que as componentes espaciais do poten
. cia1 electromagnético desaparecem e todas as grandezas sio 
independentes do tempo x 0 , devemos ter, segundo (21) 

R = R e + .! lllo rr.O = const. 
2 ' T 

Mas, numa região do universo em que seja R :f O, 
pode-se, . também, com toda a generalidade, tomar R = 
= const. = ± 1, bastando para isso fazer uma escolha ade
quada da unidade de comprimento, que é arbitrária. Só no 
caso de condições variáveis com o tempo é que serão de pre
ver superflcies R = O, as quais hão-de representar, claro está, 
determinada singularidade. R não pode ser tomado como 
densidade de acção (é como tal que Re intervém na teoria 
da gravitação de Einstein), porque não possui o peso - 2. 
Isto tem como consequência que a nossa teoria, que conduz 
perfeitamente à teoria electromagnética de Maxwell, não con
duz do mesmo modo às equações da gravitação de Einstein: em 
vez destas, aparecem equações diferenciais de quarta ordem. 
·Mas o que é verdade, ~bém, é que é muito improvável 
que as equações da gravitação de Einstein sejam estritamente 
correctas: já que mais não seja, porque a cop.stante de gra
vitação que nelas intervém cai inteiramente fora do qua
dro de dimensões das outras constantes da natureza, a tal 
ponto que, por exemplo, os -raios de gravitação da carga e 
da massa de um electrão são de uma ordem de grandeza 
completamente diferente da do próprio raio do electrão 
(respectivamente 102o e 1040 vezes mais pequenos *. 

A minha intenção aqui foi apenas a de desenvolver, 
resumidamente, os prindpios gerais da teoria. Levanta-se 

* Cf. Weyl, «Zur Gravitatioilstheorie», Ann. d. Physik 54 (1917), 
pig. 133. Cf. tambl111 WI.JI, <ôpaçe-Time-Matlen>, D011er Publitatiotu, 
«Firrt Ameritatr Prifltillg of IIH F011rtb .Etlition (1922), pág. 261 (N. T.). 
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naturalmente o problema de extrair dela, sobre a base da 
conjectura especial formulada em (14), as suas consequên
cias físicas *, e de pôr essas consequências em confronto 
com a experiência, investigando~ em particular, se se pode 
deduzir dela a existência do electrão e as particularidades 
até agora inexplicadas dos processos atómicos **· Do ponto 
de vista matemático o problema é extremamente complexo, 
porque está vedada a possibilidade de se obterem soluções 
aproximadas, por abandono de termos não lineares: com 
efeito, no interior do electrão não é por certo legitimo des
prezar tais termos e, por isso, as equações lineares obtidas 
com tal desprezo só admitem, em principio, a solução O. 
Proponho-me voltar a tratar de todas estas questões, com 
mais pormenor, noutro local. 

* [O problema de determinar todos os invariantes W admis
slveis como grandezas . acção foi resolvido por R. Weitzcnbõck com 
a condição de que es"SCS invariantes contenham as derivadas dos g11c 
somente at~ ll ordem 2, e as derivadas dos '!' 1 somente nt~ i ordem 1 
(Sitzungsber d. Akad. Wissesnch. in Wien, Abt. Ila, 129 (1920), sessões 
de 21 e 28 de Outubro; 130 (1921, 10 Fev_.). Se se puserem de parte aqueles 
invariantes W para os quais a variação ~ jwJ., se desvanece id~tica
mente, restarão apenas 3 possibilidades, segundo um cálculo mais desen
volvido de R. Bach (Math. Zeitschrift 9 (1921), págs. 125 e 189). O W real 
parece ser uma combinação linear do L de Maxwell e do quadrado de R. 
Esta conjectura foi explorada com mais rigor por W. Pauli (Physik 
Zeitschr. 20 (1919), pãgs. 457-467) e por mim; conseguimos avançar, 
sobre esta base, at~ ao ponto de chegarmos a deduzir as equações do 
movimento de urna partícula material. Pelo contrário, o invariante (14), 
a que nos aventurámos a dar, no presente trabalho, um lugar de privi
l~gio, não parece que dt:Sempenhe na natuieza qualquer papel. a . Raum, 
Zeit, Materie, 5.• ed. §§ 38, 40.] 

** [Olteriormente pus completamente de parte estas esperanças, 
despertadas pela teoria de Mie: creio que o problema da rnat~ria não pode . 
ser resolvido por urna pura teoria de campo. a. sobre isto o meu artigo 
«Feld w'td Materie», Ann. d. Physik 65 (1921), págs. 541-563.] 
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Notaa do Tradutor 

1) O autor chama lndice de inércia de uma forma quadrática ao 
número de termos negativos que aparecem na expressão a1xJ dessa 
forma (ver «Space, time, matter», Weyl, Dover Public., Trad. da 4.• Bd., 
1.• edição americana, pág. 30). 

2) Seguindo a terminologia usual entre nós, traduziu-se aqui por 
«aplicação sobre ... » a expressão alemã «.Abbildung auf .. . ». 

3) No texto alemão: «Diese Abbildung ist... iihnlüb». 

4) Na terminologia alemã, entende-se em geometria elementar 
por figuras congruentes figuras sobreponlveis. 

5) Considera-se aqui a premissa 1. dividida em duas partes: a 
primeira afirma . que o d. paralelo conduz a uma aplicação afim; a 
segunda que essa aplicação afim é uma aplicação de semelhança. 

6) Tal como acontece com os glk da forma quadrática (2). 

1) Visto que a substituição de glk por Ãg lk arrasta a substituição 

de a "'1 a 'i' I a'lgÃ a' Jg). a' lgÃ 
-- por - - + - -- e por outro lado --- = - -- . 
axk axk ax,axk ax,axk axkax, 

8) Visto que Flk Jx1 3xk = { (Fik Jx1 3xk + Fkl Jxk 3x1) = 
I 

= 2 (FikJx13xk- FlkJxk 3x1). 

9) Analogia com a área do paralelogramo elementar do espaço 
tridimensional, cujas projecções sobre os planos de coordenadas x~~. x~ 

são respectivamente Jx~~. Jx~ - Jx~ Jx~ . (a. Landau, Tb du Champ, 
Bd. de la Paix, pág. 30.) 

10) Porque então ár =O, e, .portanto, ál = láf = O. 

11) Com efeito, sendo cp, = O, a equação r I, kr + r k,lr = 
dgtk p p aglk 

= --~ g1k ~, pode escrever-se na forma g PI r kr + 8pk r 1, = -- . 
a~ a~ 

Por permutação dos lndices i, lc, r, podem .obter-se desta duas outras 
equações. Somando-as e subtraindo à soma a primeira, chega-se à con
clusão do texto. (a. Appell, Mec. !Ut., Vol. V, pág. 157 da 2.• ed.) 

12) A anterior condição 'i'l = O é apenas suficiente, e não é inva
riante, visto estar ligada à fixação de valores absolutos para os glk . 

13) A condição de semelhança JJ =lá-r dá, por integração entre 

os pontos P e P', [log 1]~' = J:' á'f . Este integral só é independente do 
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caminho seguido se d'f for uma diferencial total, isto~. se O'fl = ~l'k · 
iJxk ux1 

(a. Pauli, Relativitãtstheorie, ed. 1963, pig. 237.) 

14) Como se v! substituindo em (4) ~I por áxl. 
tJT 

IS) P1Jkl e não PJkl• visto que o conceito de simetria, ou anti

-simetria, s6 ~ apliclvel a lndices congéneres (ambos de covariincia, 
ou ambos de contravariincia). 

16) E não ~ Rl, como está no texto alemão. 

17) Visto que Flk=g1pg~k FP", o peso ·de Flk ~ - o, e o dos 

K,.~ ~ 1. 
18) Sobre a dedução das equações de Mawxell a partir de um prin

cipio de acção estacionúia, ver, por exemplo, M. A. Tonnelat, «Les 
Príncipes de la Tbéorie Electromagnétiquc et de la R8ativitb, Ed. 
Masson, 1959, pig. 217. 

19) Visto que sendo então o determinante g de ordem "• o peso 
de g seri "• e o de fi será 11/2. 

20) Chamada tam~ invariincia de calibração {«E.ichinvarianz» 
em Pauli). 
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