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Capitulo 1

Introducao

Na Teoria de Controle ha conceitos fundamentais como FEstabilidade de
um sistema, Observabilidade do estado de um sistema e Controlabili-
dade do estado de um sistema. Embora existam sistemas genuinamente
no tempo discreto, muitos sistemas que serao controlados por controla-
dores no tempo discreto sao sistemas no tempo continuo. Como podem
ser analizados estes sistemas que sao parcialmente no tempo discreto
e parcialmente no tempo continuo? Como podemos avaliar a estabili-
dade destes sistemas? O intervalo de amostragem no tempo altera a
observabilidade ou a controlabilidade do sistema parcialmente discreto

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO

no tempo?

Este texto tem como objetivo abordar estas perguntas e descre-
ver as técnicas e conceitos fundamentais no controle destes sistemas
parcialmente no tempo discreto. Veremos ao longo do texto que a in-
troducao de uma transformada, chamada Transformada 7, permitira
a analise e o projeto destes sistemas.



Capitulo 2

Notas sobre
Processamento de Sinais

2.1 Introducao

Frequentemente a planta opera em tempo continuo. O controlador
digital requer sinais amostrados e em forma digital. O processo de
amostragem e de conversao de sinal analégico em digital pode causar
perda de informacao através do fenomeno chamado ’aliasing’ ou fal-

11



12CAPITULO 2. NOTAS SOBRE PROCESSAMENTO DE SINAIS

seamento e necessariamente introduz ruido ao considerar quantizada
uma grandeza que é continua em amplitude.

2.2 Ruido de Quantizacao

O conversor de sinal analégico para sinal digital de n bits restringe
necessaria mente qualquer sinal amostrado analégico a um valor entre
2" valores. Portanto, a resolucao do sinal codificado em bindrio é de
uma parte em 2" partes. Ao arredondar o sinal amostrado analdgico
para um dos valores codificaveis em representacao binaria, introduz-se
um ruido chamado de ruido de quantizacao.

2.3 Circuito Sample and Hold

Um circuito utilizado para transformar um sinal digital em um sinal
analogico consiste de um interruptor e um capacitor. Quando o inter-
ruptor abre, o valor de voltagem armazenado no capacitor permanece
por um tempo se a impedancia do circuito for elevada, ver fig. 2.1
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WO > A

Figura 2.1: Circuito sample and hold

2.4 Conversao de Digital para Analégico

A decodificagao de um sinal digital em um sinal analégico pode ser
implementada através de um amplificador operacional na configuracao
de somador. A voltagem de saida depende da soma das correntes 71,
19 e i3, conforme a figura 2.2.
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Figura 2.2: Conversor de sinal digital para analogico
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2.5 Conversao de Analégico para Digital

A conversao de um sinal analégico para digital é feita em trés etapas, a
primeira é de sample and hold, a segunda ¢é de quantizacao, e a terceira
¢ de codificar em bindrio. Vamos descrever apenas um tipo de conversor
A /D que realiza a quantizagao através de sucessivas aproximagoes.

Inicialmente todos o bits de um conversor D/A interno sao zera-
dos. O bit mais significativo é entao elevado para 1. Ocorre uma
comparacgao entre o sinal amostrado e o sinal sintetizado, proveniente
de um conversor D/A. Se o sinal amostrado for menor que o sinal sinte-
tizado, o bit mais significativo ¢ definido como 0. Se o sinal amostrado
for maior que o sinal sintetizado, o bit mais significativo ¢ mantido no
valor 1.

O préximo bit mais significativo é entao elevado para 1. O novo
sinal sintetizado é comparado com o sinal amostrado. Se o sinal amos-
trado for menor que o sinal sintetizado, o segundo bit mais significativo
é definido como 0. Caso contrario, o segundo bit mais significativo é
mantido igual a 1. Este processo se repete até que o bit menos signifi-
cativo é comparado e definido.
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2.6 Teorema da Amostragem

Se um sinal senoidal continuo no tempo,

zo(t) = Acos (2w Fyt + 0) (2.1)

é amostrado com taxa de amostragem F; = 1/At resulta,

x(n) = Acos (2nF,Atn + 0) (2.2)

A grandeza F,At = f é chamada de frequéncia relativa, pois pode
ser expressa por f = F,/F; e tem dimensoes de ciclos por amostra.
Em termos de frequéncia relativa o sinal amostrado é representado por

x(n) = Acos (2 fn + 0) (2.3)
onde € é uma fase inicial em radianos.

Proposicao 1: A maior frequéncia de oscilacao de uma sequéncia
discreta ocorre quando f =1/2.

De fato, a maior frequéncia de oscilacao de uma sequéncia discreta,
ocorre quando um sinal alterna seu valor entre positivo e negativo a
cada incremento de n, conforme a fig. 2.3.
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0.8 h
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Figura 2.3: Maior frequéncia de oscilagao de um sinal discreto
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Isto ocorre quando o sinal é expresso por

1
x(n) = Acos (mn +6) = Acos (27?571 +0) (2.4)
e portanto [ = 1/2.

Proposicao 2: Qualquer sequéncia senoidal discreta com frequéncia
relativa |f| > 1/2 € idéntica a uma sequéncia obtida a partir de uma
sequéncia senoidal com frequéncia relativa em modulo menor que meio,

Ifl < 1/2.
De fato, seja 1/2 < f1 < 1le fo =1 — f;. O sinal discreto com

frequéncia relativa f; serd

x1(n) = cos (2m fin) = cos (27 (1 — fo)n) (2.5)

Porém a funcao cosseno é periddica e pode-se adicionar ou subtrair
2mn ao seu argumento sem alterar o resultado

x1(n) = cos (2mn — 27 fon) = cos (—2m fon) = cos (2w fon)  (2.6)

Portanto, nao ha distingao entre o sinal discreto gerado por f; e
o sinal discreto gerado por fo. Ainda mais, a frequéncia relativa fo
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pode ser obtida a partir de f = 1/2 e fi; segundo fo = 1 — f; =
1/2 — (f1 — 1/2). Graficamente tudo ocorre como se o excesso de f;
sobre f = 1/2 fosse subtraido de f = 1/2, ou seja, dobra-se o grafico
em torno de um eixo vertical onde f = 1/2. Este fenomeno recebe o
nome de dobramento ou 'folding’.

A frequéncia f, é chamada de ’alias’ da frequéncia f; sinal com
|f| < 1/2. Para evitar o fenomeno de ’aliasing’, a taza de amostragem
Fs deve ser maior que o dobro da frequéncia do sinal F,. Este critério
para escolher uma taxa de amostragem é conhecido por critério de
Nyquist.

2.7 Transformada Discreta de Fourier DFT

Considere uma sequencia discreta x,(n) com periodo N. Esta sequéncia
pode ser representada por uma série de Fourier,

N-1
xp(n) = cheﬂmkﬂv, n=...,—1,0,1,... (2.7)
k=0

onde os coeficientes de Fourier podem ser determinados pela expressao
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N—1
1 —j2mn
ckzﬁzoxp(n)e kNl =0,1,2, .. (2.8)
A transformada discreta de Fourier de z(n), onde

z(n) =xp(n), n=0,...,N—1 (2.9)

é a sequencia

X(K)=Necp, k=0,1,2,...,N—1 (2.10)

A transformada discreta de Fourier (DFT) é uma funcao periédica
na frequéncia. O maior intervalo em frequéncia representavel pela
DFT é —1/2 < f < 1/2. Sinais senoidais com |f| > 1/2 tem sua
amplitude somada a amplitude de sinais senoidais de frequéncia no
intervalo |f| < 1/2, conforme a figura 2.4.
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Capitulo 3

Representacao no
espaco de estados

Referéncia

Ogata, K. Discrete-Time Control Systems, Prentice Hall, 2. ed., 1995,
cap. 9 e 6.
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3.1 Introducao

Os métodos convencionais, como lugar-das-raizes e métodos no dominio
da frequéncia, sao uteis quando estamos tratando de sistemas siso. Sao
métodos para sistemas invariantes no tempo.

O método no espaco de estados descreve o sistema através n equagoes
diferenciais de primeira ordem. Permite o projeto de controladores que
minimizam um indice de performance, permitem o projeto para uma
classe de sinais de entrada e permitem a inclusao de condicoes iniciais
no projeto do controlador.

O estado é definido como o menor conjunto de variaveis tais que
o conhecimento destas variaveis em t = tj, junto com o conhecimento
do sinal de entrada de t = ty até t > ¢y, determina completamente o
comportamento do sistema em qualquer ¢t > ¢

3.2 De tempo continuo para discreto C2D

No controle digital de plantas que sao continuas no tempo é necessario
converter modelos de tempo continuo em modelos de tempo discreto.
Do ponto de vista fisico admite-se a existéncia de um amostrador e de
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um segurador de ordem zero no sistema. Do ponto de vista mateméatico
trata-se de uma operacao de integracao de t a t + 7', onde T' denota o
intervalo de amostragem.

3.2.1 Fator de integracao

Para integrar um sistema do tipo © = Ax + Bu é conveniente agrupar
os termos © e Ax no diferencial de um tnico termo. Multiplica-se a
equacao do sistema por um fator de integracao M

Mi = MAz + MBu (3.1)

ou ainda

Mi — MAx = MBu (3.2)

Deseja-se determinar M tal que

dMzx
dt

= Mi— MAx (3.3)

pois neste caso os sistema

Ogata
section 5-5
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d(Mzx) = M Budt (3.4)

pode ser integrado

Mt +T)a(t +T) — M(t)a(t) = - M(r)Bu(r)dr  (3.5)

3.2.2 Definicao de e

Na busca do fator de integracio convém lembrar da definicio de e4?

1 1
eAt:I—i—At—i—5A2t2—|—...+EAktk+... (3.6)

Esta série é convergente e pode ser diferenciada termo a termo

d(eAt)
dt

1 1
— A+ A%+ A+ —— A .
T A G ) + (3.7)

e pela propriedade associativa
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At 1 1
d(Zt ) _ (I + At + 5A2t2 +...+ EAktk +...]A (3.8)
que resulta
d At
(Zt ) _ ity (3.9)

Esta propriedade de 47 é a propriedade necesséria para o fator de
integracao.

3.2.3 Integral do sistema de kT a (k+ 1)T

A

Vamos utilizar M = e~ como fator de integracao. Decorre da eq. 3.5,

(k+1)T
B_A(k+1)TSU((k‘ + 1)T) _ e—A(kT)foT) = / e_ATBu(T)dT (310)
kT

Pré-multiplicando por eA*+DT

(k+1)T
(k4 1)T) — AT (kT) = AG+DT / A Bu(r)dr (3.11)
kT
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ou

(k+1)T
z((k+17T) — eTa(kT) = / eAEHDT=T) By (1) dr (3.12)
kT

Uma mudanca de varidvel de integracao simplifica o integrando.
Seja A =71 — kT,

(k4 1)T) — e Ta(kT) = / ' eAT=N Bu(\ + ET)d\ (3.13)

Ao considerar a excitagdo u(A + kT') constante no intervalo kT —
(k4 1)T, resulta

r((k+1)T) — e (kT) = u(kT)(/T AT N Bd\) (3.14)
0

Tomando a liberdade de retirar da notacao o intervalo de discre-
tizacao T e isolando x(k + 1),
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z(k+1) = (eMa(k) + (/T AT N BdN)u(k) (3.15)
0

E, finalmente, da eq. 3.15, observa-se claramente a expressao que
relaciona a matriz do sistema no tempo continuo A com a matriz do
sistema no tempo discreto G,

G = el (3.16)

decorre também a expressao que relaciona a matriz de atuacao no
tempo continuo B com a matriz de atuacao no tempo discreto H,

T
H=( / AT N Bd)) (3.17)
0
Desta forma, o sistema representado no tempo discreto torna-se,

z(k+1) = Gx(k) + Hu(k) (3.18)

No Scilab o comando que calcula G e H em funcao de A, Be T ¢é
dscr. No Octave o comando que calcula G e H em funcao de A, B e
T é c2d.
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3.3 Determinacao de e a partir de A

Ja foi demonstrado que

— Ae. (3.19)

dt

e decorre da expansdo em série de et que

eV =1 (3.20)

Seja F(t) = e, Desta forma F(t) satisfaz I' = AF e podemos
aplicar a transformada de Laplace nos dois lados da equacao,

sF(s) — F(0) = AF(s) (3.21)
onde F(0) = ¢4 = I. Rearranjando a eq. 3.21, resulta,

(sI —A)F(s)=1 (3.22)

ou seja,

F(s) = (s — A)™! (3.23)
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E, finalmente, podemos dizer que,

F(t)=e = L7 (s — A)7] (3.24)

3.4 Algumas representacoes candnicas

Considere uma sistema siso descrito por

y(k)+ary(k—1)+.. . 4ay(k—n) = bou(k)+biu(k—1)+. . .+bu(k—n)
(3.25)

Em termos de funcao de transferéncia pulsada,

Y(z) bo+bizt+ . 4 bz
Uiz 1+azt+.. . +az™m

(3.26)
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3.4.1 Forma canonica controlavel

xo(k+ 1) 0 0 1 0 xo(k) 0
: = : : : : : + 1 | uk)
Tpo1(k+1) 0 0 0 o1 zn_1(k) 0
z,(k+1) —a, —Qp_1 —CQp_o ... —a1 (k) 1
(3.27)
1 (k)
. : 2109
y(l{}) = [bn — a,nboibn_l - an_lboi . b1 - albg] . + bou(l{?) (328)
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3.4.2 Forma canonica observavel

z1(k+1) 00 00 =—a, z1(k) b, — a,bg
.732(]{5 + 1) 10 0 0 —Ap—1 ZL‘Q(I{‘) bn—l - an_lbo
: = S + u(k)
Z'n_l(k? + ].) O 0 1 0 —a9 I‘n_l(l{?) b2 — CLQbO
In(l{? + 1) 0 0 01 —aq l’n(k}) b1 — a1b0
(3.29)
z1(k)
332(/{7)
y(k)=[0 0 ... 0 1] ; + bou(k) (3.30)

3.4.3 Forma canodnica diagonal

Se os polos da funcao de transferéncia pulsada sao todos distintos, é
possivel diagonalizar a matriz A do sistema
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mak+1) | |0 p:2 0 2o (k) N () 1)
ok + 1) 0 0 .. pol Lotk 1

[El(l{?)

ZEQ(]C)

3.4.4 Forma canonica de Jordan

Se a fungao de transferéncia tem polo multiplo de ordem m em z = p,
entao é possivel representar o sistema na forma canonica de Jordan
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[ l’l(k—i-l) i -pl 1 0 ... 0O 0 0 [L'l(k’> 0
zo(k + 1) 0 pp 1 0 0 0 xo(k) 0
: 0 :
zp(k+1) | =10 0 0 m 0 0 Tp(k) |+ 1 | u(k)
Tmt1(k +1) 0 0 0 0 Pt 0 Tmt1(k) 1
zn(k+1) 0 0 0 0 0 Dn xn (k) 1]
(3.33)
1 (k)
2 (k)
yk)y=[ca c Cn | : + bou(k) (3.34)

3.5 Solucao de equacoes no espaco de es-
tados discreto

Considere o sistema no tempo discreto
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x(k+1) = Gaz(k) + Hu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

A solucao pode ser obtida por recursao

(3.35)

z(1) = Gz(0) + Hu(0)
z(2) = Gz(1) + Hu(1l) = G*z(0) + GHu(0) + Hu(1)
z(3) = Gz(2) + Hu(2) = G3z(0) + G*Hu(0) + GHu(1) + Hu(2)

(3.36)
que pode ser escrito sinteticamente
k—1 _
v(k) = G*2(0) + Y G/ Hu(j) (3.37)
j=0

3.5.1 Matriz de transicao

A solucao do sistema homogéneo z(k + 1) = Gz (k) pode ser escrita

2(k) = (k)2(0) (3.38)
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Ao comparar a eq. 3.37 e a eq. 3.38 resulta,

(k) =G* (3.39)

3.5.2 Solucao do sistema discreto via Transformada
z

Considere o sistema no tempo discreto

z(k+ 1) = Gz(k) + Hu(k) (3.40)

Aplicando a transformada z na eq. 3.40

2X(2) —22(0) = GX(2) + HU(2) (3.41)

entao

(21 — G)X(z) = z2(0) + HU(2) (3.42)
Multiplica-se a eq. 3.42 por (zf — G)™

X(2) = (2] — G) t22(0) + (2 — G) 'HU(2) (3.43)
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e aplica-se a transformada inversa

v(k) = Z7 (2l — G) '2)z(0) + Z7 (2l — G) 'HU(2)]  (3.44)

3.5.3 Método para calcular (z/ — G)!

A inversa de (zI — ) pode ser calculada em termos da matriz adjunta

_ dj(zI — G)
-G t="=
(21 = G) 21— G|

Note que o determinante |zI — G| é o polindomio caracteristico

(3.45)

2] =G| = 2"+ a12" '+ a2 2 . Fa, (3.46)
Demonstra-se que a matriz adjunta tem uma representacao expan-

dida
adj(zI — G) = Iz"" "+ H\2" %+ ...+ H, (3.47)

onde as matrizes H; dependem dos coeficientes do polindmio carac-
teristico
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H =G+ a1l
H2 = GHl + CLQ]
: (3.48)
H, 1=GH, 2+ a,11
H,=GH, {1+a,]l =0

Os coeficientes do polindbmio caracteristico eq. 3.46 podem ser cal-
culados alternativamente por

a; = —trG

ay = —%trGHl (3.49)

a, = —%trGHn_l
Ezemplo: Determine a inversa da matriz (21 — G)) quando G vale,

0.1 0.1 0.0
0.3 —0.1 —0.2 (3.50)
0.0 00 —03
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3.6 Estabilidade de Lyapunov

O segundo método de Lyapunov para analisar a estabilidade de siste-
mas nao se restringe a sistemas lineares invariantes no tempo, aplica-se
também a sistemas variantes no tempo e sistemas nao lineares.

Sabe-se que um sistema vibratério é estavel se sua energia total
é decrescente. O método de Lyapunov baseia-se numa generalizacao
deste fato. Se o sistema tem um estado assintoticamente estavel, entao
a energia armazenada decai no tempo. Para tratar sistemas mais abs-
tratos, onde o conceito de energia potencial tem pouco significado,
Lyapunov introduziu uma funcgao de energia ficticia, a Funcao de Lya-
punov.

Vamos inicialmente analisar o teorema da estabilidade de Lyapunov
na sua forma abrangente.

3.7 Teorema de Estabilidade de Lyapu-
nov

Esta segao baseia-se no Problema A-5-18 do livro de K. Ogata [2].
Considere um sistema nao linear definido por



3.7. TEOREMA DE ESTABILIDADE DE LYAPUNOV 41

T = f(z). (3.51)
Suponha que

f(t,0) =0, paratodot > 0, (3.52)

e suponha ainda que existe uma fungao escalar V' (zx,t) que tem deri-
vadas parciais primeiras continuas. Se V' (a,t) satisfies the conditions

1. V(x,t) é positiva definida. Isto é, V(0,t) = 0 e V(x,t) >
a(l|z]|) > 0 para todo & # 0 e qualquer ¢, sendo o uma fungao
escalar continua nao decrescente tal que «(0) = 0;

2. A derivada V(x,t) é negativa para todo = > 0 and all ¢, ou seja,

V(x,t)< —y(]|z]|) < 0, para todo x # 0 e todo t, sendo v uma
funcao escalar continua nao decrescente tal que v(O) = 0;

3. Existe uma funcao escalar continua nao decrescente 3 tal que
B(0) = O e, para todo t, V(z,t) < B(||lz]);

4. a(]|z]|) tende a infinito enquanto ||x|| cresce indefinidamente, ou
a(||x||) — oo enquanto ||x|| — oo;
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Entao a origem do sistema, x = 0, é assimtoticamente uni-
formemente estavel no tempo longo.
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3.7.1 Funcao positiva definida

Uma fungao , V(x), é dita positivo definida se V' (z) > 0 para qualquer
estado z e se V(0) = 0. Uma funcao variavel no tempo, V' (z,t), é dita
positivo definida se for limitada por baixo por uma funcao positivo
definida V' (x,t) > V(z) > 0, para qualquer estado x, e se V(0,t) = 0.

3.7.2 Critério de Sylvester para determinar se uma
matriz é positiva
O determinante da matriz deve ser positivo e os determinantes dos

minors principais sucessivos também sao positivos. Por exemplo, para
que uma matriz 3x3 seja positiva definida é necessario

a1 Aair2 a3
> () a1 Q22 G23 | > 0 (353)
azi1 az2 a33

a1 Aar2

ail > 0
a1 @22

Ezemplo : Mostre que a funcio V(x) = 1023 + 423 + 23 + 211209 —
2x9x3 — 4x123 é positivo definida usando o critério de Sylvester.
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3.7.3 A Funcao de Lyapunov

A Funcao de Lyapunov é uma funcao positivo definida, continua, com
primeiras derivadas parciais continuas e tem derivada temporal nega-
tiva definida.

3.7.4 Estabilidade segundo Lyapunov

Seja uma regiao esférica tal que ||z — z.|| < ¢ denotada por S(J). Um
estado de equilibrio x. é dito estavel se existe S(9) tal que as trajetdrias
que comec¢am em S(§) nao saem de S(€) enquanto o tempo aumenta
indefinidamente, ver fig. 3.2.

3.7.5 Estabilidade assintotica

Um estado z,. é dito assintoticamente estavel se qualquer solucao que
tem inicio em S(d) converge, sem sair de S(¢), para x. a medida que
que o tempo aumenta indefinidamente, ver fig. 3.2.

Se 0 nao depende de do instante inicial ¢, entao o estado de equilibrio
é dito uniformemente assintoticamente estavel.
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3.7.6 Instabilidade

Um estado de equilibrio z. é dito instavel se para um numero real € > 0
e outro numero & > 0, nao importa quao pequeno, existe sempre um
estado xy em S(0) tal que a trajetéria sai de S(e), ver fig. 3.2

3.7.7 Teorema sobre estabilidade assintotica

Seja uma sistema descrito por & = f(x,t), onde f(0,t) = 0 para qual-
quer t. Se existe uma funcao escalar V(x,t), com derivadas parciais
continuas satisfazendo

e V(x) é positivo definida

e V(x,t) é negativo definida

entao, o estado de equilibrio na origem é uniformemente assintotica-
mente estavel.
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3.7.8 Teorema sobre estabilidade no tempo dis-
creto

Seja uma sistema descrito por x((k+1)T") = f(z(kT)), onde f(0,k) =0
para qualquer k. Se existe uma funcdo escalar V' (zx), continua em x
satisfazendo

e V(x) é positivo definida
o AV =V(z((k+1)T))—V(x(kT)) <0

e V(x)—00 enquanto ||z||—o0

entao, o estado de equilibrio na origem é assintoticamente estavel e
V(x) é uma fungao de Lyapunov.

Observacao: a demonstracao deste teorema encontra-se no problema
resolvido A-5-18 do livro Ogata 199/. Este teorema € utilizado ampla-
mente em tecnologias atuais.
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3.7.9 Estabilidade de um sistema discreto invari-
ante no tempo
Teorema: Considere um sistema discreto invariante no tempo z(k +

1) = Gz(k), onde origem ¢ estado de equilibrio z. = 0. Uma possivel
funcao de Lyapunov é

V(x(k)) = z*(k)Px(k) (3.54)
onde P ¢ Hermitiana, P* = P. O simbolo * denota conjugado trans-
posto.

Entao

AV (z(k)) =V (x(k+1))=V(z(k)) = 2" (k+1)Px(k+1)— 2" (k) Px(k)
(3.55)
ou seja,

AV (z(k)) = [Gx(k)]"PGx(k) — (k) Px(k) = 2" (k)(G" PG — Pzg(;%))
Convém chamar G*PG — P = —() e neste caso |
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AV (2(k)) = —a* (k) Qx (k) (3.57)

A condicao necessaria e suficiente para que x = 0 seja assinto-
ticamente estavel é que dada uma matriz (), positiva definida real
simétrica, existe uma matriz P, positivo definida Hermitiana.
Observacao: a demonstracao deste teorema encontra-se no problema
resolvido A-5-19, Ogata, 1994. Nesta demonstracao fica claro que esta
condicao € de fato necessdria e suficiente.

Ezxemplo: Determine a estabilidade na origem do sistema

ok +1) = [_8'5 ! } (k) (3.58)

Solucao: Seja Q = I, se P que satisfaz G'PG — P = —(Q for her-
mitiana, positivo definida, entao o sistema serd estavel na origem. A
determinacao de P pode ser obtida por algebra ou numericamente, por
exemplo pelo comando Lyap. Para verificar se P é positivo definida,
utiliza-se o critério de Sylvester.
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3.8 Teorema de Cayley-Hamilton
Seja A uma matriz nxxn com polindmio caracteristico

M - Al =XN"+a "'+ .. 4a,_A+a,=0 (3.59)

entao a matriz A satisfaz seu polinomio caracteristico

A"+ A+ a1 A+ Ta, =0 (3.60)

Vamos demonstrar este teorema para o caso particular em que A é
diagonalizavel, ou seja, A tem autovalores distintos. Matriz de auto-
vetores M reduz a matriz A a uma matriz diagonal

A= MAM™" —AF = MA" M (3.61)

Ao substituir A no polindmio caracteristico resulta

A"+ AV Y+ 4 a, 1A+ Ta, (3.62)
Substituindo a eq. 3.61 na eq. 3.62

M[A" + a A"+ 4 ap A+ a M =0 (3.63)
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Tudo que esta dentro dos colchetes precisa ser a matriz nula, uma
vez que a matriz M é nao-singular. E para n = 2, verifica-se que,

)\% 0 A0 10 B
[0 )\%]+a1|:0 )\2]+a2[01+}—0 (3.64)

Cada linha do termo entre colchetes é precisamente o polinomio
caracteristico com A = autovalor e portanto cada linha é necessari-
amente nula. Desta forma a matriz A satisfaz seu préprio polinomio
caracteristico.

As consequéncias deste fato sao vastas. Observem que A" é li-
nearmente dependente de A", ..., A e I. A n-ésima poténcia de
A nao traz informacao nova sobre o sistema. Ou seja, A" é linearmente
dependente de

A" = —q A" — a1 A —anl, (3.65)

nao altero o posto do termo entre colchetes introduzindo A".

3.9 Controlabilidade de sistema discreto

Um sistema é dito controlavel se for possivel transferir o sis-
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tema de um estado arbitrario para outro estado desejado e
arbitrario em periodo de tempo finito.
Considere o sistema descrito por

r(k+1) = Gx(k) + Hu(k) (3.66)

onde assume-se que o controle é constante por trechos.

O sistema acima é considerado controlavel se existe uma histéria
de controle u(k) com um ndmero finito de intervalos tal que o estado
inicial 2(0) pode ser transferido para o estado final desejado z; em no
maximo n periodos.

No n-ésimo instante de tempo

z(n) — G"x(0)=[H GH ... G"'H| (3.67)

Pelo teorema de Cayley-Hamilton nao adianta aumentar o niimero
de intervalos de tempo além de n pois G" nao ird aumentar o posto da
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matriz entre colchetes, doravante denominada matriz de controlabili-
dade.

Se o posto da matriz de controlabilidade for completo, entao o
sistema ¢é dito controlavel. Existem outros critérios para verificar a
controlabilidade de um sistema.

3.10 Observabilidade de sistema discreto

Considere um sistema nao forcado descrito por

z(k+1) = Gz(k)

y(k) = Cix(k) (3.68)

O sistema é dito observavel se o estado inicial z(0) for determinédvel
a partir da observacao de y(k) em tempo finito de intervalos. Vamos
observar os primeiros n valores de y(k)
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y(0) = Cx(0)
y() = Cz(1)
y(2) = CX(2) (3.69)

y(n—1) = CG"1x(0)
Substituindo z(1) por Gz(0) e assim por diante,

y(0) = Cz(0)
y(1) = CGx(0)
y(2) = CG°x(0) (3.70)

y(n— 1) _ C’G”_.lx(())

Podemos criar um vetor com a histéria das observacoes,

(3.71)

N
I
/N
<
e TN
\)
N—
~
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( C’ )
CG
g=4 CG 5 (0) (3.72)
| CG )

Para que o estado inicial seja determinavel, é necessario que a ma-
triz

C
CG
O = : (3.73)
CGn—l

tenha posto completo. Pelo teorema de Cayley-Hamilton nao adianta
estender o nimero de observacoes por que G" nao ira alterar o posto
da matriz de observabilidade. Define-se a matriz da eq. 3.73 como
matriz de observabilidade e o sistema sera observavel se ela for de
posto completo.

FExemplo 6-5 Ogata: Considere o sistema no tempo continuo
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1. o sistema é controlavel?
2. o sistema é observavel?

3. determine os autovalores de A;

o7

(3.74)

(3.75)

4. mostre que o sistema discreto com intervalo de amostragem T

tem
a— cosT  sinT
| —sinT cosT

i

(3.76)

(3.77)

5. mostre que para T =nmrcomn=1,2,.... G=1ou G = —1I;
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6. mostre que nestas condicoes o sistema nao é controlavel.
Solucao a partir do quarto item

A matriz G pode ser calculada por

G=eT = L (sT—A) ] = £ ({ . ] 1) (3.78)

calculando a matriz inversa entre colchetes

G = exp(AT) = L7 ([ __+11 % D (3.79)

5241 5241
e finalmente,

cos(T)  sen(T)

G = [—sen(T) cos(T) ] (3.80)
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3.11 Equacoes Polinomiais para Sintese
de Controlador

Considere um sistema cuja funcao de transferéncia é

(3.81)

onde A(z) tem ordem n e coeficiente de potencia mais elevada igual a
1, B(z) tem ordem n. Considere ainda polinomios D(z), a(z) e 5(2)
de ordens 2n — 1, n — 1 e n — 1, respectivamente.

Existem polinomios a(z) e f(z) dnicos tais que

a(z)A(z) + B(2)B(z) = D(2) (3.82)

Supondo, para facilitar a notagao, que n = 4, podemos definir dois
vetores, D e M, e uma matriz E,
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D= : (3.83)

ainda,

(3.84)

e ainda,



3.11. EQUACOES POLINOMIAIS PARA SINTESE DE CONTROLADOR61

1
b= 1 a; a9 as b() b1 b2 bg (385)
0 1 ai as 0 b() b1 b2
0 0 1 aq 0 0 b() bl
0O 0 0 1 0 0 0 b

Desta forma, os coeficientes representados pelo vetor M podem ser
calculados, por

M=E"'D (3.86)

O vetor M representa os coeficientes de a(z) e 5(z) que definem
um controlador do sistema, conforme a figura 3.11
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Y(z)

R(z)
< : :: B(z)
A(z)

B(2)

(2)

Figura 3.3: Diagram de blocos para projeto de controlador usando
equacoes polinomiais

3.12 Controle por locacao de polos

Considere o sistema discreto
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z(k+1) = Gx(k) + Hu(k) (3.87)

se a dinamica do sistema nao é satisfatoria pode-se realimentar o estado
através de uma matriz de ganho
O sinal de controle, admitindo um sinal de referéncia r(k)

u(k) =r(k) — Kz(k) (3.88)
consequentemente,
x(k+1)=Gz(k)+ H(r(k) — Kz(k)) (3.89)
ou seja,
2(k+1) = (G — HK)x(k) + Hr(k) (3.90)

Se o sistema da eq. 3.87 for controlavel entao existe uma matriz K
tal que os autovalores da matriz G — HK podem ser arbitrariamente
alocados.

Na pratica, este tipo de controle enfrenta um desafio, normalmente
o estado x(k) nao é observado, apenas um vetor de dimensao menor
y(k) = Cx(k) é observado. Este problema é contornado através do
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emprego de um observador de estado completo. Um observador de
estado completo estima o estado completo a partir da histéria das
observagoes y(k), das histéria de controle u(k) e informacao a priori
como, por exemplo, um modelo da planta.

3.13 Observador de estado completo

Luenberger propos um observador na forma de um sistema dinamico
linear nas observagoes y(k) e linear na histéria de controle u(k).

2k +1) = Goz(k) + Ly(k) + Mu(k) (3.91)

Convém definir o vetor erro de observacao

e(k) = (k) — 2(k) (3.92)

e consequentemente,

e(k+1) =a(k+1) — 2k + 1) (3.93)

A partir desta ultima equacao,
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e(k+1) = Gx(k) + Hu(k) — (Goz(k) + Ly(k) + Mu(k))  (3.94)

Reagrupando e substituindo Ly(k) por LCz(k) resulta

e(k+1) = Gz(k) + Hu(k) — Goz(k) — LCz(k) — Mu(k)  (3.95)
Adota-se por conveniéncia, M = H, e neste caso,

e(k + 1) = Ga(k) — Goi(k) — LCx(k) (3.96)

Reagrupando os termos em x(k)

e(k+1)=(G— LC)x(k) — Goz(k) (3.97)

E finalmente, se Go = G— LC, a dinamica do erro passa a depender
apenas dos autovalores de G — LC,

e(k+1)=(G— LC)e(k) (3.98)

Se o sistema original for observavel, pode-se alocar arbitrariamente
os autovalores de G — LC' através da escolha da matriz L.
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3.14 Foérmula de Ackermann para a ma-
triz de ganho do controlador

Considere o sistema

z(k+1) = Gz(k) + Hu(k) (3.99)

utilizando realimentacao de estado do tipo u(k) = —Kx(k), deseja-se
que o sistema de malha fechada tenha polos em z = v1,2 = 1y, ...,
2z = v,. Deseja-se portanto que a equagao caracteristica seja

|21 -GHHK| = (z—v1)(z—10) ... (=) = 2"+ 2" .. +a, 12" +a, =0
(3.100)
Define-se por conveniéncia G = G — HK. Do teorema de Cayley-
Hamilton, G satisfaz sua equacao caracteristica

G"+aG" '+ +a, G o, =3(G)=0 (3.101)

Considere a expansao de G"
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I = I
G = G—-—HK )
G? = G? -GHK — HKG (3.102)
G" = G"-G"'HK —...— HKG"!

Multiplicando as equagoes por aq, o, ..., oy, € somando,

®(Q) = apl+a, 1GH.. G G~ 1 HK —a, sGHK —a,, yHKG—. ..
(3.103)

que pode ser reescrito em forma matricial

an—1 K + Oén_QKG + ... + KGr!
_ oK + a,3sKG + ... + KG"?
®(G) = d(G)—[H GH ... G"'H] | "7 fn=3 |
K
(3.104)
Multiplicando pela inversa da matriz de controlabilidade,



68CAPITULO 3. REPRESENTACAO NO ESPACO DE ESTADOS

an1 K + CEn_QKG + ... + KGr!

oK W3 KG KGn2
K+ g KG + o+ = [H GH ... G 'H]'®(G)

K

(3.105)
Finalmente, pré-multiplica-se por [0 0 ... 0 1] e resulta
K=1[00...01][HGH .. G"'H™'®G) (3.106)

Esta equacao, eq. 3.106, é chamada de férmula de Ackermann. Ver
exemplo resolvido 6-6 do livro texto e analisar as solugoes no método
2 e no método 4.

3.15 Foérmula de Ackermann para a ma-
triz de ganho do observador

Para determinar a matriz de ganho do observador, também conhecida
por matriz de Luenberger, podemos escrever,
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T C 0
CG 0
L=3(G)| CG 0 (3.107)
cat| |1

Esta expressao de L é chamada de formula de Ackermann para
determinar o ganho do observador. Ver exemplo resolvido 6-10 do
livro texto e analisar as solucoes no método 2 e no método 4.

3.16 Controle Otimo Quadratico

Considere um sistema invariante no tempo do tipo,

z(k+1) = Gx(k) + Hu(k) (3.108)

e um indice de desempenho quadratico

=

[2"(k)Qx(k) + u* (k) Ru(k)] (3.109)

0

1. 1
J = 57 (N)Sx(N) +3

e
I
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Vamos demonstrar que a lei de controle que minimiza J tem a
forma

u(k + 1) = —K (k)a (k) (3.110)

e caso o estado nao puder ser todo medido, devemos utilizar um ob-
servador de estado.

Deseja-se minimizar J sujeito a restricoes de como o estado evolui,
eq. 3.108, e considerando o estado inicial especificado,

#(0) = ¢ (3.111)

Através do uso de multiplicadores de Lagrange, define-se um indice
de desempenho aumentado, L,

L = z'(N)Sz(N)
P S W AL

+ N T )[Gak) + Hu(k) — 2k + 1) (3.112)
+ [G:c(k;) + Hu(k) — x(k + 1)'A(k+ 1)

onde cada A\(k) é um vetor.
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Para minimizar o indice aumentado L devemos impor derivada par-
cial com respeito a cada componente dos vetores A, u e x igual a zero.
Para:=1,2,...,nek=1,2,..., N resulta,

OL

=0 3.113
e

oL

=0. 3.114

ONi (k) ( )

E para cada um dos indicesz =1,2,...,7rek=0,1,..., N—1, decorre
oL

= 0. 3.115

Invocam-se agora regras da derivada parcial de formas bilineares
quadraticas,

0
p Ay = Ay (3.116)

e adicionalmente,
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%xtAy = Ay (3.117)

para facilitar o desenvolvimento. Obtém-se um conjunto de equagoes
que formam um Two point boundary value problem, TPBVP.

oL

k) 0 =Qu(k) +GANk+1)—Ak)=0 (3.118)
oL

ey~ 0 SN =AW =0, (3.119)

aS(Lk) =0 —=Ru(k) + HA(k+1) =0, (3.120)

ai—é) =0 =Gr(k—1) + Hu(k = 1) —2(k) = 0 (3.121)

Estas equacoes admitem simplificagoes,

ME) = Qx(k) + G'\k + 1) , (3.122)
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A(N) = Sz(N) (3.123)

u(k) = —RTH' Xk +1) , (3.124)
e, levando em conta a eq. 3.121 e a eq. 3.124, resulta

v(k+1)=Gz(k) — HR'H'\(k + 1) (3.125)
com a condi¢ao inicial z(0) = c.
Convém eliminar A\ destas equagoes através da seguinte substi-
tuicao,
AMEk) = P(k)x(k). (3.126)
Ao substituir a eq. 3.126 na eq. 3.122 resulta,

P(k)z(k) = Qu(k) + G'P(k + Da(k + 1) (3.127)

Ainda mais, ao substituir a eq. 3.126 na eq. 3.125 resulta,

rv(k+1)=Go(k) — HR'H'P(k 4+ 1)z(k + 1) (3.128)
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Nestas duas equacoes, eq. 3.127 e eq. 3.128, A foi eliminada. Esta
transformacao é chamada de transformacao de Riccati. Da eq. 3.128
resulta

[ +HR'H'P(k+ 1D]o(k+1) = Gz(k) (3.129)

onde, para sistemas controldveis, demonstra-se que a inversa do termo
entre colchetes existe. E portanto,

v(k+1)=[I+HR'H'P(k+ 1) 'Gx(k) (3.130)
Substitui-se a eq. 3.130 na eq. 3.127 e obtém-se

P(k)z(k) = Qu(k)+G'P(k+1)[I+ HR'H'P(k+1)]'Gx(k) (3.131)

que rearranj a-Se

[P(k) —Q - G'P(k+1)[I+HR'H'P(k+ 1) 'Glz(k) =0 (3.132)

Entretanto, esta ultima equacao deve valer para todo z(k) e isto
implica que
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Pk)=Q+G'P(k+ 1[I+ HR'H'P(k+1)]'G (3.133)

Ha um lema de inversao de matrizes,

(A+BD) '=A1'—-A'B(I+ DA 'B)"'DA™! (3.134)

que pode ser usado para rearranjar a eq. 3.133 com A =1, B= HR™!
eD=HPk+1),

P(k) = Q+G'P(k+1)G-G'P(k+1)H[R+H'P(k+1) *H*P(k+1)G
(3.135)

esta é a equacao de Riccati.
Note que decorre da eq. 3.119 e da eq. 3.126 que para k = N

P(N) =S (3.136)

A equacao de Riccati pode ser resolvida de tras para frente, deter-
minando P(N), P(N — 1), ..., P(0).
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Para determinar a histéria de controle parte-se da eq. 3.124 e da
eq. 3.122 que resulta,
u(k) = =R UG AK) — Qa(k)] . (3.137)

que, eliminando \ torna-se

u(k) = —RTH' (G P(E) — Qla(k) = =K (k)x(k) (3.138)

e evidencia o ganho 6timo K (k),

K(k) = —R'H(GH'P(k) — Q] (3.139)
Exemplo 8-1 Ogata Considere o sistema no tempo discreto definido
por,

z(k + 1) = 0.3679z(k) + 0.6321u(k) (3.140)

onde z(0) = 1.
Determine a lei de controle 6timo que minimiza

J— %[g;(())]? + I3 R + w2 (h) (3.141)

9
k=0

N | —



3.17. EXERCICIOS RECOMENDADOS

Observe que neste exemplo S =1,Q =1¢e¢ R=1.

3.17 Exercicios Recomendados

3.17.1 Formas canonicas

Problemas resolvidos

. A-5-1, A-5-2, A-5-3

Exemplos resolvidos

: O-1

Problemas propostos

: B-5-1, B-5-2, B-5-3, B-5-4

77
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3.17.2 Solucao de Equacoes de Diferencas
Exemplos resolvidos

0 0-3
Exemplos resolvidos

. A-5-14, A-5-16

3.17.3 Estabilidade de Lyapunov

Exemplos resolvidos

:9-9

Problemas resolvidos

:A-5-17, A-5-22

Problemas propostos

. B-5-21, B-5-22, B-5-23, B-5-24
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3.17.4 Alocacao de Polos e Observadores

Exemplos resolvidos

:6-2,6-4, 6-5, 6-6 (método 2 e método 4), 6-8, 6-9, 6-10 (método 2 e
método 4).

Problemas resolvidos

:A-6-3, A-6-10, A-6-16
Problemas propostos

. B-6-6, B-6-7, B-6-9, B-6-11, B-6-16.

3.17.5 Controle Otimo Quadratico

Exemplos Resolvidos

. 8-1.
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Capitulo 4

A Transformada de

Laplace e a
Transformada Z

4.1 A Transformada de Laplace

4.1.1 Introducao

Através da transformada de Laplace derivadas temporais correspon-
dem a uma multiplicacao pela variavel s e, desta forma, equacoes di-
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ferenciais ordinarias tornam-se equacoes algébricas. A transformada
de Laplace é utilizada na solucao de equacoes diferenciais ordinarias,
equacoes de diferencas, equacgoes integrais, e equacoes diferenciais par-
ciais. Alguns critérios de estabilidade de sistemas lineares sao formu-
lados e visualizados no plano complexo s.

4.1.2 Definicao

Seja f(t) = 0 para t < 0 e s uma variavel complexa. A transformada
de Laplace lateral da fungao f(t) é

clf) = Flo) = [ s ar (4.1)

4.1.3 Condicoes de existéncia da transformada

A transformada de Laplace existe se a integral de Laplace converge.
A integral converge se f(t) for continua por trechos e se for de ordem
exponencial quando ¢ tende a infinito. Uma fungao é dita de ordem
exponencial se existe um real o positivo tal que
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lim e~ | f(t)] = 0 (4.2)

t—o00

Por exemplo, a funcio e’ com 0 < ¢ < oo nao possui transformada

de Laplace pois nao é de ordem exponencial. Entretanto, a funcao

fty=e for0<t<T (4.3)
=0fort<0et>T (4.4)
possui transformada de Laplace. Sinais fisicamente gerados sempre

possuem transformada de Laplace.

4.1.4 A transformada de algumas funcoes
Funcao exponencial

Considere a funcao exponencial

f(t)y=0fort<0 (4.5)
= Ae " for t>0 (4.6)
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sua transformada de Laplace é

o o0 A
LIfW)] = [ Ae e dt = / A=)l g — 4.7
0] = [ Acetar = [ ac =)
Funcao degrau
Considere a funcao degrau
f(t)y=0fort <0 (4.8)
=Afort >0 (4.9)
sua transformada de Laplace é
= —st A
L[A] = Ae ?'dt = — (4.10)
0 S

Funcao rampa

Considere a fungao rampa
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Ft)=0fort <0 (4.11)
— At for >0 (4.12)

sua transformada de Laplace é

L[At] = / Ate” ' dt (4.13)
0

que pode ser integrada por partes

e st o0 g8t A [ A
Atl= At 0 _ dt | = = Stdt = = 4.14
et = A (¢ tr - [T ) = [Cete=5

Funcao senoidal

Considere a funcao senoidal

f(t)y=0fort <0 (4.15)
= Asin (wt) for t>0 (4.16)
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sua transformada de Laplace é

> A
L[Asin (wt)] :/ — (™" — e e dt
0 2]
A A 1
2j (s —jw) 2 (s+jw)
 Aw
s? + w?

Funcao pulso

Considere a fun¢ao pulso

A
f(t):t—for0<t<t0

0
=0fort<0et >t

que pode ser definida em termos da funcao degrau

£ = 21ty - 2t — 1)

Lo Lo

87

(4.17)
(4.18)

(4.19)
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A transformada de Laplace torna-se

- c[he] c[he-w]

to 0

Vamos desenvolver a integral do degrau atrasado de ty, porque a
outra integral, do degrau que dispara em 0, ja conhecemos.

/ —1(t — tg)e dt = — 1(t — tg)e 'dt (4.24)
o To to Ji,
Mudancga de variaveis, n =t — ty, e portanto, dn = dt
A —st —s (n+to)
— (t —to)e Tdt = — (n+to) g, (4.25)
to Ji,

Observe que

A [ A [
o [ ameran = 2 [Cage ety (w20
to to
A [ A >
— l(n)e_sne_StOdn:—e_Sto/ L(n)e *"dn (4.27)
to Jo to 0
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Desta forma, podemos escrever,

ey - £ [0 [ o)

0

A A —st
- - _ 0
tOS toS
A
- 1 —Sto
tos( e ")

Funcao impulso
Considere a funcao impulso
. A
f(t)=1lim — for 0 <t <ty
to—0 to
=0fort<0et >ty
sua transformada de Laplace é

£1F0) = fimy |21 )]

to—0 | toS

89

(4.28)
(4.29)

(4.30)
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_ py TG =) (4.34)
to—0 d%(Sto) .
A
25y (4.35)

S

A transformada de Laplace de uma funcao impulso é a intensidade
(area) deste impulso.

4.1.5 Superposicao

A transformada de Laplace é um operador linear, ou seja,

LIA®) + L)) = LLAG] + L1f2(t)] (4.36)

4.1.6 Translacao de uma funcao

Considere a fungao f(t —a)1(t —a) com o > 0. Observe que o degrau
unitario impoe valores nulos para t < a. Por definicao a transformada
de Laplace é
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Llfit—a)l(t—a)]= /OOO flt —a)l(t — a)e *dt

91

(4.37)

Mudando a variavel de integracao de t para 7 onde 7 =t — «

LIf(t —a)l(t—a)] = _OO F()1(r)e gy
= /OO F(1(r)e s+ dr

OOO
=/0 f(r)1(T)e *Te **dr

=e /000 f(D)1(r)e*"dr
=e ""F(s)

at

4.1.7 Multiplicagao por e

A transformada de Laplace de uma funcao f(¢) amortecida por e~

resulta em

(4.38)
(4.39)
(4.40)

(4.41)
(4.42)

at
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Lle ™ f(t)] = /OOO e f(t)e tdt = F(s+ a) (4.43)

Ou seja, multiplicar por uma exponencial provoca um deslocamento
da funcao no plano s.

4.1.8 Limite inferior da transformada de Laplace

Se a funcao f(t) contém um impulso em ¢ = 0 convém distinguir dois
tipos de transformada de Laplace

corel = [ ff(t)e‘“dt (4.44)

cp@)= [ fyetd (4.45)

0—

4.1.9 Teorema da Diferenciacao

Integra-se a transformada de Laplace por partes
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[ e = g0 - [T go0] S

S —S

ou seja,
0) 1.]d
Py =14 2o |20
rearranjando,
d
£|G10] =56 - 10
Analogamente,

zﬂ%ﬂw]zﬁm@—ﬁ®—f@

4.1.10 Teorema do valor final

93

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Uma propriedade importante da Transformada de Laplace é o Teorema
do valor final, ela permite calcular o limite de uma funcao quando e
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tempo tende a infinito, ou seja, o valor de regime permanente, quando
este limite existe.

Existem trés possibilidades para o limite de uma funcao quando
o tempo tende a infinito, o limite é constante, o limite é indefinido
ou a fungdo ¢ ilimitada. Se a Transformada de Laplace, Y (s), tiver
algum polo no semiplano direito, y(t) sera ilimitada. Se Y'(s) tiver um
par de polos no eixo imagindrio, entao y(¢) contém uma funcdo seno
que persiste para sempre e o valor final nao é definido. Se todos os
polos estiverem no semiplano esquerdo de s e apenas um polo estiver
em s = 0, entdo todos os termos de y(t) decaem para zero exceto um
termo que é constante no tempo.

Teorema: Se todos os polos de Y (s) pertencem ao semiplano esquerdo,

entao

lim y(t) = lim sY (s) (4.50)

t—00 s—0

De fato, a transformada de Laplace da derivada de uma funcao é

d o d
L {d—q = /O e_Std—J;dt (4.51)
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Mostra-se conveniente investigar o limite da eq. 4.51 quando s—0,

o d
lim[sF(s) — f(07)] = lim e_St—fdt (4.52)
s—0 s—0 0 dt
observa-se que,
[ df ~ dqf
] S dt = —dt 4.53
i | / it (4.53)
que pode ser visto como,
% df , P ar
—dt = 1 —dt 4.54
/0 at"’ T P /0 dt (4:54)

e finalmente,

i [ Yt = timp o ((P) — £(0) = timp e f(P) — (0) (4.55)

P—oo 0

Desta forma,

limgs_osF(s) = limp_oo f(P) (4.56)
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e, portanto,
lims_0sF(s) = lim y(t) (4.57)

t—0o0

4.1.11 Teorema do valor inicial

Outro teorema permite calcular o valor inicial de uma funcao quando
se conhece a sua transformada de Laplace.

Teorema: Para qualquer par, F(s) e f(t), associado pela transformada
de Laplace,

Slirglo sF(s) = f(01) (4.58)

De fato, a transformada de Laplace da derivada de uma funcao é

U ha—
L[%} = /0 eIt (4.59)

Mostra-se conveniente investigar o limite de s—o00 da eq. 4.59, ad-
mitindo que df /dt é uma fungao de ordem exponencial e continua por
trechos,
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& d
lim e*St—fdt =0 (4.60)
s—00 [ dt

O primeiro termo da eq. 4.59 é igual a sF(s) — f(0), pela propri-
edade da transformada de Laplace da derivada de uma funcao, desta
forma,

lim [sF(s) — £(0)] = 0 (4.61)

S§—00

ou seja, admitindo que df /dt é continua em t—0,

lim sF'(s) = f(0) = limy_of(t) (4.62)

§—00

4.1.12 Teorema da Integral

Deseja-se agora determinar a transformada de Laplace da integral no
tempo de uma funcao,

F(s) =L [ / tf(C)dé‘] -/ ) [ / tf(odc] et (463)
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Integrando por partes, onde

u= /O F(Q)dc (4.64)
dv = e dt (4.65)
Resulta,
Y LA R L B
Al = |5 [ o] = [T =le i = r6) @)

4.1.13 Teorema da Convolugao

Teorema a convolugao de duas fungoes no tempo, g(t) e f(t), transforma-
se no produto de G(s) e F(s),

/ gl — ) f(D)dr = £ [G(s)F ()] (4.67)
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4.1.14 Transformada Inversa de Laplace

A maneira mais simples de determinar a transformada inversa de La-
place é através da consulta de tabelas de transformadas de Laplace.
Outra maneira consiste em expandir a fungao F'(s) em fragoes parciais.

Expansao em fracgoes parciais

Vamos considerar inicialmente F(s) que envolve polos distintos. A
funcao F'(s) pode sempre ser expandida em uma soma de fragoes par-
ciais.

B(S) aq as Qp
F(s) = = + +...+ 4.68
(5) A(s)  s+m s+ S+ Dn (4.68)
Os valores dos residuos a; podem ser determinados por,
B(s)
— 4.69
o= o
k

Uma vez que,

L { o ] = ape P (4.70)
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F(t) resulta,

n

FO) =) age ™ (4.71)

k=1
4.1.15 Solucao de Equacgoes Lineares Invariantes

no Tempo

Vamos abordar a técnica de solucao de equacoes lineares invariantes
no tempo usando a Transformada de Laplace através de um exemplo.

FEzxemplo: Determine a solucao de

ii(t) + 5y(t) + dy(t) = 3 (4.72)
onde y(0) = «, ¢(0) = [. Determina-se a Transformada de Laplace
dos dois lados da eq. 4.72

s%Y (s) — sa — B+ 5[sY(s) — a] +4Y (s) = g (4.73)

Isola-se Y'(s)
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_ s(sa+pB+5a)+3

V) == 506+ (474)
Convém reescrever Y (s) na forma de fragdes parciais
3  3-f-4a  3-4a-48
Y(S):i_ s—?—l * sfél (475)

Utilizando a transformada inversa de Laplace de uma fracao parcial

3 3-f—da , 3—da—48 _,
=22 F77a 4.
y(t) 1 3 e '+ T e (4.76)

4.2 A Transformada Z

A transformada z tem o mesmo papel na analise de sistemas discretos
lineares e invariantes no tempo que a transformada de Laplace tem
na andlise de sistemas lineares, invariantes e continuos no tempo. A
convolucao no tempo torna-se um produto de funcoes no dominio da
transformada z.
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4.2.1 Propriedade da filtragem

Antes iniciar o estudo das propriedades da Transformada de Z, consi-
dere o que ocorre em uma integral em que o integrando esta multipli-
cado por uma fungao impulso que dispara em At, 6(At),

/ FO)e*H(5(t — At))dt = f(At)e > (4.77)

Se, ao invés de termos uma unica funcao impulso, tivermos um
trem de impulsos,

/OO F&)e ™ (0(t)+6(t — a)+6(t — 2a)+...)dt = f(0)e "'+ f(a)e ™"+ f(2a)e "+ ..
0 (4.78)

4.2.2 A transformada z bilateral

A transformada z de uma sequéncia discreta é definida pela soma

X(z) =) a(n)z" (4.79)
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onde z é uma variavel complexa.

Uma vez que a transformada z é definida por uma série infinita, ela
existe apenas para os valores de z em que a série converge. A regiao de
convergéncia (ROC) é o conjunto de valores de z em que a série X (2)
assume um valor finito. A ROC de um sinal causal é a regiao externa
de um circulo. A ROC de um sinal anti-causal é a regiao interna de
um circulo.

Exemplo: Indique o ROC da sequéncia

x(n) = 1,2,5,7,0,1

+ (4.80)
onde a seta vertical denota o instante n = 0
A partir da definicao da transformada z
X(2)=22 4224547 277 (4.81)

e portanto, a regiao de convergencia é o plano z completo com excec¢ao
do do ponto z = 0 e do ponto z = oo

Uma série finita ou infinita pode ser representada em forma fechada
no dominio z.
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Exemplo: Determine a transformada z da sequéncia

2
:C(n) = 17%7(%) yooe e (4.82)
/I\
solugao: da definicao de transformada z
1, 12, I
X(z):1+§z +(§)z ++(§)z + ... (4.83)

ou melhor,

(0.¢] 1 n

X(2) = —z! 4.84

©=>(3") (4.89)
n=0

Esta expressao é uma série geométrica infinita

1+ A+ A2+, =

1
T se|lAl <1 (4.85)

Desta forma, a transformada z de x(n) torna-se

X(z) = ——— (4.86)
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com ROC tal que

1 1

Uma sequéncia discreta ¢ univocamente determinada através de sua
transformada z se a regiao de convergéncia for especificada.

Exemplo: Determine a ROC da sequéncia

z(n) =a"l(n) + f"1(—n — 1) (4.88)

solugao: A partir da definicao da transformada z,

00 -1 00 00
X(z) = Z a2z + Z plz=" = Z(az‘l)” + Z(B‘lz)m (4.89)
n=0 n=-—00 n=0 m=1
portanto a ROC é tal que
laz ™t < 1 =z > |af (4.90)
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1B712] <1 =z < |8 (4.91)

4.2.3 Transformada z lateral

A transformada z bilateral requer que os sinais estejam definidos na
faixa de tempo de —oo < n < oo. A transformada z lateral permite
resolver equacoes de diferencas com condicoes iniciais especificadas.
Por definicao a transformada z lateral é

X*(z) =) a(n)z" (4.92)
n=0

Nao é necessario informar a ROC da transformada z uma vez que
0s sinais sao todos causais. A transformada z lateral nao contém in-
formagao a respeito sobre o sinal quando n < 0).

Exemplo: Determine a transformada z lateral da sequéncia

z(n) = 1,2,5,7,0,1

+ (4.93)



4.2. A TRANSFORMADA Z 107

A partir da definicao da transformada z lateral

X(2)=4+b+T7z 1+ 273 (4.94)

e portanto a transformada z lateral é diferente da transformada z bi-
lateral neste caso.

4.2.4 Propriedades da transformada =z

Multiplicacao por constante

Ztax (k)] =) ax(k)z™" (4.95)
k=0
ou seja,
Ztax(k)] = a) x(k)z " =aX"(2) (4.96)
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Linearidade
ZHf () + Bgk)] = o 3 FR) + 8 gkt (407)
ou seja, - -
Z af (k) + Bg(k)] = aF () + BG(2) (4.98)
Multiplicagdo por a*
ZF [a Za x = ia}(k;)(a 2P = XT(a7t2) (4.99)
k=0

Teorema do deslocamento no tempo

Vamos investigar o deslocamento no tempo, um atraso de n intervalos,

Ztx(k —n)] = Z z(k —n)z" (4.100)

nao altero a equacao anterior multiplicando por z"z™",
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Ztz(k—n)] = Z z(k —n)z k™ (4.101)
k=0
ou seja,
Ztz(k—n)]=2" f: x(k —n)z~ k- (4.102)
k=0

admitindo z(n) causal, e m =k —n

Za(k—n)] =2")Y x(m)z " =2"X"(2) (4.103)

m=0

Teorema da translagao complexa

ZHe M a(kT)) = Y e Tu(kT)z " = " a(kT)(2e") " = X (ze)

(4.104)
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4.2.5 Teorema do valor inicial
X*(z) = ix(n)z_" = 2(0) +2(D)z ' +2(2)z72+ ...  (4.105)
n=0
Vamos investigar o valor que X(z) assume quando z— 00,

lim X(2) = z(0) (4.106)

Z—00

Este teorema é 1til para avaliar x(0) quando uma expressao com-
pacta de X(z) é disponivel.

4.2.6 Teorema do valor final

Considere uma sequéncia z(k), causal, e com todos os polos dentro do
circulo unitario, com uma tnica possivel excecao, a existéncia de um
polo em z = 1. Nestas condicoes a sequéncia z(k) é dita estavel. Da
definicao de transformada z

ZH (k) = w(k)z" (4.107)

k=0
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ZHa(k—1)] =) a(k—1)z" =27"'X(2) (4.108)
k=0
Subtraindo a ultima equacao da penultima equagao

Y a(n)z " =) w(k— 1) = X(2) - 2 X(2) (4.109)
n=0 k=0

Aplicando o limite,

}Ziiri(Zx(n)z_" =) w(k—1)zF) = lim[(1 - 271X (2)] (4.110)

O lado esquerdo da eq. 4.110 é

[2(0) —2(=1)]+[z(1)—2(0)]+[x(2) —x(1)]+. .. = 2(c0) = limg_oox (k)
(4.111)
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Portanto, da eq. 4.110 e da eq. 4.111, obtém-se

lim(X (2) — 27 'X(2)) = lim x(k) (4.112)
z—1 k—o00
e, simplificando,
lim((1 — 2 HX(2)) = lim z(k) (4.113)
z—1 k—o0

4.2.7 A transformada z inversa

E necessario conhecer a inversa da transformada z para que ela seja
util na analise de sistemas lineares. A seguir sao apresentados quatro
métodos de calcular a transformada inversa z.

Método da divisao direta

Este método é utilizado quando é dificil a obtencao de uma expressao
em forma fechada para a transformada inversa Z ![X(z)] ou estamos
interessados apenas em alguns valores iniciais de x(k).

A transformada X(z) precisa estar na forma de racional, isto é,
como a razao entre dois polinomios e tanto numerador quanto denomi-
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nador devem ser representados como uma série de poténcias crescentes
de 27!

Exemplo: Determine x(k) quando

10z + 5
(z—=1)(z—0.2)

X(z) = (4.114)

solucao:
Inicialmente, numerador e denominador devem ser escritos como
séries de poténcias crescentes de 27!

B 10271 + 5272
1 -1.22140.222
A divisao do numerador pelo denominador resulta

X(z) (4.115)

10z " +172 241823 + ...
1—122" 40222 10271 4+ 5272
10271 — 12272 42273
17272 — 92273
17272 —20.4273 + 3.4z~
18423 —3.4274

(4.116)
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Portanto, a sequéncia x(k) é

X(2) =102+ 17272+ 18277 4 ... (4.117)

Método por equacao de diferencgas

A resposta de um sistema linear y(k) é igual a convolugao discreta
entre sua funcao de transferéncia g(k) e sua excitagao x(k).

Y(2) = G(2)X(2) (4.118)

Exemplo: Considere um sistema linear com

0.4673z — 0.3393
22 — 1.5327z + 0.6607

Forma-se a equacao de diferencas a partir de

G(z) = (4.119)

(2% — 1.53272 + 0.6607)Y (2) = (0.4673z — 0.3393) X (z)  (4.120)

ou seja,
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y(k +2) — 1.5327y(k + 1) + 0.6607y(k) = 0.4673x(k + 1) — 0.339 (k)
(4.121)
Queremos calcular a seguéncia g(k). Para tanto, vamos calcular a
sequéncia y(k), quando a excitacao z(k) é um pulso retangular que dis-
para no instante inicial £ = 0. A sequéncia g(k) chama-se resposta ao
pulso retangular. E neste caso, y(k) também é a resposta ao pulso re-
tangular unitario. Admitindo que g(k) = 0 para k < 0, e substituindo
k = —2 e depois k = —1 determina-se y(0) e y(1) na equagao anterior.
Basta incrementar k para obter y(2), y(3), e assim por diante.

Método da expansao em fracoes parciais

Este método é muito ttil quando X (z) é uma funcao na forma

X(2) bo+ b1zt bz 2+ by ™
zZ) =

l+azt+az24+azz3+...+ayz N
Se ay for diferente de zero e M < N a funcao racional é dita

prépria. Se a fungao X(z) for imprépria, ela sempre pode ser escrita
na forma de um polindbmio mais uma funcao racional proépria.

(4.122)
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Eliminam-se as poténcias negativas em z,

X( ) boZN + blzN_l + bQZN_2 + ...+ bMZN_M (4 123)
2) = .
N4 a2V 1+ a2V 2+ a3 3+ .. +an

A fungdo X (z)/z é sempre prépria

X(2) bV b 2N bo2N T by VM
= (4.124)
2 N4 a2V + a2V 2+ a3 3+ ... +an

Os valores de z que zeram o denominador da eq. 4.123 sao chamados
de polos da funcao.

Polos distintos

Quando os polos sao todos distintos, procura-se uma expansao do tipo

X A A A
G)_ AL | A A
z zZ—D Z — D2 Z —DPN

Para determinar cada um dos Ay, multiplica-se X (z)/z por (z—px)

(4.125)
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(z—p)X(2) (2 —p)A N (2 — pr) A2 - (2 — pi) AN (

.. 4.126)
< < —D1 Z— P2 < — PN

e finalmente, no limite em que z—z; resulta Ay.

Polos Multiplos

Considere o caso em que o k-ésimo polo tem multiplicidade [. A ex-
pansao em fracoes parciais deve conter os termos

A A A
e e SRR L (4.127)
z—pr (2 —pr) (2 — pr)
Multiplica-se toda a expansdo em fracdes parciais por (z — pi)!. A
expressao resultante e suas derivadas com respeito a z sao avaliadas
em z = z;, para determinar os coeficientes Aj.

Exemplo: Determine a expansao em fracoes parciais de

1

XC) =g =y

(4.128)
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Eliminam-se poténcias negativas de z

X(2) 22
= 4.129
z (z+1)(z—1)2 ( )
A expansao em fragoes parciais deve ter a forma
X(Z) Al AQ A3
= 4.130
z (z+1)+(2—1)+(z—1)2 ( )
Multiplica-se a eq. 4.130 por (z + 1) e resulta
2z - (z41) (z—1) (2 —1)2 '
Ao avaliar eq. 4.131 quando z = —1
1 1
4= EEDXE) L (4.132)

z 4
Multiplica-se a eq. 4.130 por (z — 1)? e resulta

(2 —12X(2) (=124 (2—1)P24 (2—1)%A
e I P I e L
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e resulta
(z—1)2X(2)  (2—1)%4
z (241
Ao avaliar eq. 4.133 quando z =1

+ (Z — 1)142 + Ag (4134)

A, = B 12X(Z) - % (4.135)

Deriva-se os dois lados da eq. 4.134 com respeito a z

d [(z=12X(2)] 2(z—-1(z+1A4 —(2—1)%4
a { ) ] e St (11
E avalia-se a eq. 4.136 em z =1
Ay = % [(z - 122)((‘2)] - % (4.137)

Consultando uma tabela de transformadas z determina-se a trans-
formada inversa de cada fracao parcial.
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Capitulo 5

Planta continua com
controlador discreto

Para analisar sistemas de controle que sao parcialmente continuos no
tempo e parcialmente discretos, imagina-se um amostrador que mo-
dula um trem de impulsos, equi-espacados no tempo, de tal forma que
a area de cada impulso ¢é igual ao valor do sinal convertido de analogico
para digital. Este trem de impulsos nao existe fisicamente no sistema
de controle, trata-se de uma abstracao que permite analisar via Trans-
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formada de Laplace e via Transformada Z o sistema completo.

5.1 Transformada de Laplace do segura-
dor

Vamos considerar um amostrador ficticio, chamado amostrador por
impulsos. O sinal amostrado desta forma é um trem de impulsos,
conforme eq. 5.1 e a fig. 5.1

wH(t) =Y x(t)o(t — kT) (5.1)
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x(1) X (t)

/\/ M

x(t) / X (1)

X(s) X (s)

Figura 5.1: Associativa da Convolugao
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A Transformada de Laplace do sinal amostrado por impulsos é

X*(s) = Llz* ()] = z(0)L[o(O)]+x(1)L[6(t=T)|+z(2)L[6(t—2T)]+. ..

(5.2)

Entretanto, a Transformada de Laplace da funcao impulso ¢é a in-

tensidade do impulso. Lembrando da propriedade da translagao no
tempo

X*(s) = 2(0) + z(1)e " + 2(2)e™ " + Zx (kT)e™ T (5.3)

A semelhanca entre X*(s) de um sinal amostrado por impulsos com
X (z) de uma sequéncia discreta é enorme. Em particular, se definimos

z = eI as duas transformadas se tornam iguais

X*(8) o1/ Tin(2) Zka X(2) (5.4)

Portanto, a operacao ficticia chamada ’amostragem por impulsos’
é facilmente descrita no plano s e seu resultado é facilmente descrito
no plano z.
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As consequéncias da semelhanga entre X*(s) e X (z) sdo importan-
tes. B possivel mapear o plano s no plano z, e traduzir critérios de
estabilidade desenvolvidos no plano s para gerar critérios de estabili-
dade no plano z.

As atencoes voltam-se agora para uma representacao em Transfor-
mada de Laplace para o processo ficticio chamado data-hold. Data-hold
é 0 processo que gera um sinal continuo h(t) a partir de uma sequéncia
discreta x(kT'). Durante o intervalo kT < t < (k+1)T, o sinal continuo
pode ser aproximado por um polinomio

hkT —7) = a7 + a1 ' 4 ...+ a1 + ag (5.5)

Quando 7 = 0, h(kT — 7) deve concordar com x(kT), portanto, ag
deve ser igual a h(kT),

h(kT — 7)o = an™ + an 17" '+ ...+ a17 + h(kT) = h(kT) (5.6)

O data-hold mais simples utiliza n = 0 e é chamado de data-hold
de ordem zero. O resultado pode ser visto na fig. 5.2 e a representacao
matematica esta na eq. 5.7.
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x*(t) x(t)

i

Data—hold
ordem zero

Figura 5.2: Processo data-hold de ordem zero

zp(t) = z(0)[u(t) —u(t —T)] +xz(D[u(t = T) —u(t —27)] + ...
- S 2 (KT)fult — k) — u(t = (k + 1)T)]
(5.7)
Lembrando que a Transformada de Laplace da fungao degrau é 1/s
e a propriedade da translagao no tempo,

e—kTs

Llult — kT)] = , (5.8)

S
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a Transformada de Laplace do sinal tornado continuo por um segurador
de ordem zero, eq. 5.7, torna-se

0 e kTs _ 6—(k+1)Ts 1 — e Ts o0 7
X = —= o $
n(s) =Y (kD) - - > a(kT)e
k=0 k=0
(5.9)
ou seja,
1 — €_TS
Xn(s) = ——X"(s) (5.10)
5

Portanto, o modelo do data-hold de ordem zero é simplesmente,

1 — e—Ts
Gho(s) = — (5.11)
Com estes dois modelos, o modelo de amostrador e o modelo de
segurador, é possivel representar um sistema misto, parcialmente no
tempo continuo, parcialmente no tempo discreto, no plano z. Adicio-
nalmente, a regiao de estabilidade no plano s, o semi-plano esquerdo,
é mapeado para a regiao interna de um circulo unitario no plano z

através de z = 7.
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5.2 Transformada de Laplace Estrela

Considere um sistema formado por um amostrador por impulsos se-
guido por um elemento cuja funcgao de transferéncia é G(s), conforme
a fig. 5.2. Adote-se ainda que as condigoes iniciais sao nulas. Desta
forma, a resposta do sistema é

x® , xO y()
By I < Ol vy
X(S) X(S) (S)

Figura 5.3: Sistema amostrado por impulsos

Y(s) =G(s)X*(s) (5.12)

onde o sinal X*(s) é um sinal periédico, visto que,

X*(s) = X" (stjwsk), k=0,1,2,... (5.13)
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Investiga-se agora a Transformada de Laplace Estrela da eq. 5.12,

y(t) = [G( ) ( )]
= fo — 1)z (T)dT
- fo Zk ox( )o(T — KT)dr (5.14)
= Zk 0 fo z(7)0(r — kT)dr
=2 peoy(t — K T) (/fT)

Em termos da Transformada Z,

Y(z) =G(2)X(z) (5.15)

que ¢é equivalente a

Y*(s) = G*(s) X" (s) (5.16)

5.3 Regra geral para obter funcoes de trans-
ferencia pulsadas

A presenca ou auséncia de um amostrador por impulsos determina
a forma da funcao de transferéncia pulsada. Considere o sistema da



130CAPITULO 5. PLANTA CONTINUA COM CONTROLADOR DISCRETO

fig. 5.3 que é precedido por um amostrador por impulsos. Este sistema
tem resposta amostrada conforme,

x(t) X*(t) y(®©
G(s)

y*()

Figura 5.4: Sistema amostrado por impulsos

Y*(s) = G*(s) X" (s), (5.17)

por conta dos argumentos da se¢ao anterior.

Entretanto, se nao houver um amostrador por impulsos antes do
elemento G(s), conforme a fig. 5.3, a resposta pulsada do sistema é
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Y*(s) = [GX(s)]" (5.18)

e em termos da Transformada 7,

Y(2) = Z[G(s)X(s)] = Z|GX(s)] = GX (2)£G()X(2)  (5.19)

Ver exemplos 3-4, 3-5, 3-6 do Ogata.

Exemplo Determine a transformada z do diagrama de malha fechada
da fig. 5.3.



5.3. REGRA GERAL PARA OBTER FUNCOES DE TRANSFERENCIA PULSADAS133

R(s) U(s) C(s)
— = Gl G2(s)

T H(s)

Figura 5.6: Malha fechada com amostrador por impulsos

Inicia-se o equacionamento colocando em evidéncia um sinal que
sera amostrado.

U(s) = G1(s)(R(s) — H(s)G2(s)U(s)) (5.20)

Isolando U(s), temos

(1+ G1(s)H(s)G2(s))U(s) = G1(s)R(s) (5.21)

Aplicando a Transformada de Laplace Estrela,
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(1+ [G1IHG2(s)]")U*(s) = [G1R(s)]" (5.22)
ou seja,

(GLR(s)]"

Urls) = (1+ [GIHG2(s)]")

(5.23)

E, finalmente, da equacao

C(s) = G2(s)U*(s) (5.24)

aplicando o operador estrela,

G2*(s)[G1R(s)]*
(1+ [G1HG2(s)]*)

C*(s) = (5.25)



Capitulo 6

Propriedades basicas da
realimentacao

6.1 Tipos de sistemas e erro de seguimento
em regime permanente

Os sistemas podem ser classificados pelo grau do polindmio que repre-
senta o sinal de excitacao para o qual o erro de seguimento em regime
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permanente é constante.

Ainda que o sistema seja estavel, o sinal de erro pode ser consi-
deravel. E preciso verificar o erro em regime permanente resultante
de uma excitacao tipo degrau, rampa ou parabola, para conhecer a
habilidade do sistema para seguir sinais de excitacao.

Um sistema discreto pode ser classificado de acordo com o ntimero
de polos em z = 1 na funcao de transferéncia de malha aberta. O
sistema é classificado como tipo 0, 1 ou 2, se a funcao de transferéncia
de malha aberta tiver 0, 1 ou 2 polos em z = 1.

Considere o sistema da fig. 6.1. Do diagrama sabe-se que

e(t) = r(t) — b(t) (6.1)

O teorema do valor final informa que

limy_ooe(ET) = lim._,[(1 — 27 1) E(2)] (6.2)

Ainda, a partir do diagrama,

G(z) = (1= 271)Z[Gy(s)/s] (6.3)



6.1. TIPOS DE SISTEMAS E ERRO DE SEGUIMENTO EM REGIME PERMANENTE137

1(t) e(t) e*(t) c(t)

b(t)

H(s)

Figura 6.1: Sistema de controle digital
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GH(z) = (1= 27" Z[(G,(s)H(s))/s] (6.4)
Portanto o erro,
E(z) = R(z) — GH(2)E(2) (6.5)
que pode ser reescrito como

1

Flz)=— R 6.6
) = g e (6.6
Finalmente, o erro em regime permanente,
1
ss — [ z 1 - - R 6.7
€ mn —>1( < )1+GH(Z) (Z) ( )
Quando a excitagao é um degrau, r(t) = 1(t),
R(z) = 7 (638)
R '
e
1 1
ess = lim._ (1 —271) (6.9)
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simplificando,

1 1
Co TSI TCHG) T 14K, (6.10)

Quando a excitagao é uma rampa, r(t) = t1(t),

Tz !
R(z) = ——m 6.11
O (6.11)
e
eas = lima (1 — 2 ) —— =" (6.12)
s e 1+GH(z) (1 — 21?2 '
simplificando,
Tzt 1
ss — [ 2 — 6.13
Coo =W T NGHG) K, (6.13)
Quando a excitacao é uma pardbola, r(t) = t21(t)/2,
T2(1 — 51} -1
R(zy = LU =2 )2 (6.14)

2(1— = 1)
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1 T?(1 — 271zt
1+GH(z) 2(1—z1)3

ess = lim,_1(1 — 271 (6.15)

simplificando,

T2
ss:l' z = N
G =M T G HG) T K, (6.16)

—




Capitulo 7

Projeto de
Controladores de Forma
Analitica

Recomenda-se nesta parte da disciplina a leitura atenta da secao 4-7
do livro texto, como realizada em sala.
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7.1 Exercicios Recomendados

7.1.1 Projeto de controladores Deadbeat

Problemas resolvidos

. A-4-13, A-4-14

Exemplos resolvidos

: 4-13, 4-14

Problemas propostos

: B-4-18



Capitulo 8

Teste Seus
Conhecimentos

Questao 1 (2.0 pontos) Dada a transformada z de um sinal z(n)

1

A=D1 (81

X(z) =

a) Determine uma expansao em fragdes parciais de X(z)
b) Determine o sinal causal x(n), transformada inversa de X (z)
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Questao 2 (2.0 pontos) Determine a resposta ao degrau unitario do
sistema descrito pela equacao de diferencas. A funcao degrau se altera
de zero para um no instante n = 1.

y(n+1) = ay(n) + z(n) (8.2)
sabendo que y(0) =1le -1 < a < 1.
Questao 3 (2.0 pontos) Considere o sistema definido pelas equagoes

33‘2(]6 + 1) = 02:1;‘1(]6) —0.2 (84)
determine a estabilidade do estado de equilibrio.

Questao 4 (2.0 pontos) Considere o sistema representado na fig. 8.1.
Utilizando, por exemplo, as equacoes de Lagrange,

d (0L oL
7o) 5 =@ (59

Determine as equacoes do movimento do sistema, sabendo que as
massas em translacao tem massa m e M, as molas tem constante de
rigidez K. Utilizando as coordenadas generalizadas X; e Xy, pede-se:
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a) Escolher a posi¢gdo e o numero de atuadores capazes de transmitir
forca na direcao Ox, de tal sorte que o sistema seja controlavel.

b) Escolher também o nimero e a posicao de sensores, que podem ser
sensores de deslocamento ou velocidade, de tal sorte que o sistema seja
observavel.

c) Determine as matrizes A, B e C dos sistema escolhido nos itens a)
e b), tal que

t = Ax + Bu (8.6)

y=~Cx (8.7)

d) Justifique sua resposta do item a).
e) Justifique sua resposta do item b).

Questao 5 (1.0 pontos) Considere o sistema de tempo continuo des-
crito pela eq. 8.8. Determine a matriz do sistema discreto, GG, sabendo
que o intervalo de discretizacao é At segundos.
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i(t) = [ oy ] (1) + [ ; ] u(t) (8.8)

Questao 6 (1.0 pontos) Considere o sistema definido por

T = f(x,t) (8.9)

suponha que
f(0,t) =0, paratodot (8.10)

Suponha ainda que
1. existe uma funcao escalar V' (x,t), com derivadas parciais continuas;

2. V(x,t) épositiva definida.Ou seja, V(0,t) = 0e V(x, t)>a(||x||) >
0 para todo x#£0 e todo ¢, onde « é uma fungao escalar continua
nao-decrescente tal que a(0) = 0.

3. aderivada total V(z,t) é negativa definida, para todo 20 e todo
t, ou seja, V(z,t)< — v(||z]|) < 0 onde v é uma funcao escalar
continua nao-decrescente tal que v(0) = 0.
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4. existe uma funcao escalar continua nao-decrescente [ tal que
B(0) = 0 e para todo t, V(x,t)<B(]|z|]) .

5. af||z||) aproxima-se de infinito quando ||x|| cresce indefinida-
mente.

Mostre, por exemplo graficamente, que para todo ||xg|| partindo
de dentro de uma esfera de raio ¢ existe uma esfera de raio €, tal que

B(0) < afe).
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