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1. Classificagdo geral das folhas

Def.: Recebem a denominacao geral de folhas as estruturas nas quais duas
dimensdes predominam sobre uma terceira (relacionada a espessura).

Dependendo da geometria, das condicdes de carregamento e de outras
caracteristicas (como a rigidez a flexao), as folhas recebem denominacdes
especificas como: chapas, placas, cascas e membranas.

Folhas

]
! ] ! Il

Chapas Placas Cascas Membranas

Fig.1. Classificacao das folhas (estruturas de superficie)
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As chapas correspondem a estruturas de superficie nas quais todos os pontos
pertencentes ao plano de meia espessura (plano médio) encontram-se em um
Unico plano geométrico (ex: plano Oxy), tanto na configuracdo de referéncia
guanto na configuracdao deformada. Além disso, o carregamento deve:

i) ser aplicado apenas sobre os contornos cujas normais externas sao paralelas
ao plano Oxy,

i) ser uniformemente distribuido ao longo da espessura e
iii) possuir componentes segundo as direcdes x e y somente.

Em resumo, correspondem aos casos de estruturas em estado plano de tensoes.
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Fig.2. Chapa em estado plano de tensodes.
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De forma andloga as chapas, as placas correspondem a estruturas de superficie
nas quais todos os pontos pertencentes ao plano de meia espessura (plano
médio) encontram-se em um unico plano geométrico (Ex: plano Oxy), porém
apenas na configuracdo de referéncia.

A diferenca fundamental é que, além dos carregamentos previstos para o caso
das chapas, pode haver também carregamentos ortogonais ao plano de meia
espessura, atribuidos ao peso proprio das placas ou a esforcos de outra
natureza (ex.: acao do vento, carregamentos hidrostaticos ou hidrodinamicos,
pressdes decorrentes do contato com outros corpos, etc.).

Desta forma, na configuracao deformada, os pontos pertencentes ao plano de
meia espessura, irdo apresentar deslocamentos transversais ao plano médio,
sendo tais deslocamentos uma das principais incoégnitas do problema.

AAAA

Fig.3. Placa circular sob acdo de forcas ortogonais ao plano médio.
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As cascas correspondem a estruturas de superficie tridimensionais, ou
seja, aquelas nas quais a superficie de meia espessura € descrita por uma
superficie tridimensional no espaco. Aléem disto, deve ter rigidez suficiente
de modo a suportar esforcos de flexao e torcao distribuidos na estrutura,
além dos esforgos contidos no plano tangente a superficie média.

Como exemplos de cascas, citamos os reservatérios, os silos, a estrutura

da fuselagem e das asas das aeronaves e os cascos das embarcacdes
maritimas.

Fig.4. Exemplos de estruturas formadas por cascas.
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Finalmente, o termo membrana €& reservado a estruturas de
superficie que nao possuem rigidez suficiente para suportar
esforcos de flexdo e de torcdo, e que, portanto, suportam os
carregamentos externos modificando sua geometria de modo a
oferecer apenas esforcos normais (em geral, sempre de tracao)
contidos no plano tangente a superficie média.

Fig.5. Exemplos de estruturas formadas por membranas.
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2. Hipoteses para os modelos preliminares

* Material homogéneo, isétropo e com comportamento elastico-linear;
e Linearidade geométrica;
* Placa retangular longa e de espessura uniforme;

e Carregamento pode variar ao longo do eixo Ox (lado curto da placa)
mas nao ao longo do eixo Oy (lado longo da placa);

* Espessura da placa é muito pequena em comparag¢ao com as demais
dimensoes da placa.
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3. Equacdo governante para a flexdo “cilindrica” de placas [1]

Consideremos o problema (mais simples) de flexdao de uma placa retangular longa
submetida a um carregamento transversal que n3ao varia ao longo de seu maior
comprimento. A superficie defletida de uma porcao desta placa, a uma certa
distancia das extremidades (que estao dispostas paralelamente ao lado de menor
comprimento) pode ser considerada como uma superficie cilindrica, onde o eixo
do cilindro é paralelo ao lado de maior comprimento.

Assim, basta investigarmos o comportamento de uma fatia elementar retirada da
placa por dois planos perpendiculares a seu maior comprimento e distantes de
uma unidade de comprimento. Como veremos, a equacao diferencial governante
sera analoga aquela obtida da teoria simples de viga.
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Seja h a espessura da placa (considerada constante) e tomemos xy como o plano
de meia espessura da placa antes do carregamento. Consideremos que o eixo Oy
seja o eixo paralelo aos eixos longitudinais (de maior comprimento) da placa, e
Ox o eixo paralelo aos eixos de menor comprimento (largura) da placa
(denominado [). Consideremos ainda que o eixo Oz seja orientado positivamente
para baixo (seguindo a convencao classica da teoria de placas).

Desta forma, podemos considerar que a placa ira se comportar como uma viga de
comprimento [ e secao transversal retangular (com altura h e base unitaria). Para
o calculo das tensdes normais devidas a flexdao, podemos também admitir, como
na teoria simples de viga, que as secOes transversais que eram planas e
ortogonais ao eixo central (antes da deformacao) permanecerdao planas e
ortogonais ao eixo central (apds a deformacao).

Também, como na teoria simples de viga, consideraremos que g, <K (O’x, O'y), de

modo a desprezar as tensdes normais g, face as demais tensdes existentes na
placa.
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Deve-se ressaltar que, se a placa estiver submetida a acao concomitante de
esforcos (de tracdo ou compressdao) agindo na direcido x (e distribuidos
uniformemente ao longo da dire¢do y), as parcelas de tensdes normais (o,)
correspondentes a tais esforcos devem ser adicionados as tensdes indicadas no
slide #11, decorrentes da flexao.

De posse das tensdes de flexao o, , determina-se o momento fletor
correspondente (denominado M, ) por integragao ao longo da espessura da placa:

h/2 /2 a2 2 3 2
M = g 2dz = — Eiiifdg:— Lh .dw
—h/2 _hfgl — vidx ]2(1 — I-"E} dx?
. s ER?
Ou, definindo a rigidez a flexao de placas (D) como: D = 12(1 — ) =
. d?w
Obtemos a equacdo governante: D i —-M
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Que é analoga a equacao da linha eldstica deduzida na teoria simples de viga:

2

El - M
dx2 - (x)

...desde que guardadas as mesmas notacoes e convencoes de sinais.

Se houver apenas carregamentos transversais agindo sobre a placa e as
extremidades (em x = 0 e em x = [) estiverem livres para se aproximar
uma da outra conforme as deflexdes ocorrem (ou seja, sem esforcos
horizontais que impecam esta aproximacao), a expressao para o
momento fletor M = M (x) pode ser facilmente obtida e, por integracdo
da EDO, obtemos também o campo de deslocamentos transversais.
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Em alguns casos, porém, a placa pode ter suas extremidades (emx =0 e
em x = [l) impedidas de se aproximar uma da outra, o que gera forcas
distribuidas ao longo dos lados paralelos ao eixo y conforme as deflexdes
ocorrem. Tais reacOes dependem, naturalmente, da magnitude das
deflexdes e afetam também o momento fletor resultante, necessario
para resolver a EDO.

Nos itens seguintes, apresentaremos a solucao deste problema para o
caso particular em que uma pressao uniforme age sobre a placa.
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4. Placa com lados simplesmente apoiados [2]
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Note que as duas extremidades (emx =0 eem x = [)
estao simplesmente apoiadas, mas impedidas de se
aproximarem, o que faz surgir as forcas horizontais (por
unidade de comprimento) denotadas por S. A pressao
aplicada sobre a placa é denominada g (considerada
uniformemente distribuida).
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Y
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2

O momento fletor a uma distancia x da extremidade esquerda é dado por:

-2
M=g—lx—-g'—l'———b'w

2 2
E a EDO é dada por (vide slide #12):
d?*w gx? qlx
D?:—M(X) =Sw + 5 — 5
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Teremos: w(x) = wp(x) + wy(x)

Solucao da EDO homogénea:
Buscando solucdes da forma w(x) = Ae"*, teremos:

S
Aenx[n2—5]=0 & n=4+/S/D
2u
[

2
Chamando: 42 = %% teremos (para S > 0): n=x=

2ux 2ux
Resultando: wy(x) = Ajexp — + A,exp -

, 2Ux 2Ux
Ou ainda: wy(x) = Cysenh (T) + C,cosh (T)
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Solucgao particular da EDO:
Buscando uma soluc¢ao particular na forma de um polindmio de grau 2, ou

seja, na forma: wy(x) = Box? + B;x + B,, vira, ap6s substitui¢cio na EDO:

d*w,, —iw _ qx? qlx
dx2 D P 2D 2D
S gx? qlx
— 2 — —
2B, 5 (Box“ + Bix + B,) D~ 2D
Resultando: [ S q —B __4
—_Bo - = 0 2S5
D 2D
S ” [
——=B; = _q_l Bl = q_
D 2D 25
2By — B, = 0 Dq
0 5 2 — B2 = —?
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[ D
Logo:  wy,(x) =—2q—5x2+g—5x—5—g

E, lembrando que: u® =125/4D & S =4u®D/I*, teremos:

W () = _qlix? N ql>x  ql*
p 8u?D  8u?D 16u*D

Solucao da EDO:

w(x) = wp(x) + wp(x)

() = Cysenh 2ux \ Cocosh 2ux ql2x2+ ql3x gl*
W= Basem T ) TR T ) T8 T 8u2D T T6utD
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As constantes C; e C, sao obtidas a partir das condi¢des de contorno da placa
gue, No caso, Sao:

w(0)=0 e wl)=0

Levando ao sistema:

—

@=c, -5 _g
WA =2 T Tewip T
ql*
_W(l) = Cysenh(2u) + C,cosh(2u) — TeaiD = 0
Cuja solucao é:
oo ql* (1 - cosh(2u) _ql*
L7 16u4D\ senh(2u) 27 16u4D
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ql* Kl—cosh(Zu)) <2ux> <2ux> ]
w(x) = senh|—— |+ cosh|— | — 1|+

ql?x (=)
~ 16u4D senh(2u) [ [ 2D x

8u

Ou ainda, utilizando as relacoes:

cosh 2u = cosh? u + sinh? u sinh 2u = 2 sinh u cosh u
cosh? u = 1 + sinh? u

1 —cosh(2u)  senh(u)

Pod t ; - 7 _
odemos mostrar que senh(20) cosh() tanh(u)
Assim
_ql* 2ux 2ux ql?x
w(x) Tew?D [ tanh(u) S@Tlh( l ) + cosh( l 1|+ 32D (l—x)
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Resta, contudo, determinar ainda o valor da forca distribuida S. Tal forca
pode ser encontrada a partir da condicao de que as extremidades da
placa encontram-se fixas (sem movimento relativo), de modo que, por
um lado:

E, por outro:

l

Logo: (1 —v?)SI 1]
2

0

PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #09
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Retomando a solugao encontrada para w(x), e calculando a integral
indicada no slide anterior, resulta por fim a seguinte equacao
transcendental para o calculo de u (e consequentemente de S):

2
1 E(h\"]" 135 [tanh(w) ), 27 (tanh@) 2+ 9
(1—-v?)q\l ~ 16u8 u 16 ut 8u®

Assim, uma vez dados os parametros E, v, g, h e | podemos resolver
numericamente a equacao acima para obter o valor de u e, a partir dele:

4u®D
S = 2
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Para o calculo do momento fletor, basta retomar as expressoes vistas nos
slides #16 e #21.:

d?w
M(X) - —DW
_ql* [{1-cosh(2u) 2ux 2ux qlx
w(x) = Te2D K senh(2w) senh l + cosh l 1 +8u2D (I—x)

Resultando, neste caso:

2

_qlL 2ux 2ux
M(x) = 12 [tanh(u) senh( 7 ) cosh( 7 > + 1]

2
Munss = M1/2) =225 1~ sechw)

14/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #09 24



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Tomando, como exemplo, o caso em que h = 0,5", [ = 50", E = 30 x 10°psi,
v = 0,3 e q = 20 psi, teremos:

[ L _E(RY = 2,71706 x 1074
A\t | =*

E a Unica solucao real e positiva parau é: u = 3,7938287

Levando a: S =7908 Ilbf/in

Assim, a tensao normal devida ao esfor¢o horizontal S sera:

o= S 4D Ew (%)2 ~ 15816 psi = 109 MPa

R ThE T30 — 9
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E a maxima tensdao normal de tracdao devida a flexdao sera dada por (vide slide #11):

E h( d*w ) E thlméx 6|M|méx
02 = Opméx = (77— 2y5 2 — 1 _v2)2 = 2
(1—v4)2\|dx . (1-v)2 D h
qL?
E como: M, = M(l/2) = ) [1 —sech(u)] =829,39Ibf
6|M |4
Teremos: g, = 6y, iy = % = 19905 psi = 137 MPa

Somando as duas tensoes:

Omax = 01 + 0, = 35721 psi = 246 MPa
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J&d 0 maximo deslocamento transversal sera, neste caso:

4

ql
Whax = W(I/2) = ) [sech(u) — 1] +

ql*

32u?D

ql* [sech(u)—1 1
Winax = +
max 16D ut 2u?

Whnar = 0,685in = 17,4 mm

Winax

Obs: = 0,0137
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60,000 I [

Stresses in steel plates with

simply supported edges 0 V

50,000

.40,000

in Ib per sq

30,000

Stress

20,000

10,000
Ratio width: thickness = 1/h

0] 10 20 30 40
Load in Ib per sq in.

Fig.6. Maxima tensao normal combinada (tracdo + flexao) em placas longas
simplesmente apoiadas nas extremidades em funcao da pressao aplicada.
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O caso particular em que as extremidades da placa (em x =0 e em
x = 1) encontram-se simplesmente apoiadas, mas livres para se
aproximarem uma da outra pode ser facilmente analisado por uma das
duas formas:

1. Reescrevendo a expressao do momento fletor (agora sem a parcela
devida a forca normal) e encontrando a solucdo da nova EDO;

2. Utilizando as expressoes anteriores e levando ao limite parau — 0.

Optando por (1), teremos:

glx gx?
M(x) = = —
(x) > >
2w gx? qlx
Do = —M(x) = = —
a dx? =7
2(—--)(—-—:— .-2— 2
dw _ 4 (x? — Ix)
Z dx? 2D
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d’w ¢q dw x3  Ix?
= (x* - lx) HH q( —~ +Cl> =

dx 2D\3 2

Novamente, as constantes C; e C, sao obtidas a partir das condi¢des de contorno
da placa que sao:

w0)=0¢e¢ w(l)=0

Levando ao sistema:

—

q(;
W(O)=5=O = CZZO

0=2(_E )00 =L
WA= op\ T2 T T 1=

12

—
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4

51D (x* — 21x3 + I3x)

Resultando: w(x) =

As tensOes normais serao, agora, devidas apenas a flexao da placa e dadas por:

1l =t 1 — v2dx? ~ (1-v%)2D
6qz
axz—?(xz—lx)

A maxima tensdo normal de tracdo ocorrerd parax = 1l/2 ez = h/2 e vale:

3q (1 ?
O'x,méxzj n

14/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #09

31



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Tomando, a titulo de comparacao os mesmos parametros utilizados no caso
anterior (ou seja, h = 0,5", 1 =50", E =30 X 10%psi, v= 0,3 e g = 20psi),
teremos:

5ql* 5 (1—v*)ql*

Wnax = W(l/2) = 3505 = 35 Fm3

= 474" = 120,4 mm

(maximo deslocamento é cerca de 7 vezes maior do que o anterior)

Obs: W’;‘é’“ ~ 0,0948

2
3q (1
Ox max = %(E) = 150.000 psi = 150 ksi = 1034 MPa

(maxima tensao é cerca de 4,2 vezes maior do que a anterior)
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5. Placa com lados engastados [3]

- T lossmmmmeme- 1L <
Ef!ry ‘** 'V\‘Sl} X
\ LY \ ,

% af <7

2 2

y4

Note que as duas extremidades (em x =0 e em x =)
encontram-se engastadas (sem deslocamentos transversais
e sem rotacoes) e também impedidas de se aproximarem,
o que faz surgir as forcas horizontais (por unidade de
comprimento) denotadas por S. A pressao aplicada sobre a
placa é denominada g (considerada uniformemente
distribuida).
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R -
Mo q Mo
w
I e
al a
2 2

O momento fletor a uma distancia x da extremidade esquerda é dado por:

2
M=%x—%—-—8w+Mo

E a EDO é dada por (vide slide #12):

d?w gx? qlx
D?=—M(X’)=SW+ 5 — 5 _MO

qlx M,
dx2 D 2D 2D D
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Teremos: w(x) = wp(x) + wy(x)

A solucdo da EDO homogénea é, como visto anteriormente:

2Ux 2Ux , 128
Wh(X):C]_SeTlh T +CzCOSh T Onde: u :ZB

Soluc¢ao particular da EDO:
Buscando novamente uma solucao particular na forma de um polindmio de grau 2
(ou seja, na forma: Wp(x) = Byx? + B;x + B,), vira ap6s substitui¢io na EDO:

dzwp_ﬁw :qxz_qlx_MO
dx2 D P 2D 2D D

S gx? qlx M,
— 2 — — —
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- .
——B, = —
D ° 2D
S ql
D' 2D
2B SB __Mo
7% b7 D
Logo: w. (x) — —ix
p 28
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q
By, = — —
0 28
ql
B, = —
17925
Dg M,
B, = —— 4+ —
2 szt
S

E, lembrando que: u? =1%25/4D < S =4u?D/I? teremos:

14/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #09

36



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

ql2x2+ql3x ql* +M0l2
8u?D  8u?’D 16u*D 4u?D

wy(x) = —

Soluc3o da EDO: w(x) = wy(x) + wp(x)

() = Crsenh [ 25) + Cycosh (2X) - 4EX  abx ' | Mol
W) = Lasenit| = €05\ "7 ) " 8u2D " 8u?D  16u*D @ 4u?D

As constantes C; e C,, bem como o momento M, podem ser obtidos a partir
das seguintes condigdes:

dw
dx

dw

W(0)=O , ) E

=0
x=1l/2

x=0
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Levando ao sistema:

CIl4 Molz
= C, — =0
w0 =G = euap t 2D
dw 2uC [3
il Bt . L
dx| _ [ 8u?D
x=0
dw 2uC 2uC
— = ! cosh(u) + 2 senh(u) =0
dx| [ [
| x=1/2
L ql _ gl
O =~T6wp 2 Tewp O
Cuja solucio é: I _
uj ug M, 1 Au coth u 15 Y1(u)
| 3(u — tanh w)
¥i(u) = u2 tanh u
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Levando ao campo de deslocamentos:

2x
gl cosh <u (1 _T)> qi2x(l — %)

-1
l16udtanh(u)D cosh(u) * 8u?D

w(x) =

Para o calculo de u, utilizamos o mesmo procedimento empregado
anteriormente, ou seja:

(1 —v?) (1-v3)S
2 i - —
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l

Lo (1—v2)Sl_1j dw Zd
50: E h 2 dx x

0

Retomando a solugao encontrada para w(x), e calculando a integral
indicada acima, resulta por fim a seguinte equacao transcendental para
o cdlculo de u (e consequentemente de S):

1 E(n\] _ 81 27 27,9
(1—-v3)q\l ~ 16u’tanh(u) 16ubsenh?u  4u = 8ub

Assim, uma vez dados os parametros E, v, q, h e [, podemos resolver
numericamente a equacao acima para obter o valor de u e, a partir dele:

4u®D
S = 7
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Calculo do momento fletor:

d?w
M(X) = _DW
2x
o = gl* cosh(u(l— l )) 1 +ql2x(l—x)
WA= l16udtanh(u)D cosh(u) 8u?D

Resultando, neste caso:

MGx) = 4u? 1- senh(u)

g2 | wcosh[u(1- sz)]]
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Tomando, como exemplo, o caso em que h = 0,5", [ = 50", E = 30 x 10°psi,
v = 0,3 e q = 20 psi, teremos:

[ L _E(RY = 2,71706 x 1074
A\t | =*

E a Unica solucao real e positiva parau é: u = 2,847093

Levando a: S = 4454 Ibf /in

Assim, a tensao normal devida ao esfor¢o horizontal S sera:

o=5 2D _ _ E (%)2 ~ 8908 psi = 61,4 MPa

R ThE T30 — 9
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E a maxima tensdao normal de tracdao devida a flexdao sera dada por (vide slide #11):

_ _ E h de _ E h |M|méx . 6|M|méx
2T Omix T —vnz\|ax?|)| T a-vH2 D | w2
E como: M| = 2878 Ibf (vide grafico no slide seguinte)
6|M|,,4
Teremos: ¢, = Op mix = % = 69072 psi = 476,2 MPa

Somando as duas tensoes:

Omax = 01 + 0, = 77980 psi = 537,6 MPa
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1000
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-1000 -

Mmax -2000

-3000
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Fig.7. Distribuicao do momento fletor (em /bf.in) ao longo do eixo x em placas longas,
biengastadas nas extremidades, e submetidas a pressao uniforme (lados impedidos de
se aproximarem). Dados: h = 0,5", [ = 50", E = 30 X 10%psi, v = 0,3 e g = 20 psi.
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J&d 0 maximo deslocamento transversal sera, neste caso:
ql*
l16udtanh(u)D

ql*
[sech(u) — 1] + m

Wiax = W(l/2) =

Wnax = 0,5256 in = 13,3 mm (vide grafico no slide seguinte)

W ,
Obs: e ~0,0105
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w 0.5

P | 3¢

-0.5-

Fig.8. Deslocamentos transversais (em in) dos pontos do plano de meia-espessura da
placa ao longo do eixo x (para placas longas, biengastadas nas extremidades e
submetidas a pressdo uniforme (lados impedidos de se aproximarem)).
Dados: h = 0,5", [ = 50", E = 30 x 10%psi, v=0,3e q = 20 psi.
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Fig.9. Maxima tensao normal combinada (tracao + flexao) em placas longas,
e engastadas nas extremidades, em funcao da pressao aplicada.
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O caso particular em que as extremidades da placa (em x =0 e em
x = [l) encontram-se engastadas, mas livres para se aproximarem uma
da outra pode ser facilmente analisado por uma das duas formas:

1. Reescrevendo a expressao do momento fletor (agora sem a parcela
devida a forca normal) e encontrando a solucdo da nova EDO;

2. Utilizando as expressdes anteriores e levando ao limite parau — 0.

Optando por (1), teremos:

qlx qx?
M(x) = — —
(x) 5 > + My
DU, PE——
Mo q Mo d? 2 I
f‘ [ W T ,\) D_W=_M(x)=qx _CIx
\ Y Y%y / dxz 2 2
ql at X
2 2 2
dw_4 (xz—lx)—%
z dx? 2D D
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Resultando:  w(x) = % (x* — 21x3 + 1°x?)

As tensOes normais serao apenas devidas a flexao da placa e dadas por:

v = L= _ Bz dw _ Ez q(, , 1%
R T —vde? ~ a-v20\" *7%
6qz 12
Oy = —?<x2 — Ix +€>
A maxima tensdo normal de tra¢do ocorrerda parax = 0 eparaz = —h/2 e vale:

2
_q(!
Ox max — E E

14/09/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #09 49



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Tomando, a titulo de comparacao os mesmos parametros utilizados no caso
anterior (ou seja, h = 0,5", 1 =50", E =30 X 10%psi, v= 0,3 e g = 20psi),
teremos:

ql* 1 (1-v*)ql
384D 32  Eh3

Wiax = W(l/Z) = = (0,95" = 24 mm

(maximo deslocamento é cerca de 1,8 vezes maior do que o anterior)

Obs: W"l‘éx ~ 0,019

2
l
Oy max = %(ﬁ) = 100000 psi = 100 ksi = 690 MPa

(maxima tensao é apenas 28% maior do que a anterior)
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W

0.5

b~ 3

-0.5-
Fig.10. Comparagao entre os deslocamentos transversais (em in) dos pontos do plano

de meia-espessura da placa: — (forca horizontal nula), — (forca horizontal nao nula).
Dados: h = 0,5", [ = 50", E = 30 x 10%psi, v=0,3e q = 20 psi.
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